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Передмова

Навчальний посiбник написано на пiдставi досвiду викладання практи-

чного курсу математичного аналiзу на факультетi математики та iнформа-

тики i фiзико-технiчному факультетi Прикарпатського нацiонального унiвер-

ситету iменi Василя Стефаника для студентiв математичних та технiчних

спецiальностей.

Матерiал першої частини посiбника охоплює елементи теорiї множин, гра-

ницю послiдовностi, границю функцiї в точцi, неперервнiсть функцiї та дифе-

ренцiальне числення функцiї однiєї змiнної разом iз застосуванням похiдної

функцiї до розв’язування задач.

На початку кожного параграфу подаються короткi теоретичнi вiдомостi з

кожної теми, якi мiстять основнi означення, формулювання важливих теорем

та основнi формули. Далi помiщено вправи для розв’язування. Друга частина

кожного параграфу мiстить повне розв’язування вибраних вправ.

Маючи навчальний посiбник зi зразками розв’язаних прикладiв, викладач

може зосередити увагу студентiв на розв’язуваннi бiльш складнiших задач.

Наявнiсть теоретичного матерiалу та прикладiв розв’язування задач допомо-

же студенту опрацьовувати матерiал посiбника самостiйно.

Слiд зазначити, що для досконалого вивчення матерiалу перед тим, як по-

чинати розв’язувати вправи, необхiдно добре засвоїти теоретичний матерiал

з кожної теми. Потiм розiбрати наведенi вправи з розв’язками i обов’язково

закрiпити знання розв’язуванням вправ для самостiйного виконання.



РОЗДIЛ I. Елементи теорiї множин. Дiйснi

числа

§1.1. Поняття множини. Операцiї над множинами. Властивостi

Множина – одне з основних математичних понять, яке не визначається

через простiшi поняття. Iншими словами, множина – це сукупнiсть певних

об’єктiв, якi володiють однiєю i тiєю ж властивiстю. Об’єкти, що утворюють

дану множину, називаються її елементами .

Якщо елемент x належить множинi A, то позначають x ∈ A. Якщо еле-

мент x не належить множинi A, то позначають x /∈ A.

Множина, яка не мiстить жодного елемента, називається порожньою

множиною.

Множина задається двома способами:

1) перелiком її елементiв;

2) зазначенням характеристичної властивостi елементiв множини.

Множини, елементами яких є числа, називаються числовими множи-

нами . Наприклад, N = {1, 2, . . . , n, . . .} – множина натуральних чисел, Z

– множина цiлих чисел, Q =

{
p

q
: p ∈ Z, q ∈ N

}
– множина рацiональних

чисел, I – множина iррацiональних чисел, R – множина дiйсних чисел.

Множина B називається пiдмножиною множини A i записується

B ⊂ A, якщо кожен елемент множини B є одночасно елементом множини

A, тобто

B ⊂ A⇐⇒ (x ∈ B ⇒ x ∈ A).
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Множини A та B називаються рiвними i записують A = B, якщо A ⊂ B

i B ⊂ A.

Об’єднанням двох множин A та B називається множина C, яка мiстить

всi елементи множин A та B, i не мiстить нiяких iнших елементiв (див.

рис. 1). Позначається

C = A ∪B :=
{
x : x ∈ A або x ∈ B

}
.

A BA

Рис. 1. Об’єднання множин A та B

Перерiзом двох множин A та B називається множина C, яка мiстить

всi спiльнi елементи множин A та B, i не мiстить нiяких iнших елементiв

(див. рис. 2). Позначається

C = A ∩B :=
{
x : x ∈ A i x ∈ B

}
.

A BA

Рис. 2. Перерiз множин A та B

Рiзницею двох множин A та B називається множина C, яка складається

з усiх елементiв множини A, що не належать множинi B, i не мiстить жодних

iнших елементiв (див. рис. 3). Позначається

C = A \B :=
{
x : x ∈ A i x /∈ B

}
.

A BA

Рис. 3. Рiзниця множин A та B
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Якщо B ⊂ A, то рiзниця A \ B називається доповненням множини B до

множини A i позначається CAB або B (див. рис. 4).

BA

Рис. 4. Доповнення множини B до A

Симетричною рiзницею множин A та B називається множина C, яка

складається з усiх елементiв множини A, що не належать множинi B та з

усiх елементiв множини B, що не належать множинi A, i не мiстить жодних

iнших елементiв (див. рис. 5). Позначається

C = A4B :=
(
A \B

)
∪
(
B \ A

)
.

A BA

Рис. 5. Симетрична рiзниця множин A та B

Декартовим добутком двох множин A та B називається множина

C, яка складається з впорядкованих пар елементiв (x, y), де x ∈ A, y ∈ B.

Позначається

C = A×B :=
{

(x, y) : x ∈ A i y ∈ B
}
.

Властивостi операцiй над множинами

I. 1) A ∪B = B ∪ A (комутативнiсть об’єднання),

2) (A ∪B) ∪ C=A ∪ (B ∪ C)=A ∪B ∪ C (асоцiативнiсть об’єднання),

3) (A ⊂ B)⇒ (A ∪B = B),

4) A ∪ A = A,

5) A ∪∅ = A.

II. 1) A ∩B = B ∩ A (комутативнiсть перерiзу),

2) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) = A ∩B ∩ C (асоцiативнiсть перерiзу),

3) (A ⊂ B)⇒ (A ∩B = A),
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4) A ∩ A = A,

5) A ∩∅ = ∅.

III. 1) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (дистрибутивнiсть перерiзу вiд-

носно об’єднання),

2) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) (дистрибутивнiсть об’єднання

вiдносно перерiзу),

3) (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C),

4) A ∪B = A ∩B,

5) A ∩B = A ∪B.

Вправи

1. За допомогою кругiв Ейлера-Венна на площинi перевiрити, що для

множин A,B,C виконуються наступнi властивостi:

1) A \ (A ∩B) = A \B, 2) (A ∪B) \B = A \B,

3) (A ∪B) \ (B \ A) = A, 4) A \ (B \ C) = A \ ((A ∩B) \ C).

2. Довести властивостi:

1) (B\C)\(B\A) ⊂ A\C, 2) A\C ⊂ (A\B) ∪ (B\C),

3) (A∩C) ∪ (B∩D)⊂(A∪B) ∩ (C∪D), 4) A\(B\C)=(A\B)∪(A∩C),

5) (A\B)\C = (A\C)\(B\C), 6) (A\B) ∩ C = (A ∩ C)\B,

7) (A ∩B)\C = (A\C) ∩ (B\C).

3. Знайти об’єднання, перерiз, рiзницю та симетричну рiзницю множин A

та B :

1) A =
{
x : −1 < x < 5

}
, B =

{
x : −2 ≤ x ≤ 5

}
,

2) A =
{
x : x2 + 3x < 0

}
, B =

{
x : x2 − 2x− 3 > 0

}
,

3) A =
{
x :

x2 − 5x+ 6

x− 4
< 0
}
, B =

{
x :

x− 1

x+ 2
≥ 1
}
,

4) A =
{
x : cosx ≥ 1

2

}
, B =

{
x : sinx <

1

2

}
,
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5) A =
{
x : −3 ≤ |x− 4| ≤ 3

}
, B =

{
x : 3|x| > 7

}
,

6) A =
{
x : log 1

3

(
x− 3

2

)
> 1
}
, B =

{
x : 32x − 6 · 3x + 8 ≥ 0

}
.

4. Визначити i зобразити на площинi множини A∪B, A∩B, A\B, B\A,

якщо:

1) A =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1
}
, B =

{
(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 0

}
,

2) A =
{

(x, y) ∈ R2 : y >
√
x
}
, B =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 ≤ 1

}
,

3) A =
{

(x, y) ∈ R2 : x3 > y3
}
, B =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 > y2

}
,

4) A =
{

(x, y) ∈ R2 : x = y
}
, B =

{
(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1

}
,

5) A =
{

(x, y) ∈ R2 :
1

x
>

1

y

}
, B =

{
(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0

}
,

6) A =
{

(x, y) ∈ R2 : 2x+1 = y2 + 4
}
, B =

{
(x, y) ∈ R2 : y ≥ 2x−1

}
.

5. Знайти об’єднання i перерiз множин Xn, n ∈ N, якщо:

1) Xn =

(
−1

n
;

1

n

)
, 2) Xn = (3n− 2; 3n+ 1),

3) Xn =

[
n

2n+ 1
;

n

n+ 1

)
, 4) Xn =

(
0;

n

n+ 1

)
,

5) Xn=

[
−1

n
;

2n− 1

n

]
, 6) Xn =

[
−1

n
;

1

n

]
.

Приклади розв’язування вправ

2.5. За означенням рiвних множин потрiбно довести справедливiсть двох

включень:

(A\B)\C ⊂ (A\C)\(B\C) i (A\C)\(B\C) ⊂ (A\B)\C.

Отже, з одного боку, для довiльного елемента x ∈ (A\B)\C маємо за

означенням рiзницi множин, що x ∈ A\B i x /∈ C.

Звiдси(
(x ∈ A i x /∈ B) i (x /∈ C)

)
=⇒

(
(x ∈ A i x /∈ C) i (x /∈ B)

)
=⇒
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=⇒
(

(x ∈ A\C) i (x /∈ B\C)
)

=⇒
(
x ∈ (A\C)\(B\C)

)
.

З iншого боку, для довiльного елемента x ∈ (A\C)\(B\C) маємо, що(
(x ∈ A\C) i (x /∈ B\C)

)
=⇒

(
(x ∈ A i x /∈ C) i (x /∈ B або x ∈ C)

)
=⇒

=⇒
(

(x ∈ A i x /∈ C) i (x /∈ B)
)

=⇒
(

(x ∈ A i x /∈ B) i (x /∈ C)
)

=⇒

=⇒
(
x ∈ (A\B) i (x /∈ C)

)
=⇒

(
x ∈ (A\B)\C

)
.

Отже, рiвнiсть доведена. I

3.3. Спочатку розв’яжемо нерiвностi, якi визначають характеристичнi

властивостi елементiв множин A та B :

x2 − 5x+ 6

x− 4
< 0⇐⇒ (x− 2)(x− 3)

x− 4
< 0.

За методом iнтервалiв розв’язками цiєї нерiвностi є x ∈ (−∞; 2) ∪ (3; 4).

x− 1

x+ 2
≥ 1⇐⇒ − 3

x+ 2
≥ 0.

За методом iнтервалiв розв’язками даної нерiвностi є x ∈ (−∞;−2).

Отже,

A =
{
x ∈ R : x ∈ (−∞; 2) ∪ (3; 4)

}
, B =

{
x ∈ R : x ∈ (−∞;−2)

}
.

Звiдси, за означенням операцiй над множинами маємо:

A ∪B =
{
x ∈ R : x ∈ (−∞; 2) ∪ (3; 4)

}
,

A ∩B =
{
x ∈ R : x ∈ (−∞;−2)

}
,

A\B =
{
x ∈ R : x ∈ [−2; 2) ∪ (3; 4)

}
,

B\A = ∅,

A∆B = (A\B) ∪ (B\A) =
{
x ∈ R : x ∈ [−2; 2) ∪ (3; 4)

}
. I
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§1.2. Верхня та нижня межа множини. Метод математичної

iндукцiї

Непорожня множина E на дiйснiй осi R називається обмеженою звер-

ху (знизу), якщо iснує число M ∈ R (m ∈ R) таке, що для всiх елементiв

x ∈ E виконується нерiвнiсть x ≤ M (x ≥ m). Числа m i M називаються

вiдповiдно нижньою i верхньою межами множини.

Множина E називається обмеженою, якщо вона є обмеженою i зверху

i знизу.

Кожна непорожня обмежена зверху (знизу) множина має найменшу верх-

ню (найбiльшу нижню) межу.

Найменше з чисел, що обмежує множину E ⊂ R зверху, називається то-

чною верхньою межею множини E i позначається supE. Iншими слова-

ми:

M = supE :=

∣∣∣∣∣∣ 1) (∀x ∈ E) {x ≤M},

2) (∀ε > 0) (∃x′ ∈ E) {x′ > M − ε}.

Найбiльше з чисел, що обмежує множину E ⊂ R знизу, називається то-

чною нижньою межею множини E i позначається inf E. Iншими слова-

ми:

m = inf E :=

∣∣∣∣∣∣ 1) (∀x ∈ E) {x ≥ m},

2) (∀ε > 0) (∃x′ ∈ E) {x′ < m+ ε}.

Зауважимо, що якщо множина E необмежена зверху (знизу), то вважа-

ють, що supE = +∞ (inf E = −∞).

Якщо supE ∈ E (inf E ∈ E), то його називають найбiльшим елементом

або максимумом (найменшим елементом або мiнiмумом) множини E.

Позначають вiдповiдно maxE = supE або minE = inf E.

Максимум i мiнiмум множини є точною верхньою i точною нижньою ме-

жами, однак iз iснування точних меж не випливає iснування максимуму i

мiнiмуму множини. У випадку, коли E ⊂ N, то iснує minE. На цiй власти-

востi ґрунтується принцип математичної iндукцiї: якщо твердження A(n)
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правильне для n = 1 (n = n0) та iз припущення правильностi цього твер-

дження для n = k > 1 (k > n0) випливає його правильнiсть для n = k + 1,

то A(n) правильне для будь-якого n ∈ N (n > n0).

Отже, метод математичної iндукцiї полягає у виконаннi наступних крокiв:

1) перевiрити, чи правильне твердження A(n) для n = 1 (n = n0),

2) припустити, що A(n) правильне для n = k, де k > 1 (k > n0),

3) довести правильнiсть A(n) для n = k+1, використовуючи припущення,

4) зробити висновок, що згiдно з принципом математичної iндукцiї твер-

дження A(n) правильне для будь-якого n ∈ N (n > n0).

Вправи

1. Знайти точнi межi множини E, якщо:

1) E =
{

(−1)n
(

1− 1

n

)
: n ∈ N

}
,

2) E =
{ n

n+ 3
(2 + (−1)n) : n ∈ N

}
,

3) E =
{ mn

4m2 + n2
: m ∈ Z, n ∈ N

}
,

4) E =
{ m

m+ n
: m ∈ N, n ∈ N

}
,

5) E =
{ m

|m|+ n
: m ∈ Z, n ∈ N

}
.

2. Знайти inf E, supE, minE, maxE, якщо:

1) E = (0; 1), 2) E = Q ∩ [
√

2; 5],

3) E = [2; 3]\Q, 4) E =
{
x ∈ Q : 3

√
x+ 2 < 4

}
,

5) E =
{
x : |x− 2| − |x− 3| ≤ 1

}
, 6) E =

{
x : sinx− cos 2x ≥ 0

}
,

7) E =
{ n2

3n2 + 2
: n ∈ N

}
, 8) E =

{ n

|n|+ 2
: n ∈ Z

}
,

9) E =
{(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
: n ∈ N

}
, 10) E =

{
1 + sin

nπ

2
: n ∈ N

}
.

3. Для всiх натуральних чисел n ∈ N довести, що:

1) n3 + 5n дiлиться на 6,

2) n2(n4 − 1) дiлиться на 60,
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3) 5n+3 + 113n+1 дiлиться на 17,

4) 72n − 42n дiлиться на 33,

5) 23n + 1 дiлиться на 3n+1 i не дiлиться на 3n+2.

4. Для всiх натуральних чисел n ∈ N довести наступнi рiвностi:

1) 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
,

2) 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

3) 13 + 23 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
,

4) 1 + 2 + . . .+ 2n−1 = 2n − 1,

5) 1 · 2 + 2 · 5 + . . .+ n(3n− 1) = n2(n+ 1),

6)

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 = 2 cos

π

2n+1
,

7) (a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk, де Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, (бiном Ньютона),

8)
(

1− 1

4

)(
1− 1

9

)
· . . . ·

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

n+ 2

2n+ 2
,

9)
1

4 · 5
+

1

5 · 6
+ . . .+

1

(n+ 3)(n+ 4)
=

n

4(n+ 4)
,

10) arctg
1

2
+ arctg

1

8
+ . . .+ arctg

1

2n2
= arctg

n

n+ 1
.

5. Довести нерiвностi, використовуючи метод математичної iндукцiї:

1) |x1 + x2 + . . .+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|, n ≥ 2,

2) 1 +
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

n2
≤ 2− 1

n
,

3) n! ≤
(
n+ 1

2

)n
,

4) 1 +
1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
n
>
√
n, n ≥ 2,

5) (1 + x)n > 1 + nx, x > −1, x 6= 0, n > 1, (нерiвнiсть Бернуллi),

6)
∣∣∣ sin n∑

k=1

xk

∣∣∣ ≤ n∑
k=1

sinxk, якщо всi xk ∈ [0;π] i n ≥ 1,

7)
1

2
· 3

4
· . . . · 2n− 1

2n
≤ 1√

3n+ 1
,

8) nn+1 > (n+ 1)n, n ≥ 3,

9)
(

1 +
1

n

)n
<

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

,
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10) (2n)! < 22n(n!)2, n > 1.

Приклади розв’язування вправ

2.7. Оскiльки множина E складається з елементiв{1

5
,
2

7
,

9

29
,

8

25
, . . . ,

k2

3k2 + 2
, . . .

}
,

то minE =
1

5
, а отже, inf E =

1

5
. Доведемо, що maxE не iснує. Якщо

xk =
k2

3k2 + 2
, то

xk+1 − xk =
(k + 1)2

3(k + 1)2 + 2
− k2

3k2 + 2
=

4k + 2

(3(k + 1)2 + 2)(3k2 + 2)
> 0.

Отже, кожен наступний елемент цiєї множини бiльший за попереднiй.

Покажемо, що supE =
1

3
. Для довiльного числа n ∈ N виконується нерiв-

нiсть
n2

3n2 + 2
<

1

3
. Дiйсно,

n2

3n2 + 2
− 1

3
= − 2

3(3n2 + 2)
< 0 i для довiльного

ε > 0 iснує n0 ∈ N, для якого
n2

0

3n2
0 + 2

>
1

3
− ε. Звiдси

3εn2
0 >

2

3
(1− 3ε), n2

0 >
2

9ε
(1− 3ε),

тобто

n0 >

√
2

9ε
(1− 3ε). I

4.8. Доведемо рiвнiсть

A(n) =

(
1− 1

4

)(
1− 1

9

)
· . . . ·

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

n+ 2

2n+ 2

за допомогою методу математичної iндукцiї.

Перевiримо правильнiсть рiвностi при n = 1 :

A(1) = 1− 1

4
=

3

4
– рiвнiсть очевидна.

Припустимо, що рiвнiсть правильна для n = k, тобто

A(k) =

(
1− 1

4

)(
1− 1

9

)
· . . . ·

(
1− 1

(k + 1)2

)
=

k + 2

2k + 2
.
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Доведемо справедливiсть рiвностi для n = k + 1 :

A(k+ 1) =

(
1− 1

4

)(
1− 1

9

)
· . . . ·

(
1− 1

(k + 2)2

)
= A(k) ·

(
1− 1

(k + 2)2

)
=

=
k + 2

2k + 2
·
(

1− 1

(k + 2)2

)
=

k + 2

2(k + 1)
·(k + 2)2 − 1

(k + 2)2
=

(k + 1)(k + 3)

2(k + 1)(k + 2)
=

k + 3

2k + 4
.

Отже, рiвнiсть справджується для довiльного натурального числа n. I

5.5. Доведемо нерiвнiсть Бернуллi для n = 2. Маємо:

(1 + x)2 = 1 + 2x+ x2 > 1 + 2x.

Отже, для n = 2 нерiвнiсть виконується.

Припустимо, що нерiвнiсть виконується для n = k, тобто:

(1 + x)k > 1 + kx.

Використовуючи припущення, доведемо нерiвнiсть для n = k + 1 :

(1 + x)k+1 = (1 + x)k(1 + x) > (1 + kx)(1 + x) =

= 1 + (k + 1)x+ kx2 > 1 + (k + 1)x.

Що й треба було довести. I

§1.3. Поняття вiдображення (функцiї). Види вiдображень

Вiдображенням множини A в множину B називається вiдповiднiсть

мiж A та B, для якої кожному елементу x ∈ A вiдповiдає єдиний елемент

y ∈ B. Позначають f : A→ B або y = f(x), де x ∈ A, y ∈ B.

Вiдображення f : A → B часто називають функцiєю з множини A

у множину B. Множину A при цьому називають областю визначення

функцiї y = f(x) i позначають D(f). Довiльний елемент x ∈ A називається

прообразом або незалежною змiнною, а y = f(x) називається образом

елемента x або значенням функцiї у точцi x.

Якщо A ⊂ R i B ⊂ R, то вiдображення f : A→ B називається функцi-

єю дiйсної змiнної .
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Образом множини M ⊂ A при вiдображеннi f : A → B називається

множина f(M) =
{
f(x) : x ∈ M

}
. Множина E(f) називається множи-

ною значень функцiї f : A→ B.

Вiдображення f : A → B називається iн’єктивним або iн’єкцiєю,

якщо рiзним елементам множини A ставиться у вiдповiднiсть рiзнi елементи

множини B, тобто:

(∀x1 ∈ A)(∀x2 ∈ A) :
{
x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

}
.

Вiдображення f : A→ B називається сюр’єктивним або сюр’єкцiєю,

якщо прообраз будь-якого елемента множини B є непорожньою множиною.

Вiдображення f : A→ B називається бiєктивним або бiєкцiєю, якщо

f є сюр’єктивним та iн’єктивним одночасно.

Якщо f : A → B є бiєктивним вiдображенням, то для нього iснує так

зване обернене вiдображення f−1 : B → A, яке визначається умовою

f−1(y) = x. Обернене вiдображення називається також оберненою функцi-

єю i позначається y = f−1(x), де x ∈ B, y ∈ A.

Суперпозицiєю вiдображень (функцiй) g : A → B i f : B → C

називається вiдображення f ◦ g : A → C, яке визначається рiвнiстю

(f ◦ g)(x) = f(g(x)), де x ∈ A. Суперпозицiю функцiй f та g називають

також складеною функцiєю y = f(g(x)), де x ∈ A, y ∈ C.

Функцiї f : A → B та g : C → D називаються тотожнiми , якщо

A = C i f(x) = g(x) для довiльного елемента x ∈ A.

Вправи

1. Функцiю f : Z→ N задано спiввiдношенням f(n) = 1+n2. Визначити:

1) f(0), f({0}), f({5; 6}), f({−1; 1}),

2) f−1({2}), f−1({5}), f−1({10; 25}), f−1({50; 51; 52}).

2. Нехай f(x) = sin x. Знайти:

1) f({0}), f({0;π}), f((0;π)), f
([π

2
;
3π

2

])
,

2) f−1({0}), f−1((−1;−0, 5)), f−1([0, 2)), f−1([0; 0, 5]).
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3. Чи є вiдображення f : Z → Z i g : Z2 → Z2 iн’єкцiєю, сюр’єкцiєю i

бiєкцiєю, якщо:

1) f(n) = n+ (−1)n, g((m;n)) = (n;m),

2) f(n) = 2− n, g((m;n)) = (m+ 1;n− 2),

3) f(n) = (−1)n, g((m;n)) = (m+ n;m− n),

4) f(n) = n2, g((m;n)) = (m;−n),

5) f(n) = n2 + n3, g((m;n)) = (−m;−n).

4. Яке з вiдображень f : R→ R є iн’єкцiєю, сюр’єкцiєю i бiєкцiєю:

1) f(x) = |x+ 2|, 2) f(x) = ax2 + bx+ c,

3) f(x) =
√
x2 + 1, 4) f(x) = cos 2x,

5) f(x) = arctg x, 6) f(x) = x5,

7) f(x) = x sinx, 8) f(x) = ln(|x|+ 1),

9) f(x) =
1

x
, f(0) = 1, 10) f(x) = ln |x− 2|, f(2) = 0.

5. Знайти областi визначення даних функцiй:

1) y =
1

x+ |x|
, 2) y =

√
x− 1

x2 − 5x+ 6
,

3) y =

√
sin
√
x, 4) y = log4 log3 log2 x,

5) y = lg(sin(x− 3)) +
√

16− x2, 6) y =
1√

4− x2
+ arccos

x− 2

x
,

7) y = arcsin
2

2 + sin x
, 8) y =

√
cos(sinx) +

1√
|x| − x

,

9) y = arcsin(x2 − 5x+ 7), 10) y = 3arccos(1−x2).

6. Знайти множину значень даних функцiй:

1) y = x2, x ∈ [−3; 2), 2) y = log2 x, x ∈
[ 1

32
; 64
]
,

3) y = {x}, 4) y =
1

5 + sin 2x
,

5) y = tg x, x ∈
[
− π;−π

2

)
∪
(
− π

2
; 0
)
, 6) y = sinπx, x ∈

[
− 1

2
;
1

2

)
.
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Приклади розв’язування вправ

3.3. Вiдображення f(n) = (−1)n не є сюр’єктивним, бо, наприклад, про-

образ числа 2 є порожньою множиною.

Не буде це вiдображення iн’єктивним, бо взявши n1 = 1 i n2 = 3 має-

мо, що n1 6= n2, однак f(n1) = f(n2) = −1. Очевидно, що вiдображення

f(n) = (−1)n не є бiєктивним.

Вiдображення g((m;n)) = (m + n;m − n) не є сюр’єктивним, бо, на-

приклад, (3; 2) ∈ Z2, однак прообраз пари (3; 2) є порожньою множиною.

Це випливає з того, що розв’язком системи

m+ n = 3,

m− n = 2
є числа m =

5

2
та

n =
1

2
, i тодi

(5

2
;
1

2

)
/∈ Z2.

З iншого боку, вiдображення є iн’єктивним, це випливає з того, що розв’я-

зок системи

m+ n = a,

m− n = b
єдиний (визначник

∣∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2 6= 0).

З попереднiх мiркувань слiдує, що вiдображення не є бiєкцiєю. I

5.6. Знайдемо область визначення функцiї y =
1√

4− x2
+ arccos

x− 2

x
.

Вона буде спiвпадати iз множиною розв’язкiв системи

 4− x2 > 0,

−1 ≤ x−2
x ≤ 1,

⇐⇒


−2 < x < 2,

1
x ≤ 1,

2
x ≥ 0,

⇐⇒

 −2 < x < 2,

x ≥ 1.

Отже, D(y) =
{
x : x ∈ [1; 2)

}
– область визначення даної функцiї. I

6.3. Функцiя y = {x} = x − [x] називається дробовою частиною числа

x. Тодi для довiльного дiйсного числа x ∈ R будемо мати, що {x} ∈ [0; 1).

Отже, областю значень даної функцiї є множина:

E(y) =
{
y : y ∈ [0; 1)

}
. I
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§1.4. Елементарнi функцiї. Алгебричнi i трансцендентнi функцiї.

Властивостi

До множини основних елементарних функцiй дiйсної змiнної належать

такi функцiї: 1) стала, 2) степенева, 3) показникова, 4) логарифмiчна, 5) три-

гонометричнi, 6) оберненi тригонометричнi функцiї.

Елементарною функцiєю дiйсної змiнної називають таку функцiю,

яку можна отримати з основних елементарних функцiй шляхом застосува-

ння скiнченної кiлькостi арифметичних операцiй та операцiй суперпозицiї

функцiй.

Множину елементарних функцiй подiляють на такi пiдмножини:

1) множина многочленiв P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n =

n∑
k=0

akx
k, де

ak (k = 0, n) – сталi дiйснi числа, x ∈ R;

2) множина рацiональних функцiй R(x) =
P (x)

Q(x)
, де P (x), Q(x) – за-

данi многочлени, Q(x) 6= 0;

3) множина iррацiональних функцiй, тобто функцiй, якi не є рацiо-

нальними;

4) множина алгебричних функцiй y = f(x), якi задовольняють рiвня-

ння yn + p1(x)yn−1 + . . . + pn−1(x)y + pn(x) = 0, де pk(x) (k = 1, n) – заданi

многочлени;

5) множина трансцендентних функцiй, тобто функцiй, якi не є алге-

бричними. До них належать, наприклад, показниковi, логарифмiчнi, триго-

нометричнi та оберненi тригонометричнi функцiї.

Графiком функцiї дiйсної змiнної f : R → R називається множина

Γ = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y = f(x) ∈ R} точок на площинi. Графiком може

бути деяка крива.

Вправи

1. Побудувати графiки функцiй шляхом зсуву або деформацiї простiших

елементарних функцiй:
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1) y = k(x− x0)
2 + y0, k = 1, x0 = −1, y0 = −2,

2) y = a sin(ωx+ ϕ), a = 2, ω =
1

2
, ϕ =

π

2
,

3) y = loga(kx+ b), a = 10, k = 10, b = 2,

4) y =
k

x− x0
+ y0, k = −1, x0 = 1, y0 = 2,

5) y = k arcsin(x+ b), k = 2, b =
1

2
,

6) y = a tg(ωx+ ϕ), a = 1, ω =
1

2
, ϕ =

π

4
.

2. Застосовуючи правило додавання та множення графiкiв, побудувати

графiки наступних функцiй:

1) y = x2 +
1

x
, 2) y = 1 + x+ ex,

3) y = chx :=
ex + e−x

2
, 4) y = sign(sinx),

5) y = sinx · sign(cosx), 6) y = sin4 x+ cos4 x.

3. Побудувати графiки наступних функцiй:

1) y =
| sinx|
sinx

, 2) y = {x},

3) y = | sin |x||, 4) y =

(
1

2

)|x+2|
+ 1,

5) y = |x+ 3|+ |x− 2|, 6) y = | lg |x||,

7) y = |x2 − 4|x|+ 6|, 8) y = arccos(cos 2x),

9) y = | arctg(x− 2)|, 10) y = sin

(
arcsin

x+ 1

3

)
.

4. Розв’язати iррацiональнi рiвняння i нерiвностi:

1) 5x2 + 35x−
√
x2 + 7x− 1 = 4,

2)
√
x2 − 5x+ 6 +

√
5x− x2 − 6 = 0,

3) 3
√
x+ 2 + 3

√
x+ 1 + 3

√
x− 1 =

3
√

2,

4)
√
x+
√
x+ 5 + 2

√
x2 + 5x = 25− 2x,

5) 3
√
x+ 1 + 3

√
7− x = 2,
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6)
√
x+
√

6x− 9 +

√
x−
√

6x− 9 ≥
√

6,

7)
√
x+ 4

1− x
< 1,

8)
√

2x2 − x+ 3−
√

2x2 − x− 5 ≥ 2,

9)
√
x+ 3 +

√
x− 2 >

√
2x+ 4,

10)
√
x4 − 2x2 + 1 > 1− x.

5. Розв’язати трансцендентнi рiвняння та нерiвностi:

1) x1+lg x = 10x,

2) x2 logx 27 · log9 x = x+ 4,

3) 30,5+log3 cosx +
√

6 = 90,5+log9 sinx,

4) (
√

13 + 2)cosx + (
√

13− 2)cosx = 2sinx · 3cosx,

5) tg x =
2

π

(∣∣∣x− π

4

∣∣∣− ∣∣∣x− 3π

4

∣∣∣),
6) x0,5 log0,5 x−3 > 0, 53−2,5 log0,5 x,

7) |x− 1|lg
2 x−lg x2

> |x− 1|3,

8) tg x+ ctg x ≥
√

3 +
1√
3
,

9) log 1
3

cosx < log 1
3

tg x,

10) log2x

2− 3|x|
x2 − 9

> 0.

Приклади розв’язування вправ

3.1. Областю визначення функцiї y =
| sinx|
sinx

є множина

D(y) =
{
x : x ∈ R \ {πn, n ∈ Z}

}
.

Якщо sinx > 0, тобто x ∈ (2πn; π + 2πn), (n ∈ Z), то y =
sinx

sinx
= 1.

Якщо sinx < 0, тобто x ∈ (−π + 2πn; 2πn), (n ∈ Z), то y = −sinx

sinx
= −1.

Отже, початкову функцiю можемо переписати у видi

y =

−1, якщо x ∈ (−π + 2πn; 2πn), (n ∈ Z),

1, якщо x ∈ (2πn; π + 2πn), (n ∈ Z).
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Графiк функцiї зображений на рисунку 6. I

6

-
x

y

O π−π

1

−1

Рис. 6. Графiк функцiї y =
| sinx|
sinx

.

4.6. З урахуванням того, що пiдкореневi вирази повиннi бути невiд’ємни-

ми, пiднесемо обидвi частини нерiвностi до квадрату. Тодi отримаємо систему

нерiвностей:

x+
√

6x− 9 ≥ 0,

x−
√

6x− 9 ≥ 0,

6x− 9 ≥ 0,

√
x2 − 6x+ 9 ≥ 3− x.

⇐⇒

x ≥
3

2
,

|x− 3| ≥ 3− x.

Остання система рiвносильна об’єднанню двох систем:

[ { 3

2
≤ x < 3,

−(x− 3) ≥ 3− x,{
x ≥ 3,

x− 3 ≥ 3− x.

Звiдки випливає, що x ∈
[

3
2 ,+∞

)
. I

5.7. Для розв’язування нерiвностi

|x− 1|lg
2 x−lg x2

> |x− 1|3
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розглядаємо два випадки:

[ { 0 < |x− 1| < 1,

lg2 x− 2 lg x < 3,{
|x− 1| > 1,

lg2 x− 2 lg x > 3,

бо при x−1 = 1 нерiвнiсть не виконується, а розв’язок рiвняння x−1 = −1 не

входить в область визначення логарифмiчної функцiї. Крiм того, при x = 1

вираз в лiвiй частинi нерiвностi не має змiсту.

Враховуючи монотоннiсть показникової функцiї, отримуємо:

[

[

0 < x < 1,

1 < x < 2,

lg2 x− 2 lg x− 3 < 0,{
x > 2,

lg2 x− 2 lg x− 3 > 0.

⇐⇒

[


[

0 < x < 1,

1 < x < 2,

−1 < lg x < 3,{
x > 2,

lg x > 3,{
x > 2,

lg x < −1.

Звiдси отримуємо, що

x ∈
( 1

10
; 1
)
∪ (1; 2) ∪ (1000; +∞). I

§1.5. Найпростiшi властивостi функцiй. Дослiдження на

монотоннiсть, парнiсть, перiодичнiсть

Функцiя f : R → R називається обмеженою зверху (знизу) на мно-

жинi E ⊂ R, якщо множина f(E) обмежена зверху (знизу). Якщо функцiя

обмежена i зверху i знизу на множинi E , то вона називаєтьcя обмеженою

на E . В протилежному випадку, функцiя f є необмеженою на множинi

E .

Функцiя f : R→ R на множинi E ⊂ R називається:
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а) неспадною, якщо ∀x1, x2 ∈ E : x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2);

б) незростаючою, якщо ∀x1, x2 ∈ E : x1 < x2 =⇒ f(x1) ≥ f(x2);

в) спадною, якщо ∀x1, x2 ∈ E : x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2);

г) зростаючою, якщо ∀x1, x2 ∈ E : x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2).

Функцiя f(x) називається монотонною на множинi E ⊂ R, якщо вона

на цiй множинi задовольняє одне з попереднiх визначень. В останнiх двох

випадках функцiя f(x) називається строго монотонною.

Функцiя f : E → R називається парною (непарною), якщо:

1) область визначення функцiї D(f) ≡ E є симетричною вiдносно нуля,

2) для довiльного x ∈ D(f) виконується рiвнiсть

f(−x) = f(x)
(
f(−x) = −f(x)

)
.

Будь-яку функцiю, визначену при x ∈ R, можна подати у виглядi суми

парної i непарної функцiй:

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
.

Функцiя f : R→ R називається перiодичною, якщо

∃T 6= 0 : f(x+ T ) = f(x), ∀x ∈ D(f).

При цьому число T називається перiодом функцiї f(x). Зауважимо, що

якщо T є перiодом функцiї f(x), то для довiльного числа n ∈ Z величина nT

також є перiодом функцiї f(x). Найменше з додатних чисел T називається

основним перiодом функцiї f(x).

Вправи

1. Довести, що функцiя:

1) y =
1

x2
обмежена знизу на iнтервалi (0; 1),

2) y = −3x обмежена зверху на множинi R,

3) y =
3 + 2x2

2 + 3x4
обмежена на множинi R,

4) y =
1

x
sin

1

x
не буде обмеженою в жодному околi точки x = 0.
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2. Знайти промiжки монотонностi функцiй:

1) y = x2 − 5x+ 7, 2) y =
1

x2
,

3) y =
1

x− 3
, 4) y =

x+ 2

2x− 5
,

5) y = 10lg x, 6) y = {x},

7) y = [x], 8) y = sin(arcsinx).

3. Дослiдити наступнi функцiї на парнiсть:

1) y =
x3 + x2

x+ 1
, 2) y =

√
9− x2,

3) y = x · a
x + 1

ax − 1
, 4) y = log3

1 + x

1− x
,

5) y = 5cosx + |x|, 6) y = [x],

7) y = log2

(
x+

√
x2 + 1

)
, 8) y = sin2 x+ cos 3x,

9) y = sin
x3 − x2

x− 1
, 10) y = arcsin(sinx).

4. Подати у виглядi суми парної i непарної функцiй заданi функцiї:

1) x4 + 2x3 − 3x2 + 1, 2) y = (x+ 1)3,

3) y =
2x + 2−x

2
+

2x − 2−x

2
, 4) y = 3

√
x− 1,

5) y = cosx+ x3 − 2x+ 1, 6) y = 3x.

5. Визначити, якi з наступних функцiй є перiодичними, i вказати їхнiй

перiод:

1) y = cos 3x, 2) y = sin
(

2x+
π

12

)
,

3) y = cos4 x+ sin4 x, 4) y = 2cos
(

2x+π
4

)
,

5) y = [x], 6) y = {x},

7) y = sin
2x

5π
cos

2x

3π
, 8) y = cosx2,
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9) y = ctg
(
2πx+ 3

)
, 10) y = tg(

√
3x+ 3).

6. Довести, що перiоди функцiй

f(x) =
k∑
i=1

ai sinnix+

p∑
i=1

bi cosmix, ni,mi ∈ N,

f(x) =
k∑
i=1

ai tg nix+

p∑
i=1

bi ctgmix, ni,mi ∈ N,

визначаються вiдповiдно за формулами

T =
2π

НСД(n1, . . . , nk,m1, . . . ,mp)
, T =

π

НСД(n1, . . . , nk,m1, . . . ,mp)
.

7. Довести, що перiоди функцiй

f(x) =
k∑
i=1

ai sinnix, i f(x) =
k∑
i=1

bi tg nix,

де ni =
pi
qi
, (i = 1, k) i pi, qi ∈ N, визначаються вiдповiдно за формулами:

T =
НСК(q1, q2, . . . , qk)

НСД(p1, p2, . . . , pk)
· 2π, T =

НСК(q1, q2, . . . , qk)

НСД(p1, p2, . . . , pk)
· π.

8. Використовуючи формули з вправ 6-7, довести перiодичнiсть заданих

функцiй i вказати їх основнi перiоди:

1) y = sin 2x+ cos 3x, 2) y = cosx+ sin
√

2x,

3) y = sin
x

2
+ sin

x

10
, 4) y = tg x+ ctg

x

3
+ tg

4x

5
,

5) y = tg x+ 2 tg
x

3
, 6) y = sinx+ cos 3x− tg 5x.

Приклади розв’язування задач

1.3. Зауважимо, що функцiя y(x) =
3 + 2x2

2 + 3x4
> 0 для довiльного x ∈ R.

Отже, вона є обмеженою знизу.

З iншого боку
3 + 2x2

2 + 3x4
=

3

2 + 3x4
+

2x2

2 + 3x4
≤
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≤ 3

2
+

x2

1 + 3
2x

4
≤ 3

2
+

x2

2
√

3
2 · x2

=
9+
√

6

6
,

крiм x 6= 0. Зауважимо, що в останнiй нерiвностi ми скористались тим, що

1 + x2 ≥ 2x.

Оскiльки y(0) =
3

2
, то для довiльного x∈R маємо, що 0 < y(x) ≤ 9 +

√
6

6
,

тобто функцiя y(x) =
3 + 2x2

2 + 3x4
є обмеженою на всiй числовiй осi. I

3.3. Областю визначення функцiї y = x · a
x + 1

ax − 1
є множина

D(y) =
{
x : x ∈ (−∞; 0) ∪ (0; +∞)

}
,

яка симетрична вiдносно нуля.

Далi

y(−x) = (−x) · a
−x + 1

a−x − 1
= (−x) · 1 + ax

1− ax
= x · a

x + 1

ax − 1
= y(x).

Отже, функцiя y = x · a
x + 1

ax − 1
є парною. I

5.3. Використаємо означення перiодичної функцiї. Розв’яжемо рiвняння

cos4(x+ T ) + sin4(x+ T )− cos4 x− sin4 x = 0

вiдносно T.

Отримаємо:

1− 2 cos2(x+ T ) sin2(x+ T )− 1 + 2 cos2 x sin2 x = 0,

−1

2
sin2(2x+ 2T ) +

1

2
sin2 2x = 0,(

sin 2x− sin(2x+ 2T )
)
·
(

sin 2x+ sin(2x+ 2T )
)

= 0.

Звiдки

sinT · cos(2x+ T ) · sin(2x+ T ) · cosT = 0.

В результатi застосування формули для синуса подвiйного кута отримує-

мо рiвняння

sin 2T · sin(4x+ 2T ) = 0,
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з якого T =
π

2
+ πn, n ∈ Z.

Отже, функцiя y = cos4 x + sin4 x є перiодичною з основним перiодом

T =
π

2
. I

§1.6. Границя числової послiдовностi. Властивостi збiжних

послiдовностей

Число a ∈ R називається границею числової послiдовностi {xn},

якщо (
∀ε > 0

)(
∃N(ε) ∈ N

)
(∀n > N(ε)) : {|xn − a| < ε},

i позначається lim
n→∞

xn = a.

Послiдовностi, якi мають скiнченну границю, називаються збiжними , а

послiдовностi, границя яких рiвна нулю – нескiнченно малими. Послiдов-

ностi, якi не мають скiнченної границi, називаються розбiжними . Серед

розбiжних послiдовностей видiляють нескiнченно великi послiдовностi.

Послiдовнiсть {xn} називається нескiнченно великою, якщо(
∀E > 0

)(
∃N(E) ∈ N

)
(∀n > N(E)) : {|xn| > E}.

Якщо, починаючи з деякого номера, члени нескiнченно великої послiдовностi

додатнi (вiд’ємнi), то в такому випадку lim
n→∞

xn = +∞
(

lim
n→∞

xn = −∞
)
.

Послiдовнiсть {xn} називається обмеженою зверху (знизу), якщо:(
∃M ∈ R

)(
∀n ∈ N

)
: {xn < M},

(
{xn > M}

)
.

Якщо послiдовнiсть обмежена зверху i знизу, то вона називається обме-

женою.

Властивостi збiжних послiдовностей

1. Збiжна послiдовнiсть має лише одну границю.

2. Якщо iснує lim
n→∞

xn = a, тодi для довiльного числа c ∈ R iснує

lim
n→∞

(
c · xn

)
= c · lim

n→∞
xn = c · a.
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3. Якщо iснують границi lim
n→∞

xn = a i lim
n→∞

xn = b, тодi iснують наступнi

границi:

а) lim
n→∞

(
xn ± yn

)
= lim

n→∞
xn ± lim

n→∞
yn = a± b,

б) lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = a · b,

в) lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
=
a

b
, де lim

n→∞
yn 6= 0.

4. Якщо lim
n→∞

xn = a i для всiх n, починаючи з деякого, виконується

нерiвнiсть xn ≥ b (xn ≤ b), то a ≥ b (a ≤ b).

5. Якщо lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = a i, починаючи з деякого n, виконується

нерiвнiсть xn ≤ zn ≤ yn, то lim
n→∞

zn = a (теорема про три послiдовностi).

Вправи

1. Довести обмеженiсть числових послiдовностей:

1) xn =
n2

2n2 + 1
, 2) xn =

3n+ 1

2n+ 7
,

3) xn = (−1)n sinπn, 4) xn =
1− 2n

2n+ 3
.

2. Користуючись означенням границi послiдовностi, довести, що:

1) lim
n→∞

n+ 1

2n
=

1

2
, 2) lim

n→∞

2n2 + 1

3n2 − 2
=

2

3
,

3) lim
n→∞

√
n2 + 3

n
= 1, 4) lim

n→∞

n− 1

n2 + 1
= 0,

5) lim
n→∞

4n + 1

4n
= 1, 6) lim

n→∞
n
√
a = 1, a > 0,

7) lim
n→∞

n
√
n = 1, 8) lim

n→∞

1

n2
sin

πn

2
= 0.

3. Встановити, якi з наведених послiдовностей є нескiнченно великими, а

якi – нескiнченно малими:

1) xn =
1

n4
, 2) xn = n3,

3) xn =
n3 + 1

2n2 + 1
, 4) xn =

√
n2 − 1−

√
n2 + 2,
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5) xn =
(−1)nn2

n+ 1
, 6) xn =

3n + 1

2n − 1
,

7) xn =
1

5n
, 8) xn =

1

n
cos

πn

2
.

4. Довести наступнi рiвностi:

1) lim
n→∞

n

2n
= 0, 2) lim

n→∞

an

n!
= 0,

3) lim
n→∞

nk

an
= 0, a > 1, 4) lim

n→∞
n · qn = 0, |q| < 1,

5) lim
n→∞

loga n

n
= 0, a > 1, 6) lim

n→∞

1
n
√
n!

= 0.

5. Обчислити границi числових послiдовностей:

1) xn =
n∑
k=1

1

(3k − 2)(3k + 1)
, 2) xn =

n∑
k=1

1

(5k − 3)(5k + 2)
,

3) xn =
n∑
k=1

1

(2k − 1)(2k + 1)
, 4) xn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
,

5) xn =
n∑
k=1

1

(3k − 1)(3k + 2)(3k + 5)
, 6) xn =

n∑
k=1

k

(2k − 1)2(2k + 1)2
,

7) xn =
n∑
k=1

k · 2−k, 8) xn =
1

n2

n∑
k=1

k(k + 1).

6. Обчислити границi числових послiдовностей:

1) lim
n→∞

3n2 − 5n+ 5

7n2 − 6
, 2) lim

n→∞

4
√
n5 − 6− 3

√
n2 + 5

6
√

32n− 1− 5
√
n5 + 9

,

3) lim
n→∞

(
n2

n+ 1
− n3

n2 + 5

)
, 4) lim

n→∞

(√
n2 + 4−

√
n2 − 4

)
n,

5) lim
n→∞

(
3
√
n+ 8− 3

√
n− 8

)
, 6) lim

n→∞

(√
(n+ 3)(n+ 1)−

√
n(n+ 1)

)
,

7) lim
n→∞

√
n2 + 1−

√
n2 − 1√

n2 + n− n− 1
, 8) lim

n→∞

2n+3 + 3n+2

2n + 7 · 3n
,

9) lim
n→∞

2n + 3−n

2−n − 3n
, 10) lim

n→∞

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1)

2n3 + 1
,
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11) lim
n→∞

(n+ 3)! + (n+ 2)!

(n+ 3)!− (n+ 2)!
, 12) lim

n→∞

(n− 1)! + (n+ 1)!

n!(2n− 3)
,

13) lim
n→∞

1 + 1
3 + . . .+ 1

3n

1 + 1
2 + . . .+ 1

2n

, 14) lim
n→∞

1− 2 + 3− 4 + . . .+ (2n− 1)− 2n

n
,

15) lim
n→∞

12 + 22 + . . .+ n2

n3
, 16) lim

n→∞

(
2

n2 + 1
+

4

n2 + 1
+ . . .+

2n

n2 + 1

)
,

17) lim
n→∞

n
√
n2 + n

√
5

2
n
√
n3 − n

√
4n
, 18) lim

n→∞

1 + a+ a2 + . . .+ an

1 + b+ b2 + . . .+ bn
, |a| < 1, |b| < 1,

19) lim
n→∞

2n arctg 5n

n3 + 7
, 20) lim

n→∞

(
12 + 22 + . . .+ n2

(n+ 1)(n+ 2)
− n

3

)
.

Приклади розв’язування вправ

2.2. Зафiксуємо довiльне число ε > 0 i покажемо, що iснує такий номер

N(ε), що для всiх членiв послiдовностi з номерами n > N(ε) виконується

нерiвнiсть ∣∣∣2n2 + 1

3n2 − 2
− 2

3

∣∣∣ < ε.

Розв’яжемо цю нерiвнiсть вiдносно n :∣∣∣2n2 + 1

3n2 − 2
− 2

3

∣∣∣ =
∣∣∣ 7

9n2 − 6

∣∣∣ < ε.

Звiдси, враховуючи, що n ∈ N, отримаємо

n2 >
7

9ε
+

2

3
,

або n>
√

7

9ε
+

2

3
. Тодi N(ε) =

[√
7

9ε
+

2

3

]
.

Отже, якщо n >

[√
7

9ε
+

2

3

]
, то нерiвнiсть

∣∣∣2n2 + 1

3n2 − 2
− 2

3

∣∣∣ < ε виконується

для довiльного наперед заданого числа ε > 0. I

2.7. Використовуючи формулу бiнома Ньютона для n ≥ 2, маємо

n =
(
1 + n
√
n− 1

)n
=
(
1 +

(
n
√
n− 1

))n
=

= 1 +n
(

n
√
n−1

)
+
n(n− 1)

2

(
n
√
n−1

)2
+ . . .+

(
n
√
n−1

)n
>
n(n− 1)

2

(
n
√
n−1

)2
.
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Звiдси n >
n(n− 1)

2
α2
n, де αn = n

√
n− 1. Тодi

n

n− 1
>
n

2
α2
n =⇒ 1

n− 1
>
α2
n

2
> 0.

Оскiльки lim
n→∞

1

n− 1
= 0, то з властивостi 5 для границi послiдовностi

випливає, що lim
n→∞

αn = 0, тобто lim
n→∞

n
√
n = 1. I

5.1. Оскiльки

1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

1

3

(
1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)
,

то

xn =
n∑
k=1

1

(3k − 2)(3k + 1)
=

1

3

(
1−1

4

)
+

1

3

(1

4
−1

7

)
+. . .+

1

3

( 1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)
=

=
1

3

(
1− 1

4
+

1

4
− 1

7
+ . . .+

1

3n− 2
− 1

3n+ 1

)
=

1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
.

Отже,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1

3

(
1− 1

3n+ 1

)
=

1

3
. I

6.8. Подiлимо чисельник i знаменник дробу на 3n i скористаємось вла-

стивiстю 3 в) для границi частки послiдовностей. Тодi

lim
n→∞

2n+3 + 3n+2

2n + 7 · 3n
= lim

n→∞

8 ·
(

2
3

)n
+ 9(

2
3

)n
+ 7

=

=
8 · lim

n→∞

(
2
3

)n
+ 9

lim
n→∞

(
2
3

)n
+ 7

=

∣∣∣∣ lim
n→∞

(
2

3

)n
= 0

∣∣∣∣ =
9

7
. I

6.17. Для знаходження границi даної послiдовностi скористаємось тим,

що lim
n→∞

n
√
n = 1. Тодi

lim
n→∞

n
√
n2 + n

√
5

2
n
√
n3 − n

√
4n

= lim
n→∞

(
n
√
n
)2

+ n
√

5

2 ·
(

n
√
n
)3 − n

√
4 · n
√
n

= lim
n→∞

1 + n
√

5

2− n
√

4
.

Оскiльки lim
n→∞

n
√
a = 1, де a > 0, то

lim
n→∞

1 + n
√

5

2− n
√

4
= 2. I
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§1.7. Монотоннi послiдовностi. Критерiй Кошi

Послiдовнiсть {xn} називається зростаючою (спадною), якщо для до-

вiльного номера n ∈ N виконується нерiвнiсть xn < xn+1 (xn > xn+1). Послi-

довнiсть {xn} називається неспадною (незростаючою), якщо для довiль-

ного номера n ∈ N виконується нерiвнiсть xn ≤ xn+1 (xn ≥ xn+1). Зростаючi

та спаднi, неспаднi та незростаючi послiдовностi називаються монотонни-

ми .

Якщо послiдовнiсть {xn} є зростаючою (спадною) i обмеженою зверху

(знизу), то вона має скiнченну границю, причому

lim
n→∞

xn = sup{xn},
(

lim
n→∞

xn = inf{xn}
)
.

Якщо послiдовнiсть {xn} є зростаючою (спадною) i необмеженою зверху

(знизу), то границя цiєї послiдовностi дорiвнює +∞ (−∞).

Критерiй Кошi. Послiдовнiсть {xn} є збiжною тодi i тiльки тодi, коли(
∀ε > 0

)(
∃N(ε) ∈ N

)(
∀n > N(ε)

)(
∀p ∈ N

)
:
{∣∣xn+p − xn

∣∣ < ε
}
.

Для монотонної i обмеженої послiдовностi
{(

1 +
1

n

)n}
справедливими є

наступнi границi:

1) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e, де e = 2, 718281828...,

2) lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n
= ek, k ∈ Z,

3) lim
n→∞

(
1 +

1

pn

)pn
= e, де {pn} – числова послiдовнiсть така, що

lim
n→∞

pn = +∞.

Вправи

1. Для даних послiдовностей визначити номер N , починаючи з якого цi

послiдовностi є монотонними:

1) xn = n2 − 49n− 50, 2) xn =
3n

n5
,

3) xn = n+
100

n
, 4) xn =

(
1− 2

n

)n
,
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5) xn =
2n

100n2
, 6) xn =

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
,

7) xn = (−1)n
(

2 +
3

n

)
, 8) xn =

10

1
· 11

3
· . . . · n+ 9

2n− 1
.

2. Довести збiжнiсть послiдовностi {xn}, якщо

1) xn = 1 +
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

n2
,

2) xn =
1

2 + 1
+

1

22 + 1
+ . . .+

1

2n + 1
,

3) xn =
1

5 + 1
+

1

52 + 2
+ . . .+

1

5n + n
,

4) xn = 1 +
1

2 · 2
+

1

3 · 22
+

1

4 · 23
+ . . .+

1

n · 2n−1
,

5) xn = 1− 1

4xn−1
, де x1 = 1,

6) xn =
1

3

(
1 + xn−1 + x3

n−2

)
, де x1 = 0, x2 =

1

2
.

3. Використовуючи критерiй Кошi, довести збiжнiсть послiдовностей:

1) xn =
n∑
k=0

akq
k, де |ak| < M, |q| < 1, 2) xn =

n∑
k=1

sin k

2k
,

3) xn =
n∑
k=1

cos k!

5k
, 4) xn =

n∑
k=1

cos k!

k(k + 1)
.

4. Обчислити границi числових послiдовностей

1) lim
n→∞

(
1 +

1

4n

)n
, 2) lim

n→∞

(
1− 2

n

)5n

,

3) lim
n→∞

(
2n+ 5

2n− 3

)n
, 4) lim

n→∞

(
n2 − 3

n2 + 5

)n2

,

5) lim
n→∞

(
n2 − 2n+ 1

n2 + n+ 1

)n
, 6) lim

n→∞
n
√

2n+ 5,

7) lim
n→∞

(
n+ 1

n+ 2

) 1−
√
n

1−n

, 8) lim
n→∞

n

√
3 +

1

n
,

9) lim
n→∞

(
n2 + 3n

n2 + 4n+ 3

)n
, 10) lim

n→∞

(
3n + 1

3n

)3n

.
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Приклади розв’язування вправ

1.2. Якщо xn =
3n

n5
, то

xn+1 − xn =
3n+1

(n+ 1)5 −
3n

n5
=

= 3n ·
(

3

(n+ 1)5 −
1

n5

)
=

3n

n5

(
3(

1 + 1
n

)5 − 1

)
> 0,

при n >
1

5
√

3− 1
, тобто починаючи з n = 5.

Отже, послiдовнiсть xn =
3n

n5
є монотонно зростаючою, починаючи з п’я-

того номера. I

2.3. Оскiльки

xn+1 − xn =

(
1

5 + 1
+

1

52 + 2
+ . . .+

1

5n + n
+

1

5n+1 + n+ 1

)
−

−
(

1

5 + 1
+

1

52 + 2
+ . . .+

1

5n + n

)
=

1

5n+1 + n+ 1
> 0,

то послiдовнiсть {xn} є монотонно зростаючою.

Покажемо, що {xn} є обмеженою зверху. Дiйсно, для довiльного n ∈ N

отримаємо

xn =
1

5 + 1
+

1

52 + 2
+ . . .+

1

5n + n
<

1

5
+

1

52
+ . . .+

1

5n
=

=
1
5

(
1−

(
1
5

)n)
1− 1

5

<
1

4
.

Отже, за теоремою про границю монотонної послiдовностi отримуємо, що

послiдовнiсть {xn} є збiжною. I

3.3. Нехай ε > 0 – задане фiксоване число. За критерiєм Кошi отримуємо

|xn+p − xn| =
∣∣∣∣(cos 1!

5
+ . . .+

cosn!

5n
+ . . .+

cos(n+ p)!

5n+p

)
−

−
(

cos 1!

5
+ . . .+

cosn!

5n

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos(n+ 1)!

5n+1
+ . . .+

cos(n+ p)!

5n+p

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

5n+1
+

1

5n+2
+ . . .+

1

5n+p
=

1

5n+1
·

1−
(

1
5

)p
1− 1

5

<
1

5n+1
· 5

4
=

1

4 · 5n
< ε,
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якщо n > log5

1

4ε
.

Отже, N(ε) =

[
log5

1

4ε

]
. I

4.5. Використовуючи властивiсть 3) для монотонної послiдовностi, отри-

маємо:

lim
n→∞

(
n2 − 2n+ 1

n2 + n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
n2 + n+ 1− 3n

n2 + n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
1− 3n

n2 + n+ 1

)n
=

= lim
n→∞

(
1− 3n

n2 + n+ 1

)(−n2+n+1
3n

)
·
(
− 3n2

n2+n+1

)
= e

lim
n→∞

−3n2

n2+n+1 = e−3 =
1

e3
. I

Iндивiдуальнi завдання до роздiлу I

Задача 1. Довести, що lim
n→∞

an = a (знайти N(ε)).

1.1. an =
3n− 2

2n− 1
, a =

3

2
. 1.2. an =

4n− 1

2n+ 1
, a = 2.

1.3. an =
7n+ 4

2n+ 1
, a =

7

2
. 1.4. an =

2n− 5

3n+ 1
, a =

2

3
.

1.5. an =
7n− 1

n+ 1
, a = 7. 1.6. an =

4n2 + 1

3n2 + 2
, a =

4

3
.

1.7. an =
9− n3

1 + 2n3
, a = −1

2
. 1.8. an =

4n− 3

2n+ 1
, a = 2.

1.9. an =
1− 2n2

2 + 4n2
, a = −1

2
. 1.10. an = − 5n

n+ 1
, a = −5.

1.11. an =
n+ 1

1− 2n
, a = −1

2
. 1.12. an =

2n+ 1

3n− 5
, a =

2

3
.

1.13. an =
1− 2n2

n2 + 3
, a = −2. 1.14. an =

3n2

2− n2
, a = −3.

1.15. an =
n

3n− 1
, a =

1

3
. 1.16. an =

3n3

n3 − 1
, a = 3.

1.17. an =
4 + 2n

1− 3n
, a = −2

3
. 1.18. an =

5n+ 15

6− n
, a = −5.

1.19. an =
3− n2

1 + 2n2
, a = −1

2
. 1.20. an =

2n− 1

2− 3n
, a = −2

3
.

1.21. an =
3n− 1

5n+ 1
, a =

3

5
. 1.22. an =

4n− 3

2n+ 1
, a = 2.

1.23. an =
1− 2n2

2 + 4n2
, a = −1

2
. 1.24. an =

5n+ 1

10n− 3
, a =

1

2
.
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1.25. an =
2− 2n

3 + 4n
, a = −1

2
. 1.26. an =

23− 4n

2− n
, a = 4.

1.27. an =
1 + 3n

6− n
, a = −3. 1.28. an =

2n+ 3

n+ 5
, a = 2.

1.29. an =
3n2 + 2

4n2 − 1
, a =

3

4
. 1.30. an =

2− 3n2

4 + 5n2
, a = −3

5
.

Задача 2. Обчислити границi послiдовностей.

2.1. lim
n→∞

(3− n)2 + (3 + n)2

(3− n)2 − (3 + n)2
. 2.2. lim

n→∞

(3− n)4 − (2− n)4

(1− n)4 − (1 + n)4
.

2.3. lim
n→∞

(3− n)4 − (2− n)4

(1− n)3 − (1 + n)3
. 2.4. lim

n→∞

(1− n)4 − (1 + n)4

(1 + n)3 − (1− n)3
.

2.5. lim
n→∞

(6− n)2 − (6 + n)2

(6 + n)2 − (1− n)2
. 2.6. lim

n→∞

(n+ 1)3 − (n+ 1)2

(n− 1)3 − (n+ 1)3
.

2.7. lim
n→∞

(1 + 2n)3 − 8n3

(1 + 2n)2 + 4n2
. 2.8. lim

n→∞

(3− 4n)2

(n− 3)3 − (n+ 3)3
.

2.9. lim
n→∞

(3− n)3

(n+ 1)2 − (n+ 1)3
. 2.10. lim

n→∞

(n+ 1)2 + (n− 1)2 − (n+ 2)3

(4− n)3
.

2.11. lim
n→∞

2 (n+ 1)3 − (n− 2)3

n2 + 2n− 3
. 2.12. lim

n→∞

(n+ 1)3 + (n+ 2)3

(n+ 4)3 + (n+ 5)3 .

2.13. lim
n→∞

(n+ 3)3 + (n+ 4)3

(n+ 3)4 − (n+ 4)4 . 2.14. lim
n→∞

(n+ 1)4 − (n− 1)4

(n+ 1)3 + (n− 1)3 .

2.15. lim
n→∞

8n3 − 2n

(n+ 1)4 − (n− 1)4 . 2.16. lim
n→∞

(n+ 6)3 − (n+ 1)3

(2n+ 3)2 + (n+ 4)2 .

2.17. lim
n→∞

(2n− 3)3 − (n+ 5)3

(3n− 1)3 + (2n+ 3)3 . 2.18. lim
n→∞

(n+ 10)2 + (3n+ 1)2

(n+ 6)3 − (n+ 1)3 .

2.19. lim
n→∞

(2n+ 1)3 + (3n+ 2)3

(2n+ 3)3 − (n− 7)3 . 2.20. lim
n→∞

(n+ 7)3 − (n+ 2)3

(3n+ 2)2 + (4n+ 1)2 .

2.21. lim
n→∞

(2n+ 1)3 − (2n+ 3)3

(2n+ 1)2 + (2n+ 3)2 . 2.22. lim
n→∞

n3 − (n− 1)3

(n+ 1)4 − n4
.

2.23. lim
n→∞

(n+ 2)4 − (n− 2)4

(n+ 5)2 + (n− 5)2 . 2.24. lim
n→∞

(n+ 1)4 − (n− 1)4

(n+ 1)3 + (n− 1)3 .

2.25. lim
n→∞

(n+ 1)3 − (n− 1)3

(n+ 1)2 − (n− 1)2 . 2.26. lim
n→∞

(n+ 1)3 − (n− 1)3

(n+ 1)2 + (n− 1)2 .

2.27. lim
n→∞

(n+ 2)3 + (n− 2)3

n4 + 2n2 − 1
. 2.28. lim

n→∞

(n+ 1)3 + (n− 1)3

n3 − 2n
.
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2.29. lim
n→∞

(n+ 1)3 + (n− 1)3

n3 + 1
. 2.30. lim

n→∞

(n+ 2)2 − (n− 2)2

(n+ 3)2 .

Задача 3. Обчислити границi послiдовностей.

3.1. lim
n→∞

n
3
√

5n2 + 4
√

9n8 + 1

(n+
√
n)
√

7− n+ n2
. 3.2. lim

n→∞

√
n− 1−

√
n2 + 1

3
√

3n3 + 3 + 4
√
n5 + 1

.

3.3. lim
n→∞

√
n3 + 1−

√
n− 1

3
√
n3 + 1−

√
n− 1

. 3.4. lim
n→∞

3
√
n2 − 1 + 7n3

4
√
n12 + n+ 1− n

.

3.5. lim
n→∞

√
3n− 1− 3

√
125n3 + n

5
√
n− n

. 3.6. lim
n→∞

n 5
√
n− 3
√

27n6 + n2

(n+ 4
√
n)
√

9 + n2
.

3.7. lim
n→∞

√
n+ 2−

√
n2 + 2

4
√

4n4 + 1− 3
√
n4 − 1

. 3.8. lim
n→∞

√
n4 + 2 +

√
n− 2

4
√
n4 + 2 +

√
n− 2

.

3.9. lim
n→∞

6n3 −
√
n5 + 1√

4n6 + 3− n
. 3.10. lim

n→∞

√
5n+ 2− 3

√
8n3 + 5

4
√
n+ 7− n

.

3.11. lim
n→∞

n 4
√

3n+ 1 +
√

81n4 − n2 + 1

(n+ 3
√
n)
√

5− n+ n2
. 3.12. lim

n→∞

√
n+ 3−

√
n2 − 3

3
√
n5 − 4− 4

√
n4 + 1

.

3.13. lim
n→∞

√
n5 + 3−

√
n− 3

5
√
n5 + 3 +

√
n− 3

. 3.14. lim
n→∞

3
√
n− 9n2

3n− 4
√

9n8 + 1
.

3.15. lim
n→∞

√
4n+ 1− 3

√
27n3 + 4

4
√
n− 3
√
n5 + n

. 3.16. lim
n→∞

n 3
√

7n− 4
√

81n8 − 1

(n+ 4
√
n)
√
n2 − 5

.

3.17. lim
n→∞

3
√
n3 − 7 + 3

√
n2 + 4

4
√
n5 + 5 +

√
n

. 3.18. lim
n→∞

√
n6 + 4 +

√
n− 4

5
√
n6 + 6−

√
n− 6

.

3.19. lim
n→∞

4n2 − 4
√
n3

3
√
n6 + n3 + 1− 5n

. 3.20. lim
n→∞

√
n+ 3− 3

√
8n3 + 3

4
√
n+ 4− 5

√
n5 + 5

.

3.21. lim
n→∞

n 4
√

11n+
√

25n4 − 81

(n− 7
√
n)
√
n2 − n+ 1

. 3.22. lim
n→∞

3
√
n2 −

√
n2 + 5

5
√
n7 −

√
n+ 1

.

3.23. lim
n→∞

√
n7 + 5−

√
n− 5

7
√
n7 + 5 +

√
n− 5

. 3.24. lim
n→∞

3
√
n2 + 2− 5n2

n−
√
n4 − n+ 1

.

3.25. lim
n→∞

√
n+ 2− 3

√
n3 + 2

7
√
n+ 2− 5

√
n5 + 2

. 3.26. lim
n→∞

n
√

71n− 3
√

64n6 + 9

(n− 3
√
n)
√

11 + n2
.

3.27. lim
n→∞

√
n+ 6−

√
n2 − 5

3
√
n3 + 3 + 4

√
n3 + 1

. 3.28. lim
n→∞

√
n8 + 6−

√
n− 6

8
√
n8 + 6 +

√
n− 6

.

3.29. lim
n→∞

n2 −
√
n3 + 1

3
√
n6 + 2− n

. 3.30. lim
n→∞

√
n+ 1− 3

√
n3 + 1

4
√
n+ 1− 5

√
n5 + 1

.
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Задача 4. Обчислити границi послiдовностей.

4.1. lim
n→∞

n
(√

n2 + 1−
√
n2 − 1

)
.

4.2. lim
n→∞

n
(√

n (n− 2)−
√
n2 − 3

)
.

4.3. lim
n→∞

(
n− 3

√
n3 − 5

)
n
√
n.

4.4. lim
n→∞

[√
(n2 + 1) (n2 − 4)−

√
n4 − 9

]
.

4.5. lim
n→∞

√
n5 − 8− n

√
n (n2 + 5)√

n
.

4.6. lim
n→∞

(√
n2 − 3n+ 2− n

)
.

4.7. lim
n→∞

(
n+

3
√

4− n3
)
.

4.8. lim
n→∞

[√
n (n+ 2)−

√
n2 − 2n+ 3

]
.

4.9. lim
n→∞

[√
(n + 2) (n+ 1)−

√
(n − 1) (n+ 3)

]
.

4.10. lim
n→∞

n2
(√

n (n4 − 1)−
√
n5 − 8

)
.

4.11. lim
n→∞

n
(

3
√

5 + 8n3 − 2n
)
.

4.12. lim
n→∞

n2
(

3
√

5 + n3 − 3
√

3 + n3
)
.

4.13. lim
n→∞

[
3

√
(n+ 2)2 − 3

√
(n− 3)2

]
.

4.14. lim
n→∞

√
(n+ 1)3 −

√
n (n− 1) (n− 3)
√
n

.

4.15. lim
n→∞

(√
n2 + 3n− 2−

√
n2 − 3

)
.

4.16. lim
n→∞

√
n
(√

n+ 2−
√
n− 3

)
.

4.17. lim
n→∞

√
n (n5 + 9)−

√
(n4 − 1) (n2 + 5)

n
.

4.18. lim
n→∞

(√
n (n+ 5)− n

)
.

4.19. lim
n→∞

√
n3 + 8

(√
n3 + 2−

√
n3 − 1

)
.
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4.20. lim
n→∞

√
(n3 + 1) (n2 + 3)−

√
n (n4 + 2)

2
√
n

.

4.21. lim
n→∞

[√
(n2 + 1) (n2 + 2)−

√
(n2 − 1) (n2 − 2)

]
.

4.22. lim
n→∞

√
(n5 + 1) (n2 − 1)− n

√
n (n4 + 1)

n
.

4.23. lim
n→∞

√
(n4 + 1) (n2 − 1)−

√
n6 − 1

n
.

4.24. lim
n→∞

[
n−

√
n (n− 1)

]
.

4.25. lim
n→∞

n3
(

3
√
n2 (n6 + 4)− 3

√
(n8 − 1)

)
.

4.26. lim
n→∞

[
n
√
n −

√
n (n+ 1) (n+ 2)

]
.

4.27. lim
n→∞

3
√
n
(

3
√
n2 − 3

√
n (n− 1)

)
.

4.28. lim
n→∞

√
n + 2

(√
n+ 3−

√
n− 4

)
.

4.29. lim
n→∞

n
(√

n4 + 3−
√
n4 − 2

)
.

4.30. lim
n→∞

√
n (n+ 1) (n+ 2)

(√
n3 − 3−

√
n3 − 2

)
.

Задача 5. Обчислити границi послiдовностей.

5.1. lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ ...+

n− 1

n2

)
. 5.2. lim

n→∞

(2n+ 1)! + (2n+ 2)!

(2n+ 3)!
.

5.3. lim
n→∞

[
1+3+...+(2n−1)

n+ 1
−2n+1

2

]
. 5.4. lim

n→∞

2n+1 + 3n+1

2n + 3n
.

5.5. lim
n→∞

1 + 2 + 3 + ...+ n√
9n4 + 1

. 5.6. lim
n→∞

1 + 3 + ...+ (2n− 1)

1 + 2 + ...+ n
.

5.7. lim
n→∞

[
1 + 3 + ...+ (2n− 1)

n+ 3
− n

]
. 5.8. lim

n→∞

1 + 4 + ...+ (3n− 2)√
5n4 + n+ 1

.

5.9. lim
n→∞

(n+ 4)!− (n+ 2)!

(n+ 3)!
. 5.10. lim

n→∞

(3n− 1)! + (3n+ 1)!

(3n)! (n− 1)
.

5.11. lim
n→∞

2n − 5n+1

2n+1 + 5n+2
. 5.12. lim

n→∞

1 + 1
3 + 1

32 + ...+ 1
3n

1 + 1
5 + 1

52 + ...+ 1
5n

.

5.13. lim
n→∞

1−3+...+(4n−3)−(4n−1)√
n2 + 1 +

√
n2 + n+ 1

. 5.14. lim
n→∞

1−2+...+(2n−1)−2n√
9n4 + 1

.
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5.15. lim
n→∞

3
√
n3 + 5−

√
3n4 + 2

1 + 3 + ...+ (2n− 1)
. 5.16. lim

n→∞

3n − 2n

3n−1 + 2n
.

5.17. lim
n→∞

[
n+ 2

1 + 2 + 3 + ...+ n
− 2

3

]
. 5.18. lim

n→∞

(
5

6
+

13

36
+...+

3n+2n

6n

)
.

5.19. lim
n→∞

2− 5 + ...+ 2n− (2n+ 3)

n+ 3
. 5.20. lim

n→∞

(2n+ 1)! + (2n+ 2)!

(2n+ 3)!− (2n+ 2)!
.

5.21. lim
n→∞

1 + 2 + ...+ n

n− n2 + 3
. 5.22. lim

n→∞

n2 +
√
n− 1

2 + 7 + ...+ (5n− 3)
.

5.23. lim
n→∞

(
3

4
+

5

16
+

9

64
+ ...+

1 + 2n

4n

)
. 5.24. lim

n→∞

2 + 4 + ...+ 2n

1 + 3 + ...+ (2n− 1)
.

5.25. lim
n→∞

[
1+5+...+(4n−3)

n+ 1
−4n+1

2

]
. 5.26. lim

n→∞

1−2+3−4+...− 2n
3
√
n3 + 2n+ 2

.

5.27. lim
n→∞

2n + 7n

2n − 7n−1
. 5.28. lim

n→∞

n! + (n+ 2)!

(n− 1)! + (n+ 2)!
.

5.29. lim
n→∞

3 + 6 + 9 + ...+ 3n

n2 + 4
. 5.30. lim

n→∞

(
7

10
+

29

100
+...+

2n+5n

10n

)
.

Задача 6. Обчислити границi послiдовностей.

6.1. lim
n→∞

(
n+ 1

n− 1

)n
. 6.2. lim

n→∞

(
2n+ 3

2n+ 1

)n+1

.

6.3. lim
n→∞

(
n2 − 1

n2

)n4

. 6.4. lim
n→∞

(
n− 1

n+ 3

)n+2

.

6.5. lim
n→∞

(
2n2 + 2

2n2 + 1

)n2

. 6.6. lim
n→∞

(
3n2 − 6n+ 7

3n2 + 20n− 1

)−n+1

.

6.7. lim
n→∞

(
n2 − 3n+ 6

n2 + 5n+ 1

)n/2
. 6.8. lim

n→∞

(
n− 10

n+ 1

)3n+1

.

6.9. lim
n→∞

(
6n− 7

6n+ 4

)3n+2

. 6.10. lim
n→∞

(
3n2 + 4n− 1

3n2 + 2n+ 7

)2n+5

.

6.11. lim
n→∞

(
n2 + n+ 1

n2 + n− 1

)−n2

. 6.12. lim
n→∞

(
2n2 + 5n+ 7

2n2 + 5n+ 3

)n
.

6.13. lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n2

. 6.14. lim
n→∞

(
5n2 + 3n− 1

5n2 + 3n+ 3

)n2

.

6.15. lim
n→∞

(
3n+ 1

3n− 1

)2n+3

. 6.16. lim
n→∞

(
2n2 + 7n− 1

2n2 + 3n− 1

)−n2

.

6.17. lim
n→∞

(
n+ 3

n+ 5

)n+4

. 6.18. lim
n→∞

(
n3 + 1

n3 − 1

)2n−n3

.
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6.19. lim
n→∞

(
2n2 + 21n− 7

2n2 + 18n+ 9

)2n+1

. 6.20. lim
n→∞

(
10n− 3

10n− 1

)5n

.

6.21. lim
n→∞

(
3n2 − 5n

3n2 − 5n+ 7

)n+1

. 6.22. lim
n→∞

(
n+ 3

n+ 1

)−n2

.

6.23. lim
x→ −3

2x2 + 5x− 3

x+ 3
= −7. 6.24. lim

n→∞

(
n+ 4

n+ 2

)n
.

6.25. lim
n→∞

(
7n2 + 18n− 15

7n2 + 11n+ 15

)n+2

. 6.26. lim
n→∞

(
2n− 1

2n+ 1

)n+1

.

6.27. lim
n→∞

(
n3 + n+ 1

n3 + 2

)2n2

. 6.28. lim
n→∞

(
13n+ 3

13n− 10

)n−3

.

6.29. lim
n→∞

(
2n2 + 2n+ 3

2n2 + 2n+ 1

)3n2−7

. 6.30. lim
n→∞

(
n+ 5

n− 7

)n/6+1

.



РОЗДIЛ II. Границя функцiї в точцi.

Неперервнiсть функцiї

§2.1. Означення границi функцiї в точцi. Одностороннi границi

Нехай функцiя f(x) визначена на iнтервалi (a; b) крiм, можливо,

самої точки x0 ∈ (a; b). Число A називається границею функцiї f(x) в

точцi x0, якщо для будь-якої послiдовностi {xn}, xn ∈ (a; b), xn 6= x0,

такої, що lim
n→∞

xn = x0, послiдовнiсть {f(xn)} збiгається до числа A, тобто

lim
n→∞

f(xn) = A. У такому разi записують lim
x→x0

f(x) = A.

Це означення називається означенням границi функцiї в точцi за Гейне

або “мовою послiдовностей”.

Означення границi функцiї в точцi за Кошi або “мовою ε − δ ” форму-

люється наступним чином: число A називається границею функцiї f(x) в

точцi x0, якщо:

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x : 0 < |x− x0| < δ) :
{
|f(x)− A| < ε

}
.

Зауважимо, що означення за Гейне i за Кошi є еквiвалентними.

Функцiя f(x) називається нескiнченно великою при x→ x0, якщо для

довiльного як завгодно великого числа M > 0 iснує таке δ > 0, що для всiх

значень x, якi задовольняють нерiвнiсть 0 < |x−x0| < δ, має мiсце нерiвнiсть

|f(x)| > M. Позначається lim
x→x0

f(x) =∞.

Функцiя α(x) називається нескiнченно малою при x → x0, якщо її

границя в точцi x0 дорiвнює нулю, тобто lim
x→x0

α(x) = 0.
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Нескiнченно малi функцiї володiють такими властивостями:

1) алгебраїчна сума i добуток скiнченної кiлькостi нескiнченно малих фун-

кцiй є нескiнченно мала функцiя.

2) добуток обмеженої функцiї на нескiнченно малу є функцiя нескiнченно

мала.

3) якщо α(x) – нескiнченно мала, то
1

α(x)
– нескiнченно велика функцiя

при умовi, що α(x) 6= 0, i навпаки.

Якщо маємо x < x0 та x→ x0 (x прямує до x0 злiва), то умовно пишуть

x → x0 − 0. Аналогiчно, якщо x > x0 та x → x0 (x прямує до x0 справа),

то позначають x → x0 + 0. Вiдповiднi границi lim
x→x0−0

f(x) i lim
x→x0+0

f(x) на-

зиваються границею функцiї f(x) злiва в точцi x0 (лiвосторонньою гра-

ницею) та границею функцiї f(x) справа в точцi x0 (правосторонньою

границею).

Для iснування границi функцiї f(x) в точцi x0 необхiдно i достатньо, щоб

виконувалась рiвнiсть

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = A.

Якщо одностороннi границi рiзнi, або хоча б одна з них не iснує, то не

iснує i границя функцiї f(x) в точцi x0.

Вправи

1. Сформулювати на “мовi ε− δ ” такi твердження:

1) lim
x→a−0

f(x) = b, 2) lim
x→a+0

f(x) = b,

3) lim
x→∞

f(x) = b, 4) lim
x→−∞

f(x) = b,

5) lim
x→+∞

f(x) = b, 6) lim
x→a

f(x) =∞,

7) lim
x→a

f(x) = −∞, 8) lim
x→a

f(x) = +∞,

9) lim
x→a−0

f(x) =∞, 10) lim
x→a−0

f(x) = −∞,
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11) lim
x→a−0

f(x) = +∞, 12) lim
x→a+0

f(x) =∞,

13) lim
x→a+0

f(x) = +∞, 14) lim
x→a+0

f(x) = −∞,

15) lim
x→∞

f(x) =∞, 16) lim
x→∞

f(x) = −∞,

17) lim
x→∞

f(x) = +∞, 18) lim
x→−∞

f(x) =∞,

19) lim
x→−∞

f(x) = −∞, 20) lim
x→−∞

f(x) = +∞,

21) lim
x→+∞

f(x) =∞, 22) lim
x→+∞

f(x) = −∞.

2. Користуючись означенням границi функцiї за Кошi, довести, що:

1) lim
x→2

(3x− 5) = 1, 2) lim
x→+∞

3x+ 5

2x− 8
=

3

2
,

3) lim
x→1

1− x√
x− 1

= −2, 4) lim
x→ 1

3

15x2 − 2x− 1

x− 1
3

= 8,

5) lim
x→5

x2 − 25

x2 − 5x
= 2, 6) lim

x→−2

1

(x+ 2)2
= +∞,

7) lim
x→π

4

sinx =

√
2

2
, 8) lim

x→−3

x2 + 2x− 3

x+ 3
= −4,

9) lim
x→+∞

ax = +∞, a > 1, 10) lim
x→−∞

arctg x = −π
2
.

3. Користуючись означенням границi функцiї за Гейне, довести, що

1) lim
x→1

(5x− 7) = −2, 2) lim
x→1

2x+ 3

4x+ 5
=

5

9
,

3) lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= 6, 4) lim

x→0

5x2 − 4x+ 3

2x+ 1
= 3,

5) lim
x→1

√
x+ 3 = 2, 6) lim

x→5

x√
x− 1

=
5

2
.

4. Користуючись означенням границi функцiї в точцi, встановити, чи ма-

ють данi функцiї границi у вказаних точках вiдносно заданих множин:

1) f(x) = [x], x0 = 2, A = (1; 2),



§ 2.1. Означення границi функцiї в точцi. Одностороннi границi 47

2) f(x) = [x], x0 = 3, A ≡ R,

3) f(x) =

x+ 2, якщо 0 ≤ x ≤ 1,

x2 − 1, якщо 1 < x ≤ 2,
x0 = 1, A = [0; 2],

4) f(x) =
x+ 1

x− 1
, x0 = +∞, −∞, ∞, A = R \ {1},

5) f(x) = sin
1

x
, x0 = 0, A = R \ {0}.

5. Встановити, використовуючи означення границi функцiї в точцi за Ко-

шi, якi з даних функцiй є нескiнченно малими чи нескiнченно великими у

вказаних точках:

1) f(x) =
x2 − 1

(x− 1)2
, x0 = −1, x0 =∞, x0 = 1,

2) f(x) = sin
1

x+ 1
, x0 = −1, x0 =∞,

3) f(x) =
√
x2 + x−

√
x2 − x, x0 = 0, x0 =∞,

4) f(x) = x cos
1

x
, x0 = 0, x0 =∞.

Приклади розв’язування вправ

1.10. Оскiльки x→ a− 0, то користуючись означенням границi функцiї

за Кошi, можемо записати, що

lim
x→a−0

f(x) = −∞
∣∣∣∣ def=

∣∣∣(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x : a− δ < x < a) :
{
f(x) < −ε

}
.

Отже, в правiй частинi маємо означення даної границi за Кошi або на

“мовi ε− δ ”. I

2.8. Для того, щоб довести справедливiсть рiвностi, потрiбно для довiль-

ного числа ε > 0 вказати таке δ(ε) > 0, що як тiльки виконується умова

0 < |x+ 3| < δ, то має мiсце нерiвнiсть |f(x)− (−4)| < ε. В нашому випадку

отримаємо ∣∣∣∣x2 + 2x− 3

x+ 3
+ 4

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(x+ 3)(x− 1)

x+ 3
+ 4

∣∣∣∣ = |x+ 3| < ε.

Покладаючи δ = ε, матимемо: для довiльного ε > 0 iснує δ = ε, що для

всiх x таких, що 0 < |x+ 3| < δ, виконується нерiвнiсть∣∣∣∣x2 + 2x− 3

x+ 3
+ 4

∣∣∣∣ < ε,
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а це означає, що число −4 є границею функцiї f(x) =
x2 + 2x− 3

x+ 3
в точцi

x0 = −3. I

3.3. Функцiя f(x) =
x2 − 9

x− 3
визначена у проколеному околi точки x = 3.

Виберемо довiльну послiдовнiсть {xn} таку, що lim
n→∞

xn = 3 i xn 6= 3, для

довiльного n ∈ N. Тодi f(xn) =
x2
n − 9

xn − 3
, де n ∈ N. Обчислимо границю по-

слiдовностi {f(xn)} :

lim
n→∞

x2
n − 9

xn − 3
= lim

n→∞

(xn − 3)(xn + 3)

xn − 3
= lim

n→∞
(xn + 3) = 6.

Оскiльки {xn} – довiльна послiдовнiсть, яка прямує до числа 3, то з озна-

чення границi функцiї за Гейне отримаємо, що

lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= 6. I

4.3. Якщо x прямує до 1 злiва, тобто x→ 1− 0, то

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

(x+ 2) = 3.

Якщо x прямує до 1 справа, тобто x→ 1 + 0, то

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

(x2 − 1) = 0.

Доведемо, використовуючи означення границi функцiї за Кошi, правиль-

нiсть цих результатiв. Виберемо довiльне ε > 0 i розглянемо абсолютну ве-

личину рiзницi f(x)− 3 при умовi, що x→ 1− 0 :

|x+ 2− 3| = |x− 1| < ε.

Отже,

(∀ε > 0)(∃δ = ε)(∀x : 1− δ < x < 1) :
{
|f(x)− 3| < ε

}
.

Тепер для довiльного ε > 0 розглянемо абсолютну величину рiзницi

f(x)− 0 при умовi, що x→ 1 + 0 :

|x2 − 1− 0| = |(x− 1)(x+ 1)| < 3|x− 1| < ε.
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Взяли x близьким до 1 справа таким, що вiдстань вiд x до −1 є меншою

за 3. Тодi вiдстань вiд x до 1 є меншою за 1.

З останньої нерiвностi маємо |x− 1| < ε

3
. Вiзьмемо δ = min

{ε
3
, 1
}
, тодi

(∀ε > 0)
(
∃δ > 0)(∀x : 1 < x < 1 + δ) :

{
|f(x)| < ε

}
.

Зауважимо, що звичайної границi в точцi x = 1 не iснує, бо

lim
x→1−0

f(x) 6= lim
x→1+0

f(x). I

§2.2. Властивостi границi функцiї в точцi

Якщо функцiї f(x) та g(x) мають скiнченнi границi в точцi x0, то вико-

нуються такi твердження:

1) lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x),

2) lim
x→x0

f(x) · g(x) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x),

3) lim
x→x0

(
c · f(x)

)
= c · lim

x→x0

f(x), де c = const,

4) lim
x→x0

(f(x))n =
(

lim
x→x0

f(x)
)n
,

5) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, lim

x→x0

g(x) 6= 0,

6) lim
x→x0

n
√
f(x) = n

√
lim
x→x0

f(x),

7) lim
x→0

c

x
=∞, lim

x→∞

x

c
=∞, lim

x→∞
(c ·x) =∞, lim

x→∞

c

x
= 0, де c = const,

8) а) lim
x→+∞

cx =

0, якщо 0 < c < 1,

+∞, якщо c > 1,

б) lim
x→−∞

cx =

0, якщо c > 1,

+∞, якщо 0 < c < 1,

9) а) lim
x→x0

(
logc f(x)

)
= logc

(
lim
x→xo

f(x)
)
,

б) lim
x→0

logc x =

+∞, якщо 0 < c < 1,

−∞, якщо c > 1,
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в) lim
x→+∞

logc x =

−∞, якщо 0 < c < 1,

+∞, якщо c > 1.

Для того, щоб обчислити границю многочлена n-го степеня

Pn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n при x → x0, достатньо знайти

його значення в точцi x = x0, тобто lim
x→x0

Pn(x) = Pn(x0).

Границя рацiональної функцiї R(x) =
P (x)

Q(x)
, де P (x), Q(x) – многочлени,

причому P (x0) 6= 0, знаходиться безпосередньо:

lim
x→x0

R(x) =
P (x0)

Q(x0)
, Q(x0) 6= 0,

lim
x→x0

R(x) =∞, P (x0) 6= 0, Q(x0) = 0.

Якщо P (x0) = 0 i Q(x0) = 0, то властивiсть 5) про границю частки

двох функцiй застосувати не можна. В таких випадках маємо невизначенiсть

виду
0

0
. Для розкриття такої невизначеностi потрiбно чисельник i знаменник

дробу подiлити на вираз (x − x0)
k, де k = min{k1, k2}, k1 i k2 – кратностi

кореня x0 многочленiв P (x) i Q(x).

Для знаходження границi функцiї R(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an

b0xm + b1xm−1 + . . .+ bm
при

x → ∞ (невизначенiсть виду
∞
∞

) чисельник та знаменник даного дробу дi-

лять на xk, де k – найбiльше з чисел m та n.

В загальному випадку

lim
x→∞

R(x) =


∞, якщо n > m,

a0

b0
, якщо m = n,

0, якщо n < m.

Аналогiчний метод застосовується i для знаходження границi вiд дробу,

що мiстить iррацiональнiсть, при x→∞.

Для того, щоб розкрити невизначенiсть
0

0
, в якiй чисельник i знаменник

мiстять iррацiональнiсть, позбуваються iррацiональностi шляхом переведе-

ння її з чисельника в знаменник або навпаки. Iнодi iррацiональний вираз

зводиться до рацiонального шляхом введення нової змiнної.
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При знаходженнi границi зустрiчаються невизначеностi виду ∞−∞ та

0 · ∞, якi за допомогою вiдповiдних перетворень

f(x)− g(x) =

1
g(x) −

1
f(x)

1
f(x)·g(x)

(
lim
x→x0

f(x) =∞, lim
x→x0

g(x) =∞
)
,

f(x) · g(x) =
f(x)

1
g(x)

=
g(x)

1
f(x)

(
lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

g(x) =∞
)
,

зводяться до невизначеностей виду
0

0
або
∞
∞
.

Вправи

1. Користуючись наведеними властивостями, обчислити границi рацiо-

нальних функцiй:

1) lim
x→3

(x2 − 2x+ 3), 2) lim
x→0

x3 + 3x− 5

x− 2
,

3) lim
x→1

x2 + x− 2

x2 − 4x+ 3
, 4) lim

x→−1

x2 − 4x+ 1

2x+ 2
,

5) lim
x→0

2x4 − 3x2 − x
2x

, 6) lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
,

7) lim
x→1

x4 − x3 + x2 − 3x+ 2

x3 − x2 − x+ 1
, 8) lim

x→1

x3 − x2 + 3x− 3

2x3 − 2x2 + x− 1
,

9) lim
x→2

(
2

2x− x2
+

1

x2 − 3x+ 2

)
, 10) lim

x→1

(
x2 − 4x+ 6

x2 − 5x+ 4
+

x− 4

3x2 − 9x+ 6

)
.

2. Знайти границi функцiй, якi мiстять iррацiональнiсть:

1) lim
x→7

x− 7√
x+ 2− 3

, 2) lim
x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 16− 4

,

3) lim
x→−1

3
√
x+ 1√
x+ 1

, 4) lim
x→0

x
3
√
x− 1 + 3

√
x+ 1

,

5) lim
x→0

1−
√

1− x2

x2
, 6) lim

x→1

x2 −
√
x√

x− 1
,

7) lim
x→0

n
√

1 + x− 1

x
, 8) lim

x→1

xm − 1

xn − 1
,

9) lim
y→1

4
√
y − 1

3
√
y − 1

, 10) lim
y→1

√
y +
√
y − 1− 1√
y2 − 1

.
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3. Обчислити границi функцiй в нескiнченно вiддалених точках:

1) lim
x→∞

x2 − 9

(x− 3)(x+ 4)
, 2) lim

x→∞

x2 + 5

x3 − 3x2 − 1
,

3) lim
x→∞

(x+1)3+(x+2)3+(x+3)3

x3+6
, 4) lim

x→∞

(2x2 + 1)20(x− 3)20

(4x2 + 19)30
,

5) lim
x→∞

(
x− x2

x− 1

)
, 6) lim

x→∞

(
x2 + x

x− 2
− x2

x+ 1

)
,

7) lim
x→∞

√
9x2 + 4

x− 3
, 8) lim

x→∞

√
4x+

√
4x+

√
4x

√
9x+ 8

,

9) lim
x→∞

3
√

8x3 + 3
√

2x2 + x9

3
√

8x3 + 1
, 10) lim

x→∞

3x− 5

x+ 3
√

27x4 + 1
,

11) lim
x→∞

(
√
x− 7−

√
x+ 3), 12) lim

x→∞
(
√
x(x+ 2)− x),

13) lim
x→∞

(
√
x2+x−1−

√
x2+x+1), 14) lim

x→∞
(
√
x4+9x2+2−

√
x4−9x2−2),

15) lim
x→∞

x(
√
x3 + 8−

√
x3 − 8), 16) lim

x→∞
(

3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x).

Приклади розв’язування вправ

1.7. Чисельник та знаменник даного рацiонального дробу прямують до

нуля при x → 1. Отже, маємо невизначенiсть виду
0

0
. В цьому випадку

розкладемо многочлени в чисельнику i знаменнику на множники, серед яких

мiститься множник x− 1. Отримаємо

lim
x→1

x4 − x3 + x2 − 3x+ 2

x3 − x2 − x+ 1
= lim

x→1

x3(x− 1) + (x− 1)(x− 2)

x2(x− 1)− (x− 1)
=

= lim
x→1

(x− 1)(x3 + x− 2)

(x− 1)(x2 − 1)
= lim

x→1

x3 − 1 + x− 1

(x− 1)(x+ 1)
=

= lim
x→1

(x− 1)(x2 + x+ 2)

(x− 1)(x+ 1)
= lim

x→1

x2 + x+ 2

x+ 1
= 2. I

2.4. Чисельник i знаменник дробу
x

3
√
x− 1 + 3

√
x+ 1

прямують до нуля

при x→ 0. В даному випадку доповнимо знаменник дробу до формули суми
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кубiв виразом 3
√

(x− 1)2 − 3
√
x2 − 1 + 3

√
(x+ 1)2. Щоб значення виразу не

змiнилося, домножимо на неповний квадрат i чисельник даного дробу. Тодi

lim
x→0

x
3
√
x− 1 + 3

√
x+ 1

=

= lim
x→0

x
(

3
√

(x− 1)2 − 3
√
x2 − 1 + 3

√
(x+ 1)2

)(
3
√
x− 1 + 3

√
x+ 1

)(
3
√

(x− 1)2 − 3
√
x2 − 1 + 3

√
(x+ 1)2

) =

= lim
x→0

x
(

3
√

(x− 1)2 − 3
√
x2 − 1 + 3

√
(x+ 1)2

)
2x

=

=
1

2
lim
x→0

(
3
√

(x− 1)2 − 3
√
x2 − 1 + 3

√
(x+ 1)2

)
=

3

2
. I

3.6. Якщо x→∞, то вирази
x2 + x

x− 2
i

x2

x+ 1
прямують до нескiнченностi,

тобто в результатi отримаємо невизначенiсть виду ∞−∞. Зведемо цi дроби

до спiльного знаменника:

lim
x→∞

(
x2 + x

x− 2
− x2

x+ 1

)
= lim

x→∞

(x2 + x)(x+ 1)− x2(x− 2)

x2 − x− 2
=

= lim
x→∞

x3 + 2x2 + x− x3 + 2x2

x2 − x− 2
= lim

x→∞

4x2 + x

x2 − x− 2
=

= lim
x→∞

x2
(

4 + 1
x

)
x2
(

1− 1
x −

2
x2

) = lim
x→∞

4 + 1
x

1− 1
x −

2
x2

= 4. I

§2.3. Перша та друга визначнi границi. Наслiдки

В багатьох випадках обчислення границi функцiї в точцi зручно проводи-

ти, використовуючи двi важливi формули:

lim
x→0

sinx

x
= 1,

lim
x→0

(
1 + x

) 1
x = e,

якi називаються вiдповiдно першою та другою визначними границями .

Зауважимо, що перша визначна границя розкриває невизначенiсть
0

0
, а

друга визначна границя – невизначенiсть 1∞.
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З визначних границь можна легко вивести наступнi наслiдки:

lim
x→0

tg x

x
= 1, lim

x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

arctg x

x
= 1;

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e, lim

x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
,

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ,

де a > 0, a 6= 0. Зокрема, при a = e отримаємо:

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1.

При знаходженнi границi виразу
[
f(x)

]g(x)
, де функцiї f(x) та g(x) ви-

значенi в деякому околi точки x0, причому f(x) > 0, подамо його у виглядi[
f(x)

]g(x)
= eg(x) ln f(x).

Якщо функцiї g(x) та ln f(x) мають скiнченнi границi lim
x→x0

g(x) = b i

lim
x→x0

ln f(x) = ln a, то за неперервнiстю показникової та логарифмiчної

функцiї маємо

lim
x→x0

[
f(x)

]g(x)
= ab.

В окремих випадках, якi вiдповiдають комбiнацiям:

1) a = 1, b = ±∞, 2) a = 0, b = 0, 3) a = +∞, b = 0,

говорять, що вираз
[
f(x)

]g(x) являє собою невизначенiсть виду 1∞, 00, ∞0.

За рахунок перетворення
[
f(x)

]g(x)
= eg(x) ln f(x) цi невизначеностi зводяться

до невизначеностi виду 0 · ∞, яку вмiємо розкривати (див. § 2.2).

Вправи

1. Використовуючи першу визначну границю та наслiдки з неї, знайти

границi функцiй в точцi:

1) lim
x→0

sin 2x

tg 3x
, 2) lim

x→0

arcsin 3x

arctg 7x
,
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3) lim
x→−π6

sin
(
x+ π

6

)
x+ π

6

, 4) lim
x→0

sin5 x
2

x5
,

5) lim
x→0

2 sin 3x

sin 6x− sin 2x
, 6) lim

x→0

cos 3x− cos 7x

arctg 3x2
,

7) lim
x→0

sin 2x− arctg 3x

3 tg 5x− 3 arcsinx
, 8) lim

x→0

1− cosx− tg2 x

x · sinx
,

9) lim
x→2

sin(x− 2)

x3 − 8
, 10) lim

x→a

cosx− cos a

x− a
,

11) lim
x→π

3

sin
(
x− π

3

)
1− 2 cosx

, 12) lim
x→π

4

1− tg2 x√
2 cosx− 1

,

13) lim
x→π

2

(
2x tg x− π

cosx

)
, 14) lim

x→π
6

cos
(
x− 2π

3

)
cosx−

√
3

2

,

15) lim
x→0

sin 5x√
x+ 4− 2

, 16) lim
x→0

2x
√

tg 4x+ 2−
√

2
,

17) lim
x→0

√
4 + sin x−

√
4− sinx

arctg 2x
, 18) lim

x→0

3
√

1− arcsinx− 3
√

1 + arctg 2x
√

1 + arctg 3x−
√

1 + arcsin 6x
,

19) lim
x→0

3
√

cos 3x− 3
√

cos 5x

1− cos4 x
, 20) lim

x→0

ctg(a+ 2x)− 2 ctg(a+ x) + ctg a

x2
.

2. Використовуючи другу визначну границю та наслiдки з неї, обчислити

границi функцiй:

1) lim
x→0

(
1− 2x3

) 1
x2 , 2) lim

x→∞

(
1− 3

x

)x2+3
x

,

3) lim
x→∞

(
2x− 1

2x+ 3

) 1−x
2

, 4) lim
x→∞

(
x2 − 5

x2 + 6

)x2

,

5) lim
x→∞

(
x2 + x+ 6

x2 − 2x+ 3

)5x

, 6) lim
x→0

log3(1 + 8x)

x
,

7) lim
x→0

53x − 1

7x
, 8) lim

x→0

e−2x − 1

3x
,

9) lim
x→0

e2x − 1

e5x − 1
, 10) lim

x→0

e5x − e3x

5x
,

11) lim
x→e

x− e
lnx− 1

, 12) lim
x→−1

ln(x2 + 7x+ 7)

x+ 1
,
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13) lim
x→3

ln(2x2 − 3x− 8)

x− 3
, 14) lim

x→0

ln(1+2x+x2)+ln(1−2x+3x2)

2x2
,

15) lim
x→∞

x (ln(x+ 5)− lnx), 16) lim
x→0

chx− 1

x2
,

17) lim
x→0

a2+x + a2−x − 2a2

x2
, a > 0, 18) lim

x→0

ch 4x− 1

ch 3x− 1
,

19) lim
x→0

1

2x
ln 3

√
1 + 3x

1− x
, 20) lim

x→0

√
1 + x2 − 1

e2x2 − 1
.

3. Знайти границi функцiй:

1) lim
x→+∞

arccos
(√

x2 + x− x
)
, 2) lim

x→0
(cosx)

1
x ,

3) lim
x→π

2

(sinx)tg2 3x, 4) lim
x→0

(1 + sin 3x)
1

arcsin 2x ,

5) lim
x→0

(
sin 3x

tg 3x

) 1
x

, 6) lim
x→0

ln cos 2x

sin 4x2
,

7) lim
x→0

e7x − cos 7x

sin 5x
, 8) lim

x→0

e6x2 − cos 4x

ln(1 + x sin 2x)
,

9) lim
x→0

sinx− sinx cos 6x

e2x3 − 1
, 10) lim

x→0

ln cos 6x

ln cos 4x
.

4. Знайти границi показниково степеневих функцiй:

1) lim
x→0

(
5− 2x

3 + 2x

)x
, 2) lim

x→∞

(
2x2 − 4

5x2 + x− 2

)x−1

,

3) lim
x→∞

(
sin

1

x
+ cos

1

x

)x
, 4) lim

x→0
(sinx)tg2 x,

5) lim
x→0

(
1

sin2 x

)3x2

, 6) lim
x→+0

(
tg
(π

2
− x
))sin 3x

,

7) lim
x→0

(1− cos 2x)tg2 x, 8) lim
x→+0

(tg 3x)2 sin2 x,

9) lim
x→0

(
ctg2 x

)sin 5x
, 10) lim

x→π
2

(1− sinx)cos 3x.
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Приклади розв’язування вправ

1.12. Зробимо замiну x− π

4
= t. Тодi якщо x→ π

4
, то нова змiнна t→ 0.

Отже,

lim
x→π

4

1− tg2 x√
2 cosx− 1

= lim
t→0

1− tg2
(
t+ π

4

)
√

2 cos
(
t+ π

4

)
− 1

=

= lim
t→0

cos
(
2t+ π

2

)
sin2

(
t+ π

4

)
·
(√

2 cos
(
t+ π

4

)
− 1
) = lim

t→0

−2 sin 2t√
2 cos

(
t+ π

4

)
− 1

=

= lim
t→0

−4t
(√

2 cos
(
t+ π

4

)
+ 1
)

2 cos2
(
t+ π

4

)
− 1

= lim
t→0

−4t
(√

2 cos
(
t+ π

4

)
+ 1
)

− sin 2t
=

= lim
t→0

−4t
(√

2 cos
(
t+ π

4

)
+ 1
)

−2t
= 2 lim

t→0

(√
2 cos

(
t+

π

4

)
+ 1
)

= 4. I

2.17. Для знаходження границi функцiї скористаємось наслiдком з другої

визначної границi, а саме lim
x→0

ax − 1

x
= ln a. Тодi отримаємо

lim
x→0

a2+x + a2−x − 2a2

x2
= lim

x→0

a2 (ax + a−x − 2)

x2
=

= lim
x→0

a2
(
a
x
2 − a−x2

)2

x2
= lim

x→0

a2

ax
·
(
ax − 1

x

)2

= a2 ln2 a. I

4.7. Маємо невизначенiсть виду 00. Використовуючи правило розкриття

такого виду невизначеностi, запишемо:

lim
x→0

(1− cos 2x)tg2 x = e
lim
x→0

tg2 x·ln(1−cos 2x)
=

= e
lim
x→0

x2·ln(2 sin2 x)
= e

lim
x→0

x2·ln 2x2

=

∣∣∣∣∣∣ ln 2x2 = −t, 2x2 = e−t,

x2 = 1
2e
−t, t→ +∞

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
t→+∞

(
−1

2
te−t

)
= −1

2
lim
t→+∞

t

et
= 1.

Зауважимо, що при знаходженнi цiєї границi ми скористалися формулами

lim
x→0

tg x

x
= 1 i lim

x→0

sinx

x
= 1. I
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§2.4. O-символiка. Порiвняння функцiй

Нехай точка a = x0 або є одним iз символiв x0 − 0, x0 + 0, +∞, −∞, ∞.

Якщо iснують константи c > 0 i δ > 0 такi, що

(
∀x : 0 < |x− a| < δ

)
:
{∣∣f(x)

∣∣ ≤ c ·
∣∣g(x)

∣∣},
то кажуть, що функцiя f(x) є обмеженою порiвняно з g(x) при x → a.

Позначають f(x) = O
(
g(x)

)
при x→ a.

Якщо f(x) = O
(
g(x)

)
при x→ a i g(x) = O

(
f(x)

)
при x→ a, то кажуть,

що f(x) та g(x) є функцiями одного порядку при x→ a.

Якщо f(x) та g(x) в деякому проколеному околi точки a вiдмiннi вiд

нуля, i iснує границя lim
x→a

f(x)

g(x)
= C 6= 0, то f(x) = O∗

(
g(x)

)
при x→ a.

Якщо f(x) = ε(x) · g(x), де lim
x→a

ε(x) = 0, то кажуть, що f(x) є нескiн-

ченно малою порiвняно з g(x) при x→ a. В такому випадку позначають

f(x) = o(g(x)) при x→ a.

Зауважимо, що якщо g(x) 6= 0 в деякому проколеному околi точки a, то

попередню умову можна записати наступним чином:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

Отже, якщо lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0, то f(x) = o(g(x)) при x→ a.

Символи O, O∗, o називаються символами Ландау .

Якщо f(x) = o(g(x)) при x → a, i функцiї f(x) та g(x) є нескiнченно

малими при x → a, то f(x) є нескiнченно малою вищого порядку вiд-

носно g(x). Якщо f(x) = o(g(x)) при x → a, i f(x) та g(x) є нескiнченно

великими при x→ a, то f(x) має нижчий порядок зростання вiдносно

g(x).

Якщо f(x) та g(x) є нескiнченно малими при x→ a, i lim
x→a

f(x)(
g(x)

)n = c, де

c 6= 0, то f(x) є нескiнченно малою порядку n порiвняно з функцiєю

g(x).
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Функцiї f(x) та g(x) називаються еквiвалентними при x → a,

якщо в деякому проколеному околi точки a iснує функцiя ϕ(x) така, що

f(x) = ϕ(x) · g(x) i lim
x→a

ϕ(x) = 1.

Якщо g(x) 6= 0 i f(x) 6= 0 в деякому проколеному околi точки a, то умова

еквiвалентностi функцiй f(x) та g(x) рiвносильна умовi:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

g(x)

f(x)
= 1.

Вправи

1. Нехай x→ a. Довести, що:

1) 3x4 − 5x3 − 2x2 + x− 6 = O(x4), a = +∞,

2)
7x+ 5

1− 4x2
= O

(
1

x

)
, a = +∞,

3) 3x− x2 = O(x), a = 0,

4) x sin 3
√
x = O

(
x

4
3

)
, a = 0,

5) x+ x2 sinx = O(x2), a = +∞,

6)
arctg x

1 + x2
= O

(
1

x2

)
, a = +∞,

7)
√
x2 + 3x+ 3 = x+

3

2
+O

(
1

x

)
, a = +∞,

8) 2x+ lnx+ sinx = O(x), a = +∞,

9) x sin
1

x
= O

(
|x|
)
, a = 0,

10)
√
x4 + x3 + 1− x2 = O(x), a = +∞.

2. Нехай x→ a. Довести, що:

1) sinx− x = o(x), a = 0,

2) ex − x− 1 = o(x), a = 0,

3) (1 + x)n = 1 + nx+ o(x), a = 0,

4) xp · e−x = o

(
1

x2

)
, a = +∞,

5) ln(lnx) = o(lnx), a = +∞,

6) x13 · 2−x = o

(
1

x

)
, a = +∞,

7) (x+ 2)3 sin2 1

x+ 2
= o

(
(x+ 2)2

)
, a = −2,

8) xlnx = o (ex) , a = +∞,
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9) 1− cosx− x2

2
= o

(
x2
)
, a = 0,

10) lnx = o

(
1

xp

)
, p > 0, a = 0.

3. Нехай x→ a. Довести, що:

1) x ∼ sinx ∼ tg x ∼ arcsinx ∼ arctg x ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x), a = 0,

2) (1 + x)α − 1 ∼ αx, a = 0,

3) n
√

1 + x− 1 ∼ x

n
, a = 0,

4)

√
x+

√
x+
√
x ∼ 8
√
x, a = 0,

5)

√
x+

√
x+
√
x ∼
√
x, a = +∞,

6)
√
x2 + x+ 1− x ∼ 1

2
, a = +∞,

7) 3x + x · 2x + lnx+ 1 ∼ 3x, a = +∞,

8) enx − 1 ∼ nx, a = 0,

9)
x3 + 3x

x+ 3 cosx
∼ x2, a = +∞,

10) x2 + x(lnx)2012 ∼ x2, a = +∞.

4. Визначити порядок малостi нескiнченно малої функцiї f(x) вiдносно

нескiнченно малої функцiї g(x) при x→ 0 :

1) f(x) = cos x− 3
√

cosx, g(x) = ln(1 + 3
√
x),

2) f(x) = ln(cos 2x), g(x) = e
3
√
x − 1,

3) f(x) = ex − 1, g(x) = sin x(1− cos 4x),

4) f(x) = tg x, g(x) = ln
√

1 + 4x3 sin5 x,

5) f(x) = ln(1 + x2)− 2 3
√

(ex − 1)2, g(x) = x.

5. Користуючись властивiстю еквiвалентних функцiй, знайти границi:

1) lim
x→0

sin 2x

arctg 5x
, 2) lim

x→0

25x − 1

3 sin 2x
,

3) lim
x→π

4

√
2 cosx− 1

1− tg2 x
, 4) lim

x→−1

√
π −
√

arccosx√
x+ 1

,
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5) lim
x→0

3
√

1 + x− 1
16
√

1 + x− 1
, 6) lim

x→1

lnx

1− x
,

7) lim
x→2

arcsin(2− x) + arctg(x− 2)3

x2 − 4
, 8) lim

x→0

x3 − 5
√

1 + x3 + 1

ln(cos 2x)
,

9) lim
x→0

√
1 + 4 sin2 x− 1

ln(1 + 3x2)
, 10) lim

x→0

arcsin 3x− 5 arctg 2x+ 3x5

ln(1 + x+ sin2 x)− 3xex
.

Приклади розв’язування вправ

1.10. Скористаємося означенням, наведеним на початку параграфа.

Оскiльки √
x4 + x3 + 1− x2 =

x3 + 1√
x4 + x3 + 1 + x2

,

то при x→ +∞ отримаємо оцiнку∣∣∣∣ x3 + 1√
x4 + x3 + 1 + x2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x3 + 1

2x2

∣∣∣∣ ≤ |x|.
Отже, в околi нескiнченно вiддаленої точки iснує стала c = 1 така, що

виконується нерiвнiсть ∣∣∣√x4 + x3 + 1− x2
∣∣∣ ≤ |x|.

Тодi
√
x4 + x3 + 1− x2 = O(x) при x→ +∞. I

3.7. Розглянемо границю:

lim
x→+∞

3x + x · 2x + lnx+ 1

3x
= lim

x→+∞

(
1 + x ·

(
2

3

)x
+

lnx

3x
+

1

3x

)
= 1,

бо lim
x→+∞

x(
3
2

)x = 0 i lim
x→+∞

lnx

3x
= 0.

Отже, 3x + x · 2x + lnx+ 1 ∼ 3x при x→ +∞. I

4.2. Розглянемо границю виду

lim
x→0

ln(cos 2x)(
e

3
√
x − 1

)n = lim
x→0

ln(1− 2 sin2 x)(
e

3√x−1
3
√
x
· 3
√
x
)n =

= lim
x→0

ln(1−2 sin2 x)

−2 sin2 x
· (−2 sin2 x)

( 3
√
x)

n = lim
x→0

−2 sin2 x

( 3
√
x)

n = lim
x→0

−2x2

( 3
√
x)

n .
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Якщо n = 6, то lim
x→0

−2x2

( 3
√
x)

6 = −2.

Отже, функцiя f(x) = ln(cos 2x) є нескiнченно малою 6-го порядку по-

рiвняно з функцiєю g(x) = e
3
√
x − 1 при x→ 0. I

§2.5. Означення неперервностi функцiї в точцi. Найпростiшi

властивостi неперервних функцiй

Функцiя f(x) називається неперервною в точцi x0, якщо виконується

рiвнiсть

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Цим самим вимагається для функцiї f(x) виконання умов:

1) iснування функцiї f(x) в околi точки x0,

2) iснування границi функцiї в точцi x0,

3) рiвнiсть границi i значення функцiї в точцi x0.

Якщо одна з умов порушується, то функцiя f(x) має в точцi x0 розрив,

а точка x0 називається точкою розриву.

Означення неперервностi функцiї f(x) в точцi x0 можна сформулювати

в iнших термiнах.

Функцiя f(x) називається неперервною в точцi x0, якщо нескiнченно

малому приросту аргумента в точцi x0 вiдповiдає нескiнченно малий прирiст

функцiї, тобто:

lim
∆x→0

∆f(x0) = lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

)
= 0.

Функцiя f(x) називається неперервною в точцi x0 , якщо:

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x : |x− x0| < δ) :
{
|f(x)− f(x0)| < ε

}
.

Функцiя f(x) називається неперервною в точцi x0 , якщо для будь-якої

послiдовностi {xn} такої, що lim
n→∞

xn = x0, вiдповiдна послiдовнiсть {f(xn)}

прямує до f(x0), тобто

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).
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Функцiя f(x) називається неперервною на промiжку X, якщо вона є

неперервною в кожнiй точцi цього промiжка.

Найпростiшi властивостi неперервних функцiй:

1) Якщо функцiї f(x) та g(x) неперервнi в точцi x0 ∈ X, то f(x)± g(x),

f(x) · g(x),
f(x)

g(x)
(g(x0) 6= 0) також є неперервними в точцi x0 ∈ X.

2) Якщо функцiя f(x) є неперервною в точцi x0 ∈ X, а функцiя x = g(t)

є неперервною в точцi t0 ∈ T i g(t0) = x0, то f(g(t)) також є неперервною в

точцi t0 ∈ T.

3) Кожна елементарна функцiя є неперервною в своїй областi визначення.

Вправи

1. Користуючись означенням неперервностi на мовi “ ε− δ ”, довести непе-

рервнiсть основних елементарних функцiй.

2. Дослiдити на неперервнiсть функцiї f(x) в заданих точках x0 :

1) f(x) = 5x2 − 1, x0 = 2, 2) f(x) =
√
x+ 1, x0 = 3,

3) f(x) = sin 2x, x0 =
π

4
, 4) f(x) = 3x, x0 = 1.

3. Дослiдити на неперервнiсть заданi функцiї в областi визначення:

1) f(x) = x2 + 2x+ 7, 2) f(x) =
5x

9 + x2
,

3) f(x) = x3 + 8x, 4) f(x) = signx,

5) f(x) = |x+ 2| − |x− 3|, 6) f(x) = [x],

7) f(x) = sinx2, 8) f(x) = cos4 x,

9) f(x) = x3 + 3 sin 4x, 10) f(x) = x · signx,

11) f(x) = x[x], 12) f(x) = sign(cosx),

13) f(x) = [x] cos 2πx, 14) f(x) =

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣,

15) f(x) =
sinx

|x|
, 16) f(x) = (−1)[cosπx].

4) Дослiдити на неперервнiсть складену функцiю f(g(t)), якщо:

1) f(x) = x2 + 2x, g(t) = cos t,
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2) f(x) = 3x, g(t) = ctg 2t,

3) f(x) = signx, g(t) = t2 + 1,

4) f(x) = x2 + 1, g(t) = sign t,

5) f(x) = 1 + x− [x], g(t) = sign t,

6) f(x) = signx, g(t) = 1 + t− [t].

Приклади розв’язування вправ

1. Розглянемо тригонометричну функцiю f(x) = cos x. Зафiксуємо до-

вiльне x0 ∈ R i ε > 0. Тодi за означенням неперервностi функцiї на мовi

“ ε− δ ” маємо:

|f(x)− f(x0)| = | cosx− cosx0| =
∣∣∣∣−2 sin

x− x0

2
sin

x+ x0

2

∣∣∣∣ .
Оскiльки

∣∣∣∣sin x+ x0

2

∣∣∣∣ ≤ 1, а
∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|
2

для довiльного x ∈ R, то

|f(x)− f(x0)| ≤ 2 · 1
2
|x− x0| = |x− x0| < ε.

Звiдси випливає, що можна покласти δ(ε) = ε. Тодi

(∀ε > 0)(∃δ(ε) = ε)(∀x : |x− x0| < δ) :
{
| cosx− cosx0| < ε

}
.

Оскiльки точка x0 ∈ R – довiльна, то функцiя f(x) = cos x є неперервною

на всiй областi визначення. I

3.16. Якщо cosπx ∈ [0; 1), то πx ∈
[
− π

2
+ 2πn;

π

2
+ 2πn

]
i πx 6= 2πn,

n ∈ Z; якщо cos πx ∈ [−1; 0), то πx ∈
(π

2
+ 2πn;

3π

2
+ 2πn

)
, n ∈ Z; якщо

cos πx = 1, то πx = 2πn, n ∈ Z. З цього випливає, що якщо [cos πx] = 0,

то x ∈
[
− 1

2
+ 2n;

1

2
+ 2n

]
i x 6= 2n, n ∈ Z; якщо [cosπx] = −1, то

x ∈
(1

2
+ 2n;

3

2
+ 2n

)
, n ∈ Z; якщо [cos πx] = 1, то x = 2n, n ∈ Z. Тодi

f(x) = (−1)[cosπx] = 10 = 1, якщо x ∈
[
− 1

2
+ 2n;

1

2
+ 2n

]
i x 6= 2n, n ∈ Z;

f(x) = (−1)[cosπx] = (−1)(−1) = −1, якщо x ∈
(1

2
+ 2n;

3

2
+ 2n

]
або x = 2n,

n ∈ Z.
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Отже, за означенням неперервностi дана функцiя є неперервною на iнтер-

валах
(
− 1

2
+ 2n; 2n

)
,
(

2n;
1

2
+ 2n

)
,
(1

2
+ 2n;

3

2
+ 2n

)
, де n ∈ Z. На кiнцях

цих iнтервалiв функцiя буде мати розрив. I

4.3. Нехай t0 ∈ R, тодi надамо цiй точцi довiльного приросту ∆t. Обчи-

слимо вiдповiдний прирiст функцiї g(t) = t2 + 1. Маємо:

∆g(t0) = (t0 + ∆t)2 + 1− t20 − 1 = t20 + 2t0∆t+ ∆t2 − t20 = 2t0∆t+ ∆t2.

Звiдси дiстанемо, що lim
∆t→0

∆g(t0) = lim
∆t→0

(2t0∆t+ ∆t2) = 0.

Отже, функцiя g(t) = t2 + 1 є неперервною в довiльнiй точцi t0 ∈ R, а

отже, i на всiй множинi R.

Оскiльки g(t) > 0 для довiльного t ∈ R, то f(g(t)) = sign (t2 + 1) = 1 для

довiльного t ∈ R. Отже, функцiя f(x) = signx є неперервною в довiльнiй

точцi x0 = g(t0), а отже, i для довiльної точки x ∈ R. За властивiстю непе-

рервностi складеної функцiї отримуємо, що функцiя f(g(t)) = sign (t2 + 1) є

неперервною на всiй множинi дiйсних чисел. I

§2.6. Одностороння неперервнiсть функцiї. Класифiкацiя точок

розриву

Функцiю f(x) називається неперервною злiва (справа) в точцi x0,

якщо

f(x0 − 0)
def
= lim

x→x0−0
f(x) = f(x0),

f(x0 + 0)
def
= lim

x→x0+0
f(x) = f(x0).

Для неперервностi функцiї f(x) в точцi x0 необхiдно i достатньо, щоб

вона була неперервною i злiва i справа в цiй точцi, тобто

f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0).

Нехай x0 – точка розриву функцiї f(x). Тодi ця точка називається:

1) точкою усувного розриву , якщо f(x0 − 0) = f(x0 + 0) 6= f(x0),
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2) точкою розриву I-го роду , якщо iснують скiнченнi границi

lim
x→x0−0

f(x) i lim
x→x0+0

f(x), однак хоча б одна з них не рiвна значенню функцiї

f(x0). В цьому випадку величина |f(x0 + 0) − f(x0)| (|f(x0) − f(x0 − 0)|)

називається стрибком функцiї справа (злiва) в точцi x0;

3) точкою розриву II-го роду , якщо хоча б одна iз границь lim
x→x0−0

f(x),

lim
x→x0+0

f(x) рiвна нескiнченностi, або не iснує.

Вправи

1. Знайти точки розриву функцiй i встановити їх тип:

1) f(x)=


sin(x− 1)

x− 1
, якщо x 6= 1,

2, якщо x = 1,

2) f(x)=


e

1
x − e− 1

x

e
1
x + e−

1
x

, якщо x 6= 0,

1, якщо x = 0,

3) f(x) =
x3 − 27

x2 − 9
, 4) f(x) =

|x+ 3|
x+ 3

,

5) f(x) =
sin 4x

x
, 6) f(x) =

x2 + 3

x2 − 4
,

7) f(x) =
|x− 1|
x2 − x3

, 8) f(x) = arctg
1

x+ 2
,

9) f(x) =
1

1 + 2
1
x

, 10) f(x) =
cosx

| cosx|
.

2. Дослiдити функцiї на неперервнiсть i вияснити характер точок розри-

ву:

1) f(x)=


3x, якщо 0 ≤ x ≤ 1,

3 + x, якщо 1 < x ≤ 3,

2) f(x)=


x3, якщо − 1 ≤ x ≤ 2,

3 + x, якщо 2 < x ≤ 6,

3) f(x) =
|x|

arctg x
, 4) f(x) = ln(sin x),

5) f(x) =
x+ 2

3 + 2
1
x2

, 6) f(x) = e
1

x−3 ,
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7) f(x)=


ex − 1

x
, якщо x < 0,

√
x− 1

x
, якщо x > 0,

8) f(x) =

√
x+ 3− 2

x2 − 1
,

9) f(x) =
23x − 1

x
, 10) f(x) =

(
2− x

) 1
x−1 .

3. Пiдiбрати числа a та b, щоб кожна з функцiй f(x) в областi визначення

була неперервною:

1) f(x) =


x sin

1

x
, якщо x 6= 0,

a, якщо x = 0,

2) f(x) =


cos 4x, якщо x ≤ 0,

a(x2 − 4), якщо x > 0,

3) f(x) =


1− cosx

x2
, якщо x 6= 0,

a, якщо x = 0,

4) f(x) =


ln(1 + x)− ln(1− x)

x
, якщо x 6= 0,

ax+ b, якщо x = 0,

5) f(x) =


(x− 2)3, якщо x ≤ 0,

ax+ b, якщо 0 < x < 4,

√
x, якщо x ≥ 4,

6) f(x) =



x cos x
2

sinx
, якщо x ∈

[
− π

2
;
3

2
π
]
, x 6= 0, x 6= π,

a, якщо x = 0,

b, якщо x = π.

4. Дослiдити на неперервнiсть функцiї i побудувати їх графiки:

1) f(x) =
[
x2
]
, 2) f(x) =

[
cosx

]
,
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3) f(x) =
[

lnx
]
, 4) f(x) =

{
x2
}
,

5) f(x) =
{

cosx
}
, 6) f(x) =

{
lnx
}
.

Приклади розв’язування вправ

1.2. Нехай x0 ∈ R i x0 6= 0. Розглянемо прирiст функцiї в точцi x0 :

∆f(x0) =
e

1
x0+∆x − e−

1
x0+∆x

e
1

x0+∆x + e−
1

x0+∆x

− e
1
x0 − e−

1
x0

e
1
x0 + e−

1
x0

=

=
e

1
x0+∆x

(
e

1
x0+∆x − e−

1
x0+∆x

)
e

2
x0+∆x + 1

−
e

1
x0

(
e

1
x0 − e−

1
x0

)
e

2
x0 + 1

=

=

(
e

2
x0+∆x − 1

)(
e

2
x0 + 1

)
−
(
e

2
x0+∆x + 1

)(
e

2
x0 − 1

)
(
e

2
x0+∆x + 1

)(
e

2
x0 + 1

) =
2
(
e

2
x0+∆x − e

2
x0

)
(
e

2
x0+∆x + 1

)(
e

2
x0 + 1

) .
Тодi

lim
∆x→0

∆f(x0) = lim
∆x→0

2
(
e

2
x0+∆x − e

2
x0

)
(
e

2
x0+∆x + 1

)(
e

2
x0 + 1

) = 0.

Отже, функцiя є неперервною в будь-якiй точцi x0 ∈ R \ {0}.

Розглянемо тепер одностороннi границi в точцi x0 = 0 :

lim
x→−0

e
1
x − e− 1

x

e
1
x + e−

1
x

= lim
x→−0

e
2
x − 1

e
2
x + 1

= −1,

lim
x→+0

e
1
x − e− 1

x

e
1
x + e−

1
x

= lim
x→+0

e
2
x − 1

e
2
x + 1

= 1.

Отже, функцiя f(x) =
e

1
x − e− 1

x

e
1
x + e−

1
x

є неперервною справа в точцi x = 0. Крiм

того, точка x = 0 є точкою розриву першого роду цiєї функцiї. I

2.10. Областю визначення цiєї функцiї є множина виду

D(f) =
{
x : x ∈ (−∞; 1) ∪ (1; 2]

}
.

Нехай x0 ∈ D(f), крiм x = 2. Тодi розглянемо прирiст функцiї f(x) =

(2− x)
1

x−1 в точцi x0 :

∆f(x0) = (2− x0 −∆x)
1

x0+∆x−1 − (2− x0)
1

x0−1 = e
ln(2−x0−∆x)
x0+∆x−1 − e

ln(2−x0)
x0−1 .
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З неперервностi показникової та логарифмiчної функцiй на D(f) випли-

ватиме, що lim
∆x→0

∆f(x0) = 0. Отже, функцiя f(x) = (2−x)
1

x−1 є неперервною

в своїй областi визначення.

Розглянемо границю даної функцiї в точцi x0 = 1 :

lim
x→1

(2− x)
1

x−1 = lim
x→1

(
1 + (1− x)

) 1
x−1 =

= lim
x→1

(
1 + (1− x)

)− 1
1−x = e−1 =

1

e
.

Отже, точка x = 1 є точкою усувного розриву.

Розглянемо лiвосторонню границю функцiї в точцi x0 = 2 :

lim
x→2−0

(2− x)
1

x−1 = 0 = f(2− 0),

Отже, в точцi x = 2 функцiя є неперервною злiва. I

3.3. Знайдемо границю функцiї в точцi x0 = 0 :

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2 sin2 x
2

4 · x2

4

=
1

2
.

Отже, для того, щоб дана функцiя була неперервною, необхiдно i доста-

тньо, щоб a =
1

2
. I

§2.7. Властивостi функцiй, неперервних на вiдрiзку. Рiвномiрна

неперервнiсть функцiї

Функцiя y = f(x) називається неперервною на вiдрiзку [a; b], якщо

вона є неперервною у кожнiй точцi iнтервала (a; b), неперервна злiва у точцi

b i неперервна справа в точцi a.

Перша теорема Вейєрштрасса. Якщо функцiя y = f(x) неперервна

на вiдрiзку [a; b], то f(x) є обмеженою на цьому вiдрiзку.

Друга теорема Вейєрштрасса. Якщо функцiя y = f(x) неперерв-

на на вiдрiзку [a; b], то f(x) на цьому вiдрiзку досягає свого найбiльшого

max
x∈[a;b]

f(x) i найменшого min
x∈[a;b]

f(x) значень.
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Перша теорема Больцано-Кошi. Якщо функцiя y = f(x) є неперерв-

ною на вiдрiзку [a; b] i на кiнцях цього вiдрiзка набуває значень рiзних знакiв,

то всерединi цього вiдрiзка iснує принаймi одна точка c, що f(c) = 0.

Друга теорема Больцано-Кошi. Множиною значень функцiї

y = f(x), неперервної на вiдрiзку [a; b], є вiдрiзок
[

min
x∈[a;b]

f(x); max
x∈[a;b]

f(x)
]
.

Функцiя y = f(x) називається рiвномiрно неперервною на промiжку

X, якщо

(∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)(∀x′, x′′ ∈ X : |x′ − x′′| < δ) :
{∣∣f(x′)− f(x′′)

∣∣ < ε
}
.

Теорема Кантора. Якщо функцiя y = f(x) є неперервною на вiдрiзку

[a; b], то вона на цьому вiдрiзку є рiвномiрно неперервною.

Теорема про iснування оберненої функцiї. Якщо функцiя y = f(x)

є зростаючою (спадною) i неперервною на вiдрiзку [a; b], то iснує обернена

функцiя x = f−1(y), яка є неперервною i зростаючою (спадною) на вiдрiзку

[c; d], де c = min
x∈[a;b]

f(x), d = max
x∈[a;b]

f(x).

Вправи

1. Визначити, чи є обмеженими данi функцiї на вказаних промiжках:

1) f(x) =
1

x
, x ∈ [1; 2],

2) f(x) = ln x, x ∈ [2; e2],

3) f(x) = 2−x, x ∈ [−3; +∞),

4) f(x) = sinx, x ∈ (−∞; +∞),

5) f(x) = 2x + lg(1 + x2), x ∈ [0; 1],

6) f(x) = arctg x+ esinx, x ∈ [0; +∞),

7) f(x) = ln(sin x), x ∈ (0;π),

8) f(x) =
x

4− x2
, x ∈ [−1; 1],

9) f(x) = tg x− sinx, x ∈
[
0;
π

4

]
,

10) f(x) = 3tg x, x ∈
[
0;
π

6

]
.

2. Чи має дане рiвняння коренi, якi мiстяться на заданому вiдрiзку:
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1) x3 − 15x+ 2 = 0, [0; 1], 2) x3 + 6x− 8 = 0, [1; 1, 5],

3) x4 − 3x− 1 = 0, [1; 2], 4) x4 − 4x+ 1 = 0, [0; 1],

5) x4 − 2x− 2 = 0, [−1; 0], 6) x+ ex = 0, [−1; 0],

7) tg x− cosx = 0,
[
0;
π

4

]
, 8) lnx = arctg x, [1; 2],

9) ln2 x− x+ 2 = 0, [3; 4], 10) x2 = ex + 2, [−2;−1].

3. Знайти функцiї, оберненi до даних:

1) y = x2, 2) y = 2x− x2,

3) y =
ax+ b

cx+ d
, ad− bc 6= 0, 4) y = x+ [x],

5) y = sinx, x ∈
[π

2
;
3

2
π
]
, 6) y =

2x

1 + x2
,

7) y = tg x, x ∈
(π

2
;
3

2
π
)
, 8) y = cosx, x ∈ [0; 2π],

9) y =

x, якщо x ∈ Q,

−x, якщо x ∈ R \Q,
10) y = (1 + x2) signx.

4. Дослiдити на рiвномiрну неперервнiсть в заданих промiжках наступнi

функцiї:

1) f(x) =
x

4− x2
, x ∈ [−1; 1], 2) f(x) = ln x, x ∈ (0; 1),

3) f(x) = x2 − 2x− 1, x ∈ [−2; 5], 4) f(x) = 3
√
x, x ∈ [1; +∞),

5) f(x) = sin
1

x
, x ∈ (0; 1), 6) f(x) = sin2 x, x ∈ [0; +∞),

7) f(x) = sinx2, x ∈ [0; +∞), 8) f(x) = sin
√
x, x ∈ [0; +∞),

9) f(x) = sin(sin x), x ∈ [0; +∞), 10) f(x) = sin(x sinx), x ∈ [0; +∞).

5. Методом iнтервалiв розв’язати нерiвностi:

1)
1

x− 1
+

2

x+ 1
<

3

x
, 2)

2x− 1

x− 2
≤ x+ 2

x
,

3)
(x+ 1)(x2 − 2x− 3)

(x− 1)(x− 5)(2x− 3)
≤ 0, 4) sin 5x cos 2x < sin 4x cos 3x,
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5) 2 + tg 2x+ cos 2x < 0, 6)
(

1 +
7

x
+

12

x2

)(
1− 5

x

)2(
1− 2

x

)
> 0,

7) 2 sin2 x− 3 cosx < 0, 8) log 1
3
(x2 − 1) + log√3(5− x) < 1,

9) log2 |x2 − 5x+ 6| < log2 |1− x|, 10) log2x

(
2− 3|x|
x2 − 9

)
> 0.

Приклади розв’язування вправ

1.5. Оскiльки функцiї y = 2x та y = lg(1 + x2) є неперервними в кожнiй

точцi вiдрiзка [0; 1], то за властивiстю неперервних на вiдрiзку [0; 1] функцiй

отримаємо, що функцiя y = 2x + lg(1 + x2) є неперервною на вiдрiзку [0; 1].

Тодi з першої теореми Вейєрштрасса випливатиме, що y = 2x + lg(1 + x2)

є обмеженою на вiдрiзку [0; 1]. Крiм того, вона є монотонно зростаючою як

сума монотонно зростаючих функцiй на цьому вiдрiзку. Отже,

1 ≤ 2x + lg(1 + x2) ≤ 2 + lg 2,

де x ∈ [0; 1]. I

3.4. За означенням цiлої частини вiд x маємо, що для довiльного

x ∈ [n;n+ 1], (n ∈ Z) :

f(x) = x+ n = y, y ∈ [2n; 2n+ 1].

Звiдси випливатиме, що x = y − n = f−1(y), якщо y ∈ [2n; 2n + 1], де

n ∈ Z. I

4.4. Теорему Кантора застосувати не можемо, тому скористаємось озна-

ченням рiвномiрної неперервностi функцiї на промiжку. Нехай ε > 0 – задане

фiксоване число. Тодi, якщо |x′− x′′| < δ для довiльних x′, x′′ ∈ [1; +∞), то:

|f(x′)−f(x′′)|=
∣∣ 3
√
x′ − 3

√
x′′
∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

3
√
x′ − 3

√
x′′
)(

3
√

(x′)2 + 3
√
x′x′′ + 3

√
(x′′)2

)
3
√

(x′)2 + 3
√
x′x′′ + 3

√
(x′′)2

∣∣∣∣∣ =

=
|x′ − x′′|

3
√

(x′)2 + 3
√
x′x′′ + 3

√
(x′′)2

.
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Оскiльки x′ та x′′ – рiзнi i x′ > x′′ ≥ 1, тодi 3
√

(x′)2 + 3
√
x′x′′+ 3

√
(x′′)2 > 3. В

такому випадку

|f(x′)−f(x′′)|< |x
′ − x′′|

3
<
δ

3
= ε.

Отже, δ = 3ε для довiльних x′, x′′ ∈ [1; +∞), що i доводить рiвномiрну

неперервнiсть функцiї y = 3
√
x на промiжку [1; +∞). I

4.7. Нехай xn =
√

2πn, x′n =

√
π

2
+ 2πn, де n ∈ N. Тодi

|xn − x′n| <

∣∣∣∣∣ 2πn−
(
π
2 + 2πn

)
√

2πn+
√

π
2 + 2πn

∣∣∣∣∣ ≤ π
2

2
√

2πn
→ 0

при n→ +∞. Далi

|f(xn)− f(x′n)| =
∣∣∣sin(2πn)− sin

(π
2

+ 2πn
)∣∣∣ = 1.

Тодi для ε ∈ (0; 1), яке б ми не взяли δ > 0, iснуватимуть x′ ∈ {xn} та

x′′ ∈ {x′n} такi, що |x′ − x′′| < δ, а |f(x′) − f(x′′)| = 1 > ε. Отже, функцiя

y = sinx2 не буде рiвномiрно неперервною на промiжку [0; +∞). I

Iндивiдуальнi завдання до роздiлу II

Задача 1. Довести виконання наступних рiвностей (знайти δ(ε)):

1.1. lim
x→ −3

2x2 + 5x− 3

x+ 3
= −7. 1.2. lim

x→ 1

5x2 − 4x− 1

x− 1
= 6.

1.3. lim
x→ −2

3x2 + 5x− 2

x+ 2
= −7. 1.4. lim

x→ 3

4x2 − 14x+ 6

x− 3
= 10.

1.5. lim
x→ −1/2

6x2 + x− 1

x+ 1/2
= −5. 1.6. lim

x→ 1/2

6x2 − x− 1

x− 1/2
= 5.

1.7. lim
x→ −1/3

9x2 − 1

x+ 1/3
= −6. 1.8. lim

x→ 2

3x2 − 5x− 2

x− 2
= 7.

1.9. lim
x→ −1/3

3x2 − 2x− 1

x+ 1/3
= −4. 1.10. lim

x→ −1

7x2 + 8x+ 1

x+ 1
= −6.

1.11. lim
x→ 3

x2 − 4x+ 3

x− 3
= 2. 1.12. lim

x→ 1/2

2x2 + 3x− 2

x− 1/2
= 5.

1.13. lim
x→ 1/3

6x2 − 5x+ 1

x− 1/3
= −1. 1.14. lim

x→ −7/5

10x2 + 9x− 7

x+ 7/5
= −19.
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1.15. lim
x→ −7/2

2x2 + 13x+ 21

2x+ 7
= −1

2
. 1.16. lim

x→ 5/2

2x2 − 9x+ 10

2x− 5
=

1

2
.

1.17. lim
x→ 1/3

6x2 + x− 1

x− 1/3
= 5. 1.18. lim

x→ −1/2

6x2 − 75x− 39

x+ 1/2
= −81.

1.19. lim
x→ 11

2x2 − 21x− 11

x− 11
= 23. 1.20. lim

x→ 5

5x2 − 24x− 5

x− 5
= 26.

1.21. lim
x→ −7

2x2 + 15x+ 7

x+ 7
= −13. 1.22. lim

x→ −4

2x2 + 6x− 8

x+ 4
= −10.

1.23. lim
x→ −1/3

6x2 − x− 1

3x+ 1
= −5

3
. 1.24. lim

x→ −5

x2 + 2x− 15

x+ 5
= −8.

1.25. lim
x→ 8

3x2 − 40x+ 128

x− 8
= 8. 1.26. lim

x→ 10

5x2 − 51x+ 10

x− 10
= 49.

1.27. lim
x→ 1/2

2x2 − 5x+ 2

x− 1/2
= −3. 1.28. lim

x→ −6

3x2 + 17x− 6

x+ 6
= −19.

1.29. lim
x→ 1/3

3x2 + 17x− 6

x− 1/3
= 19. 1.30. lim

x→ −1/5

15x2 − 2x− 1

x+ 1/5
= −8.

Задача 2. Довести, що функцiя f(x) неперервна в точцi x0 (знайти δ(ε)):

2.1. f (x) = 5x2 − 1, x0 = 6. 2.2. f (x) = 4x2 − 2, x0 = 5.

2.3. f (x) = 3x2 − 3, x0 = 4. 2.4. f (x) = 2x2 − 4, x0 = 3.

2.5. f (x) = −2x2 − 5, x0 = 2. 2.6. f (x) = −3x2 − 6, x0 = 1.

2.7. f (x) = −4x2 − 7, x0 = 1. 2.8. f (x) = −5x2 − 8, x0 = 2.

2.9. f (x) = −5x2 − 9, x0 = 3. 2.10. f (x) = −4x2 + 9, x0 = 4.

2.11. f (x) = −3x2 + 8, x0 = 5. 2.12. f (x) = −2x2 + 7, x0 = 6.

2.13. f (x) = 2x2 + 6, x0 = 7. 2.14. f (x) = 3x2 + 5, x0 = 8.

2.15. f (x) = 4x2 + 4, x0 = 9. 2.16. f (x) = 5x2 + 3, x0 = 8.

2.17. f (x) = 5x2 + 1, x0 = 7. 2.18. f (x) = 4x2 − 1, x0 = 6.

2.19. f (x) = 3x2 − 2, x0 = 5. 2.20. f (x) = 2x2 − 3, x0 = 4.

2.21. f (x) = −2x2 − 4, x0 = 3. 2.22. f (x) = −3x2 − 5, x0 = 2.

2.23. f (x) = −4x2 − 6, x0 = 1. 2.24. f (x) = −5x2 − 7, x0 = 1.

2.25. f (x) = −4x2 − 8, x0 = 2. 2.26. f (x) = −3x2 − 9, x0 = 3.

2.27. f (x) = −2x2 + 9, x0 = 4. 2.28. f (x) = 2x2 + 8, x0 = 5.

2.29. f (x) = 3x2 + 7, x0 = 6. 2.30. f (x) = 4x2 + 6, x0 = 7.



Iндивiдуальнi завдання до роздiлу II 75

Задача 3. Обчислити границi:

3.1. lim
x→ −1

(
x3 − 2x− 1

)
(x+ 1)

x4 + 4x2 − 5
. 3.2. lim

x→ −1

x3 − 3x− 2

x+ x2
.

3.3. lim
x→ −1

(
x2 + 3x+ 2

)2

x3 + 2x2 − x− 2
. 3.4. lim

x→ 1

(
2x2 − x− 1

)2

x3 + 2x2 − x− 2
.

3.5. lim
x→ −3

(
x2 + 2x− 3

)2

x3 + 4x2 + 3x
. 3.6. lim

x→ −1

(
x3 − 2x− 1

)2

x4 + 2x+ 1
.

3.7. lim
x→ 0

(1 + x)3 − (1 + 3x)

x+ x5
. 3.8. lim

x→ 1

x2 − 2x+ 1

2x2 − x− 1
.

3.9. lim
x→ −1

x3 − 3x− 2

x2 − x− 2
. 3.10. lim

x→ −1

x3 + 5x2 + 7x+ 3

x3 + 4x2 + 5x+ 2
.

3.11. lim
x→ 1

x3 − 3x+ 2

x3 − x2 − x+ 1
. 3.12. lim

x→ 1

x3 + x2 − 5x+ 3

x3 − x2 − x+ 1
.

3.13. lim
x→ −1

x3 + 4x2 + 5x+ 2

x3 − 3x− 2
. 3.14. lim

x→ 1

x4 − 1

2x4 − x2 − 1
.

3.15. lim
x→−2

x3 + 5x2 + 8x+ 4

x3 + 3x2 − 4
. 3.16. lim

x→2

x3 − 5x2 + 8x− 4

x3 − 3x2 + 4
.

3.17. lim
x→2

x3 − 6x2 + 12x− 8

x3 − 3x2 + 4
. 3.18. lim

x→ −2

x3 + 5x2 + 8x+ 4

x3 + 7x2 + 16x+ 12
.

3.19. lim
x→− 1

x3 − 3x− 2

(x2 − x− 2)2
. 3.20. lim

x→2

x3 − 3x− 2

x− 2
.

3.21. lim
x→− 1

x3 − 3x− 2

x2 + 2x+ 1
. 3.22. lim

x→ 1

x2 − 2x+ 1

x3 − x2 − x+ 1
.

3.23. lim
x→ 1

x4 − 1

2x4 − x2 − 1
. 3.24. lim

x→− 1

x2 + 3x+ 2

x3 + 2x2 − x− 2
.

3.25. lim
x→ 1

2x2 − x− 1

x3 + 2x2 − x− 2
. 3.26. lim

x→−3

x2 + 2x− 3

x3 + 4x2 + 3x
.

3.27. lim
x→− 1

x3 − 2x− 1

x4 + 2x+ 1
. 3.28. lim

x→ 0

(1 + x)3 − (1 + 3x)

x2 + x5
.

3.29. lim
x→ 1

x2 − 1

2x2 − x− 1
. 3.30. lim

x→−3

x3 + 7x2 + 15x+ 9

x3 + 8x2 + 21x+ 18
.

Задача 4. Обчислити границi:

4.1. lim
x→ 4

√
1 + 2x− 3√
x− 2

. 4.2. lim
x→ −8

√
1− x− 3

2 + 3
√
x

.

4.3. lim
x→ 1

√
x− 1

3
√
x2 − 1

. 4.4. lim
x→ 3

√
x+ 13− 2

√
x+ 1

x2 − 9
.

4.5. lim
x→ −2

3
√
x− 6 + 2

x3 + 8
. 4.6. lim

x→ 16

4
√
x− 2√
x− 4

.

4.7. lim
x→ 8

√
9 + 2x− 5

3
√
x− 2

. 4.8. lim
x→ 0

√
1− 2x+ x2 − (1 + x)

x
.
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4.9. lim
x→ 0

3
√

8 + 3x+ x2 − 2

x+ x2
. 4.10. lim

x→ 0

3
√

27 + x− 3
√

27− x
x+ 2

3
√
x4

.

4.11. lim
x→ 1

3
√
x− 1

√
1 + x−

√
2x
. 4.12. lim

x→ 0

√
1 + x−

√
1− x

3
√

1 + x− 3
√

1− x
.

4.13. lim
x→ 2

3
√

4x− 2
√

2 + x−
√

2x
. 4.14. lim

x→ 1

√
x− 1

x2 − 1
.

4.15. lim
x→ 3

3
√

9x− 3
√

3 + x−
√

2x
. 4.16. lim

x→ −2

3
√
x− 6 + 2

x+ 2
.

4.17. lim
x→ 4

3
√

16x− 4
√

4 + x−
√

2x
. 4.18. lim

x→ 8

√
9 + 2x− 5

3
√
x2 − 4

.

4.19. lim
x→ 1/2

3
√
x/4− 1/2√

1/2 + x−
√

2x
. 4.20. lim

x→ 1/3

3
√
x/9− 1/3√

1/3 + x−
√

2x
.

4.21. lim
x→ 1/4

3
√
x/16− 1/4√

1/4 + x−
√

2x
. 4.22. lim

x→ 0

√
1 + x−

√
1− x

7
√
x

.

4.23. lim
x→ 0

3
√

27 + x− 3
√

27− x
3
√
x2 + 5

√
x

. 4.24. lim
x→ 0

3
√

8 + 3x− x2 − 2
3
√
x2 + x3

.

4.25. lim
x→ 0

√
1− 2x+ 3x2 − (1 + x)

3
√
x

. 4.26. lim
x→ 8

√
9 + 2x− 5

3
√
x− 2

.

4.27. lim
x→ 16

4
√
x− 2

3
√

(
√
x− 4)2

. 4.28. lim
x→ −2

3
√
x− 6 + 2
3
√
x3 + 8

.

4.29. lim
x→ 4

√
x− 2

3
√
x2 − 16

. 4.30. lim
x→ −8

10− x− 6
√

1− x
2 + 3
√
x

.

Задача 5. Обчислити границi:

5.1. lim
x→ 0

ln (1 + sinx)

sin 4x
. 5.2. lim

x→ 0

1− cos 10x

ex2 − 1
.

5.3. lim
x→ 0

3x2 − 5x

sin 3x
. 5.4. lim

x→ 0

1− cos 2x

cos 7x− cos 3x
.

5.5. lim
x→ 0

4x

tg(π(2 + x))
. 5.6. lim

x→ 0

2x

tg[2π(x+ 1/2)]
.

5.7. lim
x→ 0

1− cos3 x

4x2
. 5.8. lim

x→ 0

arcsin 3x
√

2 + x−
√

2
.

5.9. lim
x→ 0

2x − 1

ln(1 + 2x)
. 5.10. lim

x→ 0

arctg2x

sin(2π(x+ 10))
.

5.11. lim
x→ 0

ln(1− 7x)

sin(π(x+ 7))
. 5.12. lim

x→ 0

cos(x+ 5π/2)tgx
arcsin 2x2

.

5.13. lim
x→ 0

9 ln(1− 2x)

4 arctg 3x
. 5.14. lim

x→ 0

1−
√

3x+ 1

cos[π(x+ 1)/2]
.

5.15. lim
x→ 0

sin 7x

x2 + πx
. 5.16. lim

x→ 0

√
4 + x− 2

3 arctgx
.
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5.17. lim
x→ 0

2 sin[π(x+ 1)]

ln(1 + 2x)
. 5.18. lim

x→ 0

cos 2x− cosx

1− cosx
.

5.19. lim
x→ 0

√
1 + x− 1

sin[π(x+ 2)]
. 5.20. lim

x→ 0

sin[5(x+ π)]

e3x − 1
.

5.21. lim
x→ 0

1−
√

cosx

x sinx
. 5.22. lim

x→ 0

arcsin 2x

2−3x − 1
ln 2.

5.23. lim
x→ 0

e4x − 1

sin(π(x/2 + 1))
. 5.24. lim

x→ 0

1− cosx

(e3x − 1)2
.

5.25. lim
x→ 0

sin2 x− tg2x

x4
. 5.26. lim

x→ 0

arcsin 2x

ln(e− x)− 1
.

5.27. lim
x→ 0

tgx− sinx

x(1− cos 2x)
. 5.28. lim

x→ 0

ln(x2 + 1)

1−
√
x2 + 1

.

5.29. lim
x→ 0

tg(π(1 + x/2))

ln(x+ 1)
. 5.30. lim

x→ 0

2(eπx − 1)

3( 3
√

1 + x− 1)
.

Задача 6. Обчислити границi:

6.1. lim
x→ 1

x2 − 1

lnx
. 6.2. lim

x→ 1

√
x2 − x+ 1− 1

lnx
.

6.3. lim
x→ π

1 + cos 3x

sin2 7x
. 6.4. lim

x→π/4

1− sin 2x

(π − 4x)2
.

6.5. lim
x→ 1

1 + cos πx

tg2πx
. 6.6. lim

x→ π/2

tg3x

tgx
.

6.7. lim
x→ π

sin2 x− tg2x

(x− π)4
. 6.8. lim

x→ 1

√
x2 − x+ 1− 1

tgπx
.

6.9. lim
x→ π

cos 5x− cos 3x

sin2 x
. 6.10. lim

x→ 2π

sin 7x− sin 3x

ex2 − e4π2 .

6.11. lim
x→ 2

sin 7πx

sin 8πx
. 6.12. lim

x→ 2

ln(5− 2x)√
10− 3x− 2

.

6.13. lim
x→ 1

√
x2 − 3x+ 3− 1

sinπx
. 6.14. lim

x→ π

x2 − π2

sinx
.

6.15. lim
x→ 1

35x−3 − 32x2

tgπx
. 6.16. lim

x→ 4

2x − 16

sin πx
.

6.17. lim
x→ π/2

ln 2x− ln π

sin(5x/2) cosx
. 6.18. lim

x→ π/4

ln tgx

cos 2x
.

6.19. lim
x→ π

eπ − ex

sin 5x− sin 3x
. 6.20. lim

x→ 2

ln(9− 2x2)

sin 2πx
.

6.21. lim
x→ 2

1− 24−x2

2(
√

2x−
√

3x2 − 5x+ 2)
. 6.22. lim

x→ 1

3
√
x− 1

4
√
x− 1

.

6.23. lim
x→ −2

tgπx

x+ 2
. 6.24. lim

x→ π

1− sin(x/2)

π − x
.

6.25. lim
x→ π/3

1− 2 cosx

π − 3x
. 6.26. lim

x→ 2

arctg(x2 − 2x)

sin 3πx
.
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6.27. lim
x→1

1− x2

sin πx
. 6.28. lim

x→ 1

cos(πx/2)

1−
√
x
.

6.29. lim
x→ 1

3−
√

10− x
sin 3πx

. 6.30. lim
x→ π

sin 5x

tg3x
.

Задача 7. Обчислити границi:

7.1. lim
x→ π/2

2cos2 x − 1

ln sinx
. 7.2. lim

x→ 1/2

(2x− 1)2

esinπx − e− sin 3πx
.

7.3. lim
x→ 2

ln
(
x− 3
√

2x− 3
)

sin (πx/2)− sin [(x− 1)π]
. 7.4. lim

x→ 2

tgx− tg 2

sin ln (x− 1)
.

7.5. lim
x→ π/2

etg 2x − e− sin 2x

sinx− 1
. 7.6. lim

x→ π/6

ln sin 3x

(6x− π)2 .

7.7. lim
x→ 3

sin
(√

2x2 − 3x− 5−
√

1 + x
)

ln (x− 1)− ln (x+ 1) + ln 2
. 7.8. lim

x→ 2π

(x− 2π)2

tg (cosx− 1)
.

7.9. lim
x→ 1/2

ln(4x− 1)√
1− cos πx− 1

. 7.10. lim
x→ −2

arcsin (x+ 2)/2

3
√

2+x+x2 − 9
.

7.11. lim
x→ 3

2sinπx − 1

ln(x3 − 6x− 8)
. 7.12. lim

x→ π

ln cos 2x

(1− π/x)2
.

7.13. lim
x→ 2

tg ln(3x− 5)

ex+3 − ex2+1
. 7.14. lim

x→ 2π

ln cosx

3sin 2x − 1
.

7.15. lim
x→ 1

3
√

1 + ln2 x− 1

1 + cos πx
. 7.16. lim

x→ π

cos(x/2)

esinx − esin 4x
.

7.17. lim
x→ 3

ln(2x− 5)

esinπx − 1
. 7.18. lim

x→ π/3

esin2 6x − esin2 3x

log3 cos 6x
.

7.19. lim
x→π/2

esin 2x − etg 2x

ln(2x/π)
. 7.20. lim

x→ −2

tg(ex+2 − ex2−4)

tgx+ tg2
.

7.21. lim
x→ 1

√
2x + 7−

√
2x+1 + 5

x3 − 1
. 7.22. lim

x→ π

ln(2 + cos x)

(3sinx − 1)2
.

7.23. lim
x→ π

(x3 − π3) sin 5x

esin2 x − 1
. 7.24. lim

x→ −1

tg (x+ 1)

e
3
√
x3−4x2+6 − e

.

7.25. lim
x→ π

ln cos 2x

ln cos 4x
. 7.26. lim

x→ π/2

ln sinx

(2x− π)2
.

7.27. lim
x→ a

ax
2−a2 − 1

tg ln(x/a)
. 7.28. lim

x→ −3

sin(e
3
√

1−x2/2 − e 3
√
x+2)

arctg(x+ 3)
.

7.29. lim
x→ aπ

ln(cos(x/a) + 2)

aa
2π2/x2−aπ/x − aaπ/x−1

. 7.30. lim
x→ π

tg(3π/x − 3)

3cos(3x/2) − 1
.

Задача 8. Обчислити границi:
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8.1. lim
x→ 0

72x − 53x

2x− arctg 3x
. 8.2. lim

x→ 0

e3x − e−2x

2 arcsinx− sinx
.

8.3. lim
x→ 0

62x − 7−2x

sin 3x− 2x
. 8.4. lim

x→ 0

e5x − e3x

sin 2x− sinx
.

8.5. lim
x→ 0

32x − 53x

arctgx+ x3
. 8.6. lim

x→ 0

e2x − e3x

arctgx− x2
.

8.7. lim
x→ 0

35x − 2x

x− sin 9x
. 8.8. lim

x→ 0

e4x − e−2x

2 arctgx− sinx
.

8.9. lim
x→ 0

12x − 5−3x

2 arcsinx− x
. 8.10. lim

x→ 0

e7x − e−2x

sinx− 2x
.

8.11. lim
x→ 0

35x − 27x

arcsin 2x− x
. 8.12. lim

x→ 0

e5x − ex

arcsinx+ x3
.

8.13. lim
x→ 0

4x − 27x

tg3x− x
. 8.14. lim

x→ 0

ex − e−x

tg2x− sinx
.

8.15. lim
x→ 0

102x − 7−x

2tgx− arctgx
. 8.16. lim

x→ 0

e2x − ex

sin 3x− sin 5x
.

8.17. lim
x→ 0

73x − 32x

tgx+ x3
. 8.18. lim

x→ 0

e4x − e2x

2tgx− sinx
.

8.19. lim
x→ 0

32x − 7x

arcsin 3x− 5x
. 8.20. lim

x→ 0

e2x − e−5x

2 sinx− tgx
.

8.21. lim
x→ 0

45x − 9−2x

sinx− tgx3
. 8.22. lim

x→ 0

e3x − e2x

sin 3x− tg2x
.

8.23. lim
x→ 0

52x − 23x

sinx+ sinx2
. 8.24. lim

x→ 0

ex − e3x

sin 3x− tg2x
.

8.25. lim
x→ 0

9x − 23x

arctg 2x− 7x
. 8.26. lim

x→ 0

ex − e−2x

x+ sinx2
.

8.27. lim
x→ 0

35x − 2−7x

2x− tgx
. 8.28. lim

x→ 0

e2x − ex

sin 2x− sinx
.

8.29. lim
x→ 0

e2x − ex

x+ tgx2
. 8.30. lim

x→ 0

23x − 32x

x+ arcsinx3
.

Задача 9. Обчислити границi:

9.1. lim
x→ 0

ex + e−x − 2

sin2 x
. 9.2. lim

x→ 0

1 + x sinx − cos 2x

sin2 x
.

9.3. lim
x→ −1

x3 + 1

sin(x+ 1)
. 9.4. lim

x→ a

tgx− tga

lnx− ln a
.

9.5. lim
x→ 0

√
1 + tgx−

√
1 + sin x

x3
. 9.6. lim

x→ 0

eαx − eβx

sinαx− sin βx
.

9.7. lim
x→ 0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
. 9.8. lim

x→ 0

x2 (ex − e−x)
ex3+1 − e

.

9.9. lim
x→ π/3

1− 2 cosx

sin(π − 3x)
. 9.10. lim

x→ 1

1− x2

sin πx
.
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9.11. lim
x→ π/4

sinx− cosx

ln tgx
. 9.12. lim

x→ b

ax − ab

x− b
.

9.13. lim
x→ 0

1− cos 2x+ tg2x

x sin 3x
. 9.14. lim

x→ 0

sin 2x− 2 sinx

x ln cos 5x
.

9.15. lim
h→ 0

ln (x+h)+ln (x−h)−2 lnx

h2
, x>0. 9.16. lim

x→ 1

1− x
log2 x

.

9.17. lim
x→ 0

esin 2x − esinx

tgx
. 9.18. lim

x→ 1

2x − 2

lnx
.

9.19. lim
h→ 0

sin (x+ h)− sin (x− h)

h
. 9.20. lim

x→ 0

√
x+ 2−

√
2

sin 3x
.

9.21. lim
h→ 0

ax+h + ax−h − 2ax

h2
. 9.22. lim

x→ 0

1−
√

cosx

1− cos
√
x
.

9.23. lim
x→ 3

3
√

5 + x− 2

sinπx
. 9.24. lim

x→ π/6

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1
.

9.25. lim
x→ 10

lg x− 1√
x− 9− 1

. 9.26. lim
x→ 0

3x+1 − 3

ln
(
1 + x

√
1 + xex

) .
9.27. lim

x→ 0

√
cosx− 1

sin2 2x
. 9.28. lim

x→ 0

sin bx− sin ax

ln (tg (π/4 + ax))
.

9.29. lim
x→ π/2

1− sin3 x

cos2 x
. 9.30. lim

x→ 3

log3 x− 1

tgπx
.

Задача 10. Обчислити границi:

10.1. lim
x→ 0

(
1− ln

(
1 + x3

))3/(x2 arcsinx)
. 10.2. lim

x→ 0

(
cos
√
x
)1/x

.

10.3. lim
x→ 0

(
1 + x · 2x

1 + x · 3x

)1/x2

. 10.4. lim
x→ 0

(
2− 3arctg2

√
x
)2/ sinx

.

10.5. lim
x→ 0

(
1 + sin x cosαx

1 + sin x cos βx

)ctg3x

. 10.6. lim
x→ 0

(
5− 4

cosx

)1/ sin2 3x

.

10.7. lim
x→ 0

(
1− ln

(
1 + 3
√
x
))x/ sin4 3

√
x
. 10.8. lim

x→ 0

(
2− earcsin2√x

)3/x

.

10.9. lim
x→ 0

(cosπx)1/(x sinπx). 10.10. lim
x→ 0

(
1 + sin2 3x

)1/ ln cosx
.

10.11. lim
x→ 0

(
tg
(π

4
− x
))ctgx

. 10.12. lim
x→ 0

(
1− x sin2 x

)1/ ln(1+πx3)
.

10.13. lim
x→ 0

(
2− 5arcsinx3

)(cos ec2x)/x
. 10.14. lim

x→ 0
(2− cos 3x)1/ ln(1+x2).

10.15. lim
x→ 0

(
2− esinx

)ctgπx
. 10.16. lim

x→ 0
(cosx)1/ ln(1+sin2 x).

10.17. lim
x→ 0

(
2− ex2

)1/ln(1+tg2(πx/3))
. 10.18. lim

x→ 0
(3− 2 cosx)−cosec2x.

10.19. lim
x→ 0

(
2− 3sin2 x

)1/ ln cosx

. 10.20. lim
x→ 0

x2√
2− cosx.
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10.21. lim
x→ 0

(
6− 5

cosx

)ctg2x

. 10.22. lim
x→ 0

(
3− 2

cosx

)cosec2x

.

10.23. lim
x→ 0

(
1 + sin x cos 2x

1 + sin x cos 3x

)1/ sinx3

. 10.24. lim
x→ 0

(
2− ex2

)1/(1−cosπx)

.

10.25. lim
x→ 0

(
1 +

1

3
arctg6

√
x

)1/x3

. 10.26. lim
x→ 0

(
1 + tgx cos 2x

1 + tgx cos 5x

)1/x3

.

10.27. lim
x→ 0

(
1 + x · 3x

1 + x · 7x

)1/tg2x

. 10.28. lim
x→ 0

(
1 + tg2x

)1/ ln(1+3x2)
.

10.29. lim
x→ 0

(1− ln cosx)1/tg2x. 10.30. lim
x→ 0

(
1− sin2 x

2

)1/ ln(1+tg23x)
.

Задача 11. Обчислити границi:

11.1. lim
x→ 0

(
sin 2x

x

)1+x

. 11.2. lim
x→ 0

(
2 + x

3− x

)x
.

11.3. lim
x→ 0

(
sin 4x

x

)2/(x+2)

. 11.4. lim
x→ 0

(
e3x − 1

x

)cos2(π/4+x)

.

11.5. lim
x→ 0

(cosx)x+3. 11.6. lim
x→ 0

(
x2 + 4

x+ 2

)x2+3

.

11.7. lim
x→ 0

(
ln (1 + x)

6x

)x/(x+2)

. 11.8. lim
x→ 0

(
tg4x

x

)2+x

.

11.9. lim
x→ 0

(
ex

3 − 1

x2

)(8x+3)/(1+x)

. 11.10. lim
x→ 0

(
x+ 2

x+ 4

)cosx

.

11.11. lim
x→ 0

(
sin 6x

2x

)2+x

. 11.12. lim
x→ 0

(
ex

2 − 1

x2

)6/(1+x)

.

11.13. lim
x→ 0

(
sin 2x

sin 3x

)x2

. 11.14. lim
x→ 0

(
tg
(
x+

π

3

))x+2

.

11.15. lim
x→ 0

(
x3 + 8

3x2 + 10

)x+2

. 11.16. lim
x→ 0

(sin (x+ 2))3/(3+x).

11.17. lim
x→ 0

(
22x − 1

x

)x+1

. 11.18. lim
x→ 0

(
x4 + 5

x+ 10

)4/(x+2)

.

11.19. lim
x→ 0

(
11x+ 8

12x+ 1

)cos2 x

. 11.20. lim
x→ 0

(
x3 + 1

x3 + 8

)2/(x+1)

.

11.21. lim
x→ 0

(
ln
(
1 + x2

)
x2

)3/(x+8)

. 11.22. lim
x→ 0

(
cos

x

π

)1+x

.

17.23. lim
x→ 0

(
arcsinx

x

)2/(x+5)

. 11.24. lim
x→ 0

(
arctg 3x

x

)x+2

.
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11.25. lim
x→ 0

(ex + x)cosx4

. 11.26. lim
x→ 0

(
sin 5x2

sinx

)1/(x+6)

.

11.27. lim
x→ 0

(
tg
(π

4
− x
))(ex−1)/x

. 11.28. lim
x→ 0

(
6− 5

cosx

)tg2x

.

11.29. lim
x→ 0

(
1 + 8x

2 + 11x

)1/(x2+1)
. 11.30. lim

x→ 0

(
arcsin2 x

arcsin2 4x

)2x+1

.

Задача 12. Обчислити границi:

12.1. lim
x→ 1

(
3x− 1

x+ 1

)1/( 3
√
x−1)

. 12.2. lim
x→ a

(
sinx

sin a

)1/(x−a)

.

12.3. lim
x→ 1

(
2x− 1

x

)1/( 3
√
x−1)

. 12.4. lim
x→ 2

(cosx

cos 2

)1/(x−2)

.

12.5. lim
x→ 8

(
2x− 7

x+ 1

)1/( 3
√
x−2)

. 12.6. lim
x→ π/4

(tgx)1/ cos(3π/4−x).

12.7. lim
x→ 1

(
2x− 1

x

)1/( 5
√
x−1)

. 12.8. lim
x→ a

(
2− x

a

)tgπx2a

.

12.9. lim
x→ 2π

(cosx)ctg2x/ sin 3x. 12.10. lim
x→ 2π

(cosx)1/ sin2 2x.

12.11. lim
x→ 3

(
6− x

3

)tgπx6

. 12.12. lim
x→ 4π

(cosx)ctgx/ sin 4x.

12.13. lim
x→ 1

(3− 2x)tgπx2 . 12.14. lim
x→ 4π

(cosx)
5

tg5x sin 2x .

12.15. lim
x→ 3

(
9− 2x

3

)tgπx6

. 12.16. lim
x→ π/2

(sinx)6tgx·tg3x.

12.17. lim
x→ 1

(
2ex−1 − 1

)x/(x−1)
. 12.18. lim

x→ π/2

(
tg
x

2

)1/(x−π/2)

.

12.19. lim
x→ 1

(
2ex−1 − 1

)(3x−1)/(x−1)
. 12.20. lim

x→ π/2
(1 + cos 3x)secx.

12.21. lim
x→ 2

(
2ex−2 − 1

)(3x+2)/(x−2)
. 12.22. lim

x→ 1

(
sin (x− 1)

x− 1

) sin(x−1)
x−1−sin(x−1)

.

12.23. lim
x→ 1

(
2− x
x

)1/ ln(2−x)

. 12.24. lim
x→ π/2

(
ctg

x

2

)1/ cosx

.

12.25. lim
x→ 1

(2− x)
sin(πx/2)
ln(2−x) . 12.26. lim

x→ 3

(
sinx

sin 3

)1/(x−3)

.

12.27. lim
x→ 1

(
x+ 1

2x

) ln(x+2)
ln(2−x)

. 12.28. lim
x→ π/2

(sinx)
18 sin x

ctgx .

12.29. lim
x→ 1

(
1

x

) ln(x+1)
ln(2−x)

. 12.30. lim
x→ π

(
ctg

x

4

)1/ cos(x/2)

.
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Задача 13. Обчислити границi:

13.1. lim
x→ e

(
lnx− 1

x− e

)sin π
2ex

. 13.2. lim
x→ π/4

(tgx)ctgx.

13.3. lim
x→ π/4

(
ln tgx

1− ctgx

)1/(x+π/4)

. 13.4. lim
x→ 2

(sinx)3/(1+x).

13.5. lim
x→ 2

(
sin 3πx

sinπx

)sin2(x−2)

. 13.6. lim
x→ π/6

(sinx)6x/π.

13.7. lim
x→ 3

(
2− x

3

)sinπx

. 13.8. lim
x→ 1

(
1 + x

2 + x

)(1−x2)/(1−x)

.

13.9. lim
x→ 1

(1 + ex)
sinπx
1−x . 13.10. lim

x→ 1

(
tg9πx

sin 4πx

)x/(x+1)

.

13.11. lim
x→ 3

(
arcsin (x− 3)

sin 3πx

)x2−8

. 13.12. lim
x→ π/4

(sin 2x)
x2−π2/16

x−π/4 .

13.13. lim
x→ 1

(
arctg

x− 3/4

(x− 1)2

)x+1

. 13.14. lim
x→ π

(
ctg

x

4

)sin(x−π)

.

13.15. lim
x→ a

(
sinx− sin a

x− a

)x2/a2

. 13.16. lim
x→ 2

(√
x+ 2− 2

x2 − 4

)1/x

.

13.17. lim
x→ π/4

(sinx+ cosx)1/tgx. 13.18. lim
x→ π/8

(tg2x)sin(π/8+x).

13.19. lim
x→ 1

(arcsinx)tgπx. 13.20. lim
x→ π

(x+ sinx)sinx+x.

13.21. lim
x→ 1

(
ln2 ex

)1/(x2+1)
. 13.22. lim

x→ 1

(√
x+ 1

)π/arctgx
.

13.23. lim
x→ 1

(
x3 − 1

x− 1

)1/x2

. 13.24. lim
x→ 1

(
esinπx − 1

x− 1

)x2+1

.

13.25. lim
x→ 2

(cosπx)tg(x−2). 13.26. lim
x→ 1/2

(arcsinx+ arccosx)1/x.

13.27. lim
x→ π/2

(cosx+ 1)sinx. 13.28. lim
x→ 1

(
3
√
x+ x− 1

)sin(πx/4)
.

13.29. lim
x→ 1

(
x2 + 2x− 3

x2 + 4x− 5

)1/(2−x)

. 13.30. lim
x→ 1

(
1 + cos πx

tg2πx

)x2

.

Задача 14. Обчислити границi:

14.1. lim
x→ 0

√
4 cos 3x+ x arctg (1/x).

14.2. lim
x→ π/2

√
3 sinx+ (2x− π) sin

x

2x− π
.

14.3. lim
n→∞

2n− sinn
√
n− 3
√
n3 − 7

. 14.4. lim
x→ 0

tgx cos (1/x) + lg (2 + x)

lg (4 + x)
.
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14.5. lim
n→∞

e1/n + sin n
n2+1 · cosn

1 + cos (1/n)
. 14.6. lim

n→∞

4
√

2 + n5 −
√

2n3 + 3

(n+ sinn)
√

7n
.

14.7. lim
x→ π/4

3
√

tgx+(4x−π) cos x
4x−π

lg (2 + tgx)
. 14.8. lim

n→∞

(
sin
√
n2+1·arctg

n

n2+1

)
.

14.9. lim
n→∞

n2 −
√

3n5 − 7

(n2 − n cosn+ 1)
√
n
. 14.10. lim

n→∞

3 sinn+
√
n− 1

n+
√
n+ 1

.

14.11. lim
n→∞

(1− cosn) 3
√
n√

2n+ 1− 1
. 14.12. lim

x→ 0
ln

(
2 +

√
arctgx · sin 1

x

)
.

14.13. lim
x→ −2

√
1 + cos πx

4 + (x+ 2) sin x
x+2

. 14.14. lim
n→∞

n
3
√
n4 − 3 + sinn

.

14.15. lim
n→∞

3
√
n2 + cosn+

√
3n2 + 2

5
√
n6 + 1

. 14.16. lim
x→ 0

3
√

tgx arctg 1
x + 3

2− lg (1 + sinx)
.

14.17. lim
x→ 0

√
arctgx · sin2 1

x
+ 5 cosx. 14.18. lim

x→ 0

√
4 cosx+ sin

1

x
· ln (1 + x).

14.19. lim
x→ 0

√
2 cos2 x+ (ex − 1) sin

1

x
. 14.20. lim

x→ 0

2 + ln
(
e+ x sin 1

x

)
cosx+ sinx

.

14.21. lim
x→ 0

ln

[(
ex

2 − cosx
)

cos
1

x
+ tg

(
x+

π

3

)]
.

14.22. lim
x→ 0

cosx+ ln (1 + x)
√

2 + cos 1
x

2 + ex
. 14.23. lim

x→ 1

cos 2πx

2 +
(
e
√
x−1 − 1

)
arctgx+2

x−1

.

14.24. lim
x→ 0

√
(esinx − 1) cos

1

x
+ 4 cosx. 14.25. lim

x→ 0

cos (1 + x)(
2 + sin 1

x

)
ln (1 + x) + 2

.

14.26. lim
x→ 2

3

√
lg (x+ 2) + sin

√
4− x2 cos

x+ 2

x− 2
.

14.27. lim
x→ π/2

2 + cos x sin 2
2x−π

3 + 2x sinx
. 14.28. lim

x→ 1
tg

(
cosx+sin

x−1

x+1
cos

x+1

x−1

)
.

14.29. lim
x→ 0

√
x

(
2+sin

1

x

)
+4 cosx. 14.30. lim

x→ 1

sinx+ sin πx · arctg1+x
1−x

1 + cos x
.
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однiєї змiнної

§3.1. Похiдна функцiї в точцi. Геометричний та фiзичний змiст

Нехай функцiя y = f(x) визначена на iнтервалi (a, b) i x0 ∈ (a, b). По-

хiдною функцiї f(x) у точцi x0 називають скiнченну границю (якщо вона

iснує) вiдношення приросту функцiї ∆f(x0) = f(x0+∆x)−f(x0) до приросту

аргумента ∆x, при умовi, що прирiст аргумента прямує до нуля, тобто

f ′(x0) := lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆f(x0)

∆x
.

Функцiя, яка має скiнченну похiдну в точцi x0, називається диференцi-

йовною в цiй точцi. Прирiст диференцiйовної в точцi x0 функцiї має вигляд

∆f(x0) = f ′(x0)∆x+ α(∆x)∆x,

де α(∆x) – нескiнченно мала функцiя при ∆x→ 0.

Зауважимо, що неперервнiсть функцiї в точцi x0 є необхiдною умовою її

диференцiйовностi в цiй точцi.

Якщо iснує нескiнченна границя lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
, то кажуть, що функцiя

y = f(x) має в точцi x0 нескiнченну похiдну.

Похiдну функцiї y = f(x) в точцi x0 позначають одним iз символiв f ′(x0),
df(x0)

dx
або y′(x0),

dy(x0)

dx
.

Використовуючи означення одностороннiх границь (див. §2.1) можна

означити поняття одностороннiх похiдних.



86 РОЗДIЛ III. Похiдна i диференцiал функцiї однiєї змiнної

Лiвосторонньою (правосторонньою) похiдною функцiї f(x) в то-

чцi x0 називається скiнченна границя

f ′(x0 − 0) := lim
∆x→−0

∆f(x0)

∆x

(
f ′(x0 + 0) := lim

∆x→+0

∆f(x0)

∆x

)
.

Якщо така границя рiвна ±∞, то говорять, що в точцi x0 iснує нескiн-

ченна лiвостороння (правостороння) похiдна.

Зауважимо, що функцiя y = f(x) має похiдну в точцi x0, якщо iснують

та дорiвнюють одна однiй одностороннi похiднi в точцi x0, тобто

f ′(x0) = f ′(x0 − 0) = f ′(x0 + 0).

Фiзичний змiст похiдної : швидкiсть змiни функцiї в точцi x0.

Геометричний змiст похiдної : похiдна функцiї y = f(x) в точцi

x0 дорiвнює кутовому коефiцiєнту дотичної до графiка функцiї у точцi

M(x0, f(x0)), тобто

f ′(x0) = tgα,

де α – кут, який утворює дотична до графiка функцiї y = f(x) в точцi

(x0, f(x0)) з додатнiм напрямом осi Ox (див. рис. 7).

6

-
α

x

y

y = f(x)

O

y0

x0

Рис. 7. Геометричний змiст похiдної

З геометричного змiсту похiдної випливає, що рiвняння дотичної до гра-

фiка функцiї y = f(x) в точцi x0 записується таким чином

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).
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Якщо неперервна в точцi x0 функцiя має нескiнченну похiдну, тодi доти-

чною до графiка функцiї в точцi M(x0, f(x0)) є пряма x = x0.

Для нормалi (прямої, яка проходить через точку M(x0, f(x0)), перпенди-

кулярно до дотичної) рiвняння має вигляд

y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x− x0), f ′(x0) 6= 0.

Зауважимо, що якщо f ′(x0) = 0, то нормаллю є пряма x = x0, а якщо

функцiя в точцi x0 має нескiнченну похiдну, то нормаллю до кривої y = f(x)

в точцi x0 є пряма y = f(x0).

Теорема про похiдну складеної функцiї. Якщо функцiя y = f(x) має

похiдну в точцi x0, а функцiя z = g(y) має похiдну в точцi y0 = f(x0), то

складена функцiя z = g(f(x)) має похiдну в точцi x0, причому

z′(x0) = g′(y0) · f ′(x0) або
dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx
.

Наведене правило обчислення похiдної складеної функцiї застосовується i

для композицiї довiльної скiнченної кiлькостi функцiй. Наприклад, для скла-

деної функцiї z(y(x(t))), де x(t), y(x) i z(y) – диференцiйовнi у вiдповiдних

точках функцiї, має мiсце рiвнiсть

dz

dt
=
dz

dy
· dy
dx
· dx
dt
.

Таблиця похiдних основних елементарних функцiй

№з/п Функцiя y = f(x) Похiдна функцiї y′ = f ′(x)

1 C, де C = const 0

2 xα, α ∈ R αxα−1

3 ax ax ln a

4 ex ex

5 loga x
1

x ln a

6 lnx 1
x

7 sinx cosx
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№з/п Функцiя y = f(x) Похiдна функцiї y′ = f ′(x)

8 cosx − sinx

9 tg x 1
cos2 x

10 ctg x − 1
sin2 x

11 arcsinx 1√
1−x2

12 arccosx − 1√
1−x2

13 arctg x 1
1+x2

14 arcctg x − 1
1+x2

15 chx shx

16 shx chx

17 thx 1
ch2 x

18 cthx − 1
sh2 x

Основнi правила диференцiювання

Нехай U та V – функцiї, якi мають похiдну в точцi x, c – стала. Тодi:

1) c′ = 0; 2) (U ± U)′ = U ′ ± V ′;

3) (c · U)′ = c · U ′; 4) (U · V )′ = U ′V + V ′U ;

5)
(
U

V

)′
=
U ′V − V ′U

V 2
; 6) (U(V (x)))′ = U ′(V (x)) · V ′(x).

Вправи

1. Використовуючи означення похiдної, знайти похiднi функцiй:

1) y = 3x2 − 5x+ 6 2) y =
3
√
x2 − 2,

3) y = cos2 3x, 4) y = 5x−6,

5) y = log3(2x
2 + 7), 6) y =

1

x2 + 1
,

7) y = cos2 x− sin2 x, 8) y = tg2 x,

9) y = 7x
2−3x+7, 10) y = ln(4x− 7).
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2. Застосовуючи правила диференцiювання та формули похiдних основ-

них елементарних функцiй, знайти похiднi наступних функцiй:

1) y =
3

7
x4 3
√
x2 − 2x2

√
x3, 2) y =

4√
x
− 6

3
√
x

+
1

x
,

3) y = 2x2+sin4 x+2 sin2 x cos2 x+cos4 x−4x+7, 4) y =
3x2 − 2x+ 5

1− 2x2 − x
,

5) y = cos(sin2 x) · sin(cos2 x), 6) y =

√
x+

√
x+
√
x,

7) y =
2 + 3x2

x4

√
1− x2 + 3 ln

1−
√

1− x2

x
, 8) y = 23 sinx−sin 3x,

9) y = 3x cos3 x− 3 sinx+ sin3 x, 10) y=log2(log3(log4 x
2)),

11) y =
x

2

√
x2 − 4− 2 ln(x+

√
x2 − 4), 12) y = ln

√
1− sinx

1 + sin x
,

13) y = arctg
1−
√

1− x2

x
, 14) y = 10arctg3(2+

√
x),

15) y =
2 sinx

cos4 x
+

3 sinx

cos2 x
− 3 ln

1 + ctg x
2

1− ctg x
2

, 16) y =
arctg x− arcctg x

arcsinx
,

17) y =
5
√
x4 · x+ 3

x2 + 4
· sin3 x · cos2 3x, 18) y =

ln2 cosx

ln2 sinx
,

19) y = 2 arcctg

√
1 + x

1− x
− ln

√
1 + x+

√
1− x√

1 + x−
√

1− x
, 20) y = x|x|.

3. Скласти рiвняння дотичної i нормалi до графiка функцiї y = f(x) в

точцi x0 :

1) y = x3 + 2x2 − 4x− 3, x0 = −2, 2) y = 3
√
x− 2, x0 = 1,

3) y = arctg
1

x
, x0 = 1, 4) y =

x2

x− 2
, x0 = 3,

5) y = e1−x2

, x0 = −1, 6) y = ln
x3 − x2 + 4

x3 − x+ 4
, x0 = 0,

7) y = 4 tg x− sinx

cos2 x
, x0 = 0, 8) y = x lnx, x0 = e2,

9) y = 3x
2−1, x0 = 1, 10) y = (x+ 2) 3

√
9− x, x0 = 1.

4. Знайти кути мiж кривими в точках їх перетину:

1) y = 4x2 + 2x− 8, y = x3 − x+ 10, 2) y = sinx, y = cosx,

3) y2 = x, x = y2, 4) y = lg x, y = lnx,

5) y =
1

x
, y =

√
x, 6) y = ex, y = e2x,
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7) y = chx, y = 2ex, 8) y =
√

2x, y =
x2

2
,

9) y = log2(x+ 14), y = 6− log2(x+ 2), 10) y =
3
√

4x, y = 3
√

3x− 2.

5. Використовуючи геометричний змiст похiдної розв’язати наступнi за-

дачi:

1) Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x3 + 3x2 − 5, яка перпенди-

кулярна до прямої 2x− 6y + 1 = 0.

2) В якiй точцi нормаль до параболи y = x2 перпендикулярна до прямої

y = 4x+ 1?

3) В якiй точцi дотична до графiка функцiї y =
x+ 7

x− 2
утворює з вiссю

Ox кут 135o?

4) Знайти рiвняння спiльної дотичної до парабол y = x2 + 3x + 9 та

y = x2 + 5x− 2.

5) На графiку функцiї y = x2 − 4x + 2 знайти точки, дотичнi в яких

проходять через точку M(4; 1).

6) Прямi y = −x i y = 5x− 6 дотикаються до параболи y = x2 + ax + b.

Знайти значення коефiцiєнтiв a та b, а також координати точок дотику.

7) Для яких значень a пряма y = ax+ 9 є дотичною до графiка функцiї

y = 2x− x2?

8) При яких значеннях параметра a графiки функцiй y = x2 − 6ax i

y = −2x2 − 3 мають спiльнi точки, через якi проходять їхнi спiльнi дотичнi.

Записати рiвняння цих дотичних.

9) Знайти всi дiйснi значення параметра a, при яких графiк функцiї

y = x3 − 27x+ a дотикається до осi абсцис.

10) Знайти площу трикутника, утвореного вiссю абсцис i дотичними, якi

проведено до графiка функцiї y = x2 + 2x+ 10 iз точки M(0; 6).

6. Розв’язати задачi, використовуючи фiзичний змiст похiдної:

1) Знайти швидкiсть змiни функцiї y = x3 +x2−3x+2 3
√
x в точцi x0 = 8.

2) Рух матерiальної точки описується законом s = t3 +2t2−3t+5. Знайти

швидкiсть руху точки в момент часу t = 3 c.
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3) Снаряд випущено вертикально вгору зi швидкiстю 360 км/год. Яка буде

швидкiсть за 5 c? До якої висоти долетить снаряд?

4) Прямолiнiйний рух двох тiл задано рiвняннями s1(t) = t3−4t2 +24t−7,

s2(t) = 2
3t

3 + 2t2 − 8t − 3. Знайти прискорення руху тiл у той момент, коли

їхнi швидкостi рiвнi.

5) Тiло масою m = 4 кг рухається прямолiнiйно за законом s = t2− t
2 +1.

Обчислити кiнетичну енергiю тiла через 3 c пiсля початку руху.

6) Одна сторона прямокутника має сталу величину a = 4 см, а друга

зростає зi сталою швидкiстю 2 см/с. З якою швидкiстю зростуть дiагональ

прямокутника та його площа в момент, коли b = 24 см?

7) Ребро куба зростає рiвномiрно зi швидкiстю 2 см/с. З якою швидкiстю

зростає об’єм куба в той момент, коли ребро куба дорiвнює 10 см?

8) Радiус кулi зростає рiвномiрно зi швидкiстю 5 см/с. Обчислити швид-

кiсть змiни об’єму та поверхнi кулi в момент, коли її радiус дорiвнює 60 см.

9) Приставлена до вертикальної стiни драбина, довжина якої 5 м, падає,

ковзаючи верхнiм кiнцем по стiнi, а нижнiм – по пiдлозi. З якою швидкiстю i

прискоренням опускається верхнiй кiнець драбини у той момент, коли нижнiй

кiнець, перемiщаючись зi сталою швидкiстю 2 м/с, перебуває на вiдстанi 4 м

вiд стiни.

10) В цилiндричний бак, що має 6 дм в дiаметрi, насос подає воду. Висота

пiдняття води зростає на 1 дм за секунду. Знайти швидкiсть заповнення бака.

Приклади розв’язування вправ

1.3. Використовуючи означення похiдної, для даної функцiї отримаємо:

lim
∆x→0

cos2(3(x+ ∆x))− cos2 3x

∆x
=

= lim
∆x→0

(cos(3x+ 3∆x)− cos 3x)(cos(3x+ 3∆x) + cos 3x)

∆x
=

= lim
∆x→0

−4 sin
(
3x+ 3∆x

2

)
· sin 3∆x

2 · cos
(
3x+ 3∆x

2

)
· cos 3∆x

2

∆x
=
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= − lim
∆x→0

(
3 sin(6x+ 3∆x) · sin 3∆x

3∆x

)
= −3 sin 6x. I

2.1. З таблицi похiдних основних елементарних функцiй i правила знахо-

дження похiдної вiд суми функцiй, отримуємо:

y′ =

(
3

7
x

14
3 − 2x

7
2

)′
=

3

7
· 14

3
· x

11
3 − 2 · 7

2
· x

5
2 = 2x3 3

√
x2 − 7x2

√
x. I

2.5. За формулою похiдної вiд добутку функцiй та правилом вiдшукання

похiдної складеної функцiї одержуємо:

y′ = (cos(sin2 x))′ · sin(cos2 x) + cos(sin2 x) · (sin(cos2 x))′ =

=− sin(sin2 x) ·2 sinx ·cosx · sin(cos2 x)−cos(sin2 x) ·cos(cos2 x) ·2 cosx · sinx=

= − sin 2x
(
sin(sin2 x) · sin(cos2 x) + cos(sin2 x) · cos(cos2 x)

)
=

= − sin 2x · cos(cos2 x− sin2 x) = − sin 2x · cos(cos 2x). I

3.6. Значення функцiї в точцi x0 = 0 буде рiвне нулю. Далi, за правилом

знаходження похiдної складеної функцiї отримуємо:

y′(x) =
x3 − x+ 4

x3 − x2 + 4
· (3x

2 − 2x)(x3 − x+ 4)− (3x2 − 1)(x3 − x2 + 4)

(x3 − x+ 4)2
=

=
x4 − 2x3 + x2 − 8x+ 4

(x3 − x2 + 4)(x3 − x+ 4)
.

Звiдси, y′(0) =
1

4
.

Отже,

y =
1

4
x – рiвняння дотичної, проведеної до кривої в точцi x0,

y = −4x – рiвняння нормалi, проведеної до кривої в точцi x0. I

4.2. Нагадаємо, що кутом ϕ мiж кривими y = f(x) та y = g(x) в їх

точцi перетину M(x0, y0) вважається величина кута ϕ мiж дотичними, про-

веденими до даних кривих в точцi M. Вiдомо, що тангенс кута мiж кривими

обчислюється за формулою:

tgϕ =

∣∣∣∣ f ′(x0)− g′(x0)

1 + f ′(x0) · g′(x0)

∣∣∣∣ , 0 ≤ ϕ ≤ π

2
.
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Точками перетину кривих y = sinx та y = cos x є Mn

(
π
4 + πn, (−1)n

√
2

2

)
,

n ∈ Z.

Знайдемо кутовi коефiцiєнти дотичних до кривих у отриманих точках:

y′1(x) = cos x, y′1

(π
4

+ πn
)

=
(−1)n

√
2

2
;

y′2(x) = − sinx, y′2

(π
4

+ πn
)

=
(−1)n+1

√
2

2
.

Тодi з формули для обчислення кутового коефiцiєнта мiж кривими в точцi

перетину отримуємо

tgϕ =

∣∣∣∣∣
(−1)n

√
2

2 − (−1)n+1
√

2
2

1 + (−1)n
√

2
2 · (−1)n+1

√
2

2

∣∣∣∣∣ = 2
√

2.

Отже, кут мiж кривими y = sinx та y = cosx в точках перетину

Mn

(
π
4 + πn, (−1)n

√
2

2

)
, n ∈ Z, буде однаковим i рiвним arctg 2

√
2. I

§3.2. Похiдна вiд показниково-степеневої та оберненої функцiй.

Похiдна вiд неявної та параметрично заданої функцiй

Диференцiювання показниково-степеневої функцiї. Похiдна

показниково-степеневої функцiї y = (f(x))g(x), f(x) > 0, знаходиться за

формулою

y′ = (f(x))g(x)

(
g′(x) ln f(x) +

f ′(x)g(x)

f(x)

)
.

Цю формулу можна вивести трьома способами:

1) продиференцiювати функцiю y = (f(x))g(x) спочатку як степеневу (вважа-

ючи g = const), а потiм як показникову (вважаючи f = const) та результати

додати;

2) записати функцiю у виглядi y = eg(x) ln f(x) i продиференцiювати її за пра-

вилом вiдшукання похiдної складеної функцiї;

3) прологарифмувати обидвi частини рiвностi y = (f(x))g(x). В цьому випадку

отримаємо, що

ln y = g(x) ln f(x).



94 РОЗДIЛ III. Похiдна i диференцiал функцiї однiєї змiнної

Тодi, диференцiюючи обидвi частини останньої рiвностi, маємо

y′

y
= g′(x)f(x) +

g(x) · f ′(x)

f(x)
,

звiдки i випливає наведена формула.

Обчислення похiдної оберненої функцiї. Якщо неперервна i строго

монотонна в деякому околi точки x функцiя y = f(x) має похiдну f ′(x) 6= 0,

то обернена функцiя x = g(y) у вiдповiднiй точцi y має похiдну, причому

g′(y) =
1

f ′(x)
або x′y =

1

y′x
.

Обчислення похiдної функцiї, заданої параметрично. Похiдна

функцiї, яка задано параметрично системою рiвнянь

x = ϕ(t),

y = ψ(t),
де ϕ(t) i

ψ(t) – диференцiйовнi в точцi t функцiї, причому ϕ′(t) 6= 0, обчислюється

за формулою

y′(x) =
y′t
x′t

=
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

Диференцiювання неявно заданої функцiї. Похiдна диференцiйов-

ної на деякому iнтервалi функцiї y = y(x), яка задана неявно у виглядi

рiвняння F (x, y) = 0, знаходиться з умови
d

dx
F (x, y) = 0, причому при вiд-

шуканнi похiдної функцiї F (x, y) треба мати на увазi, що функцiя y залежить

вiд x. Похiдну вiд неявно заданої функцiї отримуємо в результатi розв’язання

знайденого рiвняння вiдносно y′.

Вправи

1. Знайти похiдну вiд показниково-степеневих функцiй:

1) y = xx, 2) y = xx
x

,

3) y = xe
2x

, 4) y = (lnx)x
2+1,

5) y = xsin2 x, 6) y =
(

arctg2 x
)arcsinx

,

7) y = (tg x)cosx, 8) y = (x2 + 1)3x,

9) y = (shx)2x, 10) y = x2 · x19x.
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2. Користуючись правилом диференцiювання обернених функцiй, знайти

y′x :

1) x = y
√

1 + y, 2) x = esin y,

3) x = 2cos y, 4) x =
2y

2 + ln y
,

5) x = cos
(
y + 3y

)
, 6) x = y2 +

1

3
y3,

7) x = arcsin
y + 1√

2
, 8) x = 3y − cos y

3
,

9) x = log2(tg y + 2), 10) x = 3 arctg
(
2y
)
.

3. Знайти похiднi вiд параметрично заданих функцiй:

1)

x = 2t− t2,

y = 3t− t3,
2)


x =

1

t− 1
,

y =
t2

(t− 1)2
,

1 < t < +∞,

3)


x =

1

2
ln ctg t,

y = tg t+ ctg t,

0 < t <
π

2
, 4)


x =

cos3 t√
cos 2t

,

y =
sin3 t√
cos 2t

,

0 < t <
π

9
,

5)


x = ln cos t,

y = ln cos
t

2
,

0 < t <
π

4
, 6)

x = 2(t− sin t),

y = 2(1− cos t),

7)


x = arcsin

t√
1 + t2

,

y = arccos
1√

1 + t2
,

8)

x = e2t cos2 t,

y = e2t sin2 t.

4. Скласти рiвняння дотичної та нормалi до кривих, заданих параметри-

чно:

1)

x = 2t− t2,

y = 3t− t3,
в точцi t = 1,

2)


x =

2t+ t2

1 + t2
,

y =
2t− t2

1 + t2
,

в точцi t = 0,
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3)

x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),

в точцi t =
π

2
,

4)

x = a(cos t+ t sin t),

y = a(sin t− t cos t),

в точцi t = π,

5)

x = cos3 t,

y = sin3 t,

в точцi t =
π

4
,

6)

x = t cos t,

y = t sin t,

в точцi t =
π

4
,

7)


x =

3t+ 1

t2 + 1
,

y =
2− t
t2 + 1

,

в точцi t = 0,

8)

x = 12 cos t,

y = 6 sin t,

в точцi t =
π

6
,

9)

x = a(2 cos t− cos 2t),

y = a(2 sin t− sin 2t),

в точцi t =
π

2
,

10)


x = a

(
ln tg

t

2
+ cos t

)
,

y = a sin t,

в точцi t =
π

2
.

5. Скласти рiвняння дотичної i нормалi до кривої, заданої неявно, в точцi

M(x0; y0) :

1)
x2

100
+
y2

64
= 1, M(6; 6, 4), 2)

x2

2
+
y2

18
= 1, M(1; 3),

3)
x2

9
− y2

4
= 1, M(3; 0), 4) y2 = 4x, M(1; 2),

5) x
2
3 + y

2
3 = 1, M(−1; 0), 6) x5 + y5 − 2xy = 0, M(1; 1),
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7) y = 2 ln(x+ 5), M(−4; 0), 8) x2(x+ y) = a2(x− y), M(0; 0),

9) 4x4 + 6xy − y4 = 0, M(1; 2), 10) xy + ln y = 1, M(1; 1).

Приклади розв’язування вправ

1.6. Прологарифмуємо обидвi частини рiвностi y =
(
arctg2x

)arcsinx
. Тодi

ln y = arcsinx · ln(arctg2x) або ln y = 2 arcsin x · ln |arctg x|.

Продиференцiювавши обидвi частини останнього спiввiдношення, отримуємо:

y′

y
=

2√
1− x2

· ln |arctg x|+ 2 arcsinx

arctg x
· 1

1 + x2
.

Отже,

y′ = 2
(
arctg2x

)arcsinx
(

ln |arctg x|√
1− x2

+
arcsinx

(1 + x2)arctg x

)
. I

3.4. Використовуючи формулу похiдної параметрично заданої функцiї,

спочатку обчислимо x′t i y′t :

x′t =
3 cos2 t · (− sin t)

√
cos 2t+ 2 sin 2t·cos3 t

2
√

cos 2t

cos 2t
=

cos2 t(sin 2t cos t− 3 sin t cos 2t)√
cos3 2t

=

=
cos2 t · (sin t− 2 sin t cos 2t)√

cos3 2t
=

cos2 t sin t · (1− 2 cos 2t)√
cos3 2t

.

y′t =
3 sin2 t cos t

√
cos 2t+ 2 sin 2t·sin3 t

2
√

cos 2t

cos 2t
=

sin2 t(3 cos 2t cos t+ sin t sin 2t)√
cos3 2t

=

=
sin2 t · (cos t+ 2 cos t cos 2t)√

cos3 2t
=

sin2 t cos t · (1 + 2 cos 2t)√
cos3 2t

.

Тодi

y′x =
sin2 t cos t · (1 + 2 cos 2t)√

cos3 2t
·

√
cos3 2t

cos2 t sin t(1− 2 cos 2t)
=

=
sin t

cos t
· 1 + 2 cos 2t

1− 2 cos 2t
=

sin t+ 2 sin t cos 2t

cos t− 2 cos t sin 2t
= − tg 3t. I



98 РОЗДIЛ III. Похiдна i диференцiал функцiї однiєї змiнної

4.10. З умови отримуємо, що x0 = x
(π

2

)
= 0 i y0 = y

(π
2

)
= a.

Далi обчислюємо похiдну вiд параметрично заданої функцiї:

y′x =
y′t
x′t

=
a cos t

a
(

1
tg t

2

· 1
cos2 t

2

· 1
2 − sin t

) =
cos t

1
sin t − sin t

=
cos t · sin t

cos2 t
= tg t.

Оскiльки lim
t→π

2

tg t =∞, то x = 0 є рiвнянням дотичної, а y = a – рiвняння

нормалi, проведених до заданої кривої в точцi t =
π

2
. I

5.8. В цьому випадку x0 = 0 i y0 = 0. З умови маємо неявно задану

функцiю F (x, y) = x2(x+y)−a2(x−y). З формули
d

dx
F (x, y) = 0 отримаємо:

3x2 + 2xy + x2y′ − a2 + a2y′ = 0,

звiдки

y′ =
a2 − 3x2 − 2xy

x2 + a2
,

i y′(0) = 1.

Тодi, використовуючи формули з параграфа 3.1 для знаходження доти-

чної та нормалi, проведених до кривої в точцi, маємо, що y = x i y = −x є

вiдповiдно рiвняннями дотичної та нормалi, проведеними до кривої в точцi

M(0; 0). I

§3.3. Диференцiал функцiї. Геометричний та фiзичний змiст

Диференцiалом функцiї f(x) в точцi x0 називається вираз

df(x0) := f ′(x0)∆x = f ′(x0)dx,

де x – незалежна змiнна.

Оскiльки для диференцiйовної функцiї її прирiст в точцi x0 записується

у видi

∆f(x0) = f ′(x0)∆x+ o(∆x),

то df(x0) – це лiнiйна вiдносно ∆x частина приросту функцiї f(x) в точцi

x0.



§ 3.3. Диференцiал функцiї. Геометричний та фiзичний змiст 99

Геометричний змiст диференцiала. Диференцiал функцiї f(x) до-

рiвнює приросту ординати дотичної, яка проведена до графiка цiєї функцiї в

точцi (x0, f(x0)), якщо незалежна змiнна отримує прирiст ∆x (див. рис. 8).

6

-

}
dy

y0

y0 + ∆y

x

y

y = f(x)

O x0 x0 + ∆x

Рис. 8. Геометричний змiст диференцiала функцiї в точцi

Механiчний змiст диференцiала. Вираз dS(t0) = υ(t0)dt означає

шлях, який пройшла б матерiальна точка за час ∆t, коли б рухалась рiвно-

мiрно з постiйною швидкiстю υ(t0) = S ′(t0).

Форма диференцiала функцiї f(x) в точцi x0 є iнварiантною. Тобто, якщо

f(x) є диференцiйовною в точцi x0, то df(x0) = f ′(x0)dx в обидвох випадках:

коли x є незалежною змiнною, i коли x = x(t) є диференцiйовною в точцi t0

функцiєю, для якої x(t0) = x0.

Основнi властивостi диференцiала

Для довiльних диференцiйовних функцiй U(x) та V (x) справедливi рiв-

ностi:

1) dc = 0, де c = const,

2) d(α1U ± α2V ) = α1dU ± α2dV , де α1, α2 – сталi,

3) d(UV ) = V dU + UdV ,

4) d
(
U

V

)
=
V dU − UdV

V 2
, V 6= 0.

При малих ∆x справедлива формула ∆y ≈ dy, тобто

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x.
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Зауважимо, що останню формулу зручно використовувати до наближених

обчислень значень функцiї в заданих точках.

Вправи

1. Знайти диференцiали наступних функцiй:

1) y = x6 + x3 − 1

x2
, 2) y = (x2 − 3x+ 1)5,

3) y =
cosx

1 + x2
, 4) y =

x4 − x2 + 1

x4 + x2 + 1
,

5) y = ln
(√

2 cosx− 1 +
√

1 + 2 cosx
)
, 6) y =

arccosx√
1− x2

+ ln

√
1 + x

1− x
,

7) y =
5
√

2x− 1 ·
√

3 + 2x

(4x+ 5)2 · 3
√

1− 5x
, 8) y = 2 ch3 x

6
+ 3 sh2 x

6
,

9) y =
sinx

2 cos2 x
+

1

2
ln
(

tg
(x

2
+
π

4

))
, 10) y =

x5 · 5x

xx
.

2. Знайти диференцiали складених функцiй, якщо U = U(x), V = V (x),

W = W (x) – диференцiйовнi функцiї:

1) y = U · V ·W, 2) y = arccos
U

V
,

3) y =
1

3
√
U 2 + 3V 2 + 5W 2

, 4) y = ln
U · V
W

,

5) y =
U 2

V 2
+ aW , 6) y = ln

√
U 2 +W 2,

7) y = cosU · sinV + ln cosW, 8) y = arctg
U + V

W
,

9) y =
sin2 U

sinV 2
+ ctgW, 10) y = cos(sin2 U) · sin(cos2 V ).

3. Обчислити диференцiали функцiй в точцi M0(x0; y0) :

1) (x+ y)2(2x+ y)3 = 1, M0(2;−3),

2) x4 + y4 = 6x2 − 4y − 33 = 0, M0(1; 2),

3) 2(1 + xy)−
√
xy2 + 2 = 0, M0

(
1

2
; 2

)
,

4) ln
√
x2 + y2 = arctg

y

x
, M0(1; 0),

5) ey + xy = e, M0(0; 1),
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6)

x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),
M0

(
a
(π

2
− 1
)

; a
)
,

7)

x = cos3 t,

y = sin3 t,
M0

(√
2

4
;

√
2

4

)
,

8)

x = t2(t− 1),

y = t2(t− 2),
M0 (4; 0) ,

9)

x = et

2t− 1
3

,

y = (t+ 1)2et,
M0

(
− 1

3
√
e
;

4

9 3
√
e

)
,

10)

x = arctg t,

y = 1
1+t2 ,

M0

(
−π

4
;
1

2

)
.

4. За допомогою диференцiала обчислити наближено значення функцiї

y = f(x) в точцi x :

1) y = 4
√
x, x = 81,256, 2) y = cosx, x = 149◦,

3) y = tg x, x = 44◦, 4) y = e1−x2

, x = 1,02,

5) y = (x− 5)(x− 6)2(x− 7)3, x = 7,02, 6) y = arctg x, x = 0,98,

7) y = arccosx, x = 0,03, 8) y = lg x, x = 102,

9) y = ctg x, x = 45◦10′, 10) y = cosx, x = 60◦30′.

Приклади розв’язування вправ

2.7. Використовуючи властивiсть iнварiантностi форми диференцiала,

можемо записати:

d(cosU · sinV + ln cosW ) = d(cosU · sinV ) + d(ln cosW ) =

= d(cosU) · sinV + d(sinV ) · cosU +
1

cosW
· d(cosW ) =

= − sinU · sinV dU + cosV · cosUdV − tgWdW. I
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3.10. Спочатку знайдемо похiдну вiд параметрично заданої функцiї:

y′x =
y′t
x′t

=

(
1

1+t2

)′
t

(arctg t)′t
=
− 2t

(1+t2)2

1
1+t2

= − 2t

1 + t2
.

Далi, обчислимо значення похiдної в точцi M0

(
−π

4 ; 1
2

)
:

y′x

(
−π

4

)
= − 2t

1 + t2

∣∣∣∣
t=−1

= 1.

Отже, dy
(
−π

4

)
= dx – диференцiал заданої функцiї, обчислений в точцi

M0

(
−π

4 ; 1
2

)
. I

4.7. Виберемо x0 = 0, тодi ∆x = 0,03. Формула для наближеного обчи-

слення значення функцiї y = arccosx в точцi x0 + ∆x матиме вигляд:

arccos(x0 + ∆x) = arccos x0 −
1√

1− x2
0

∆x.

Пiдставивши в останнє спiввiдношення вiдповiднi значення x0 та ∆x,

отримаємо

arccos 0,03 = arccos 0− 1√
1− 02

· 0,03 =
π

2
− 0,03 ≈ 1, 54. I

§3.4. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв

Похiдною n-го порядку (або n-ою похiдною) i диференцiалом n-го

порядку (або n-им диференцiалом) функцiї f(x) в точцi x0 називають вiд-

повiдно вирази

f (n)(x0) :=
(
f (n−1)

)′
(x0) = lim

∆x→0

f (n−1)(x0 + ∆x)− f (n−1)(x0)

∆x

dnf(x0) := d
(
dn−1f

)
(x0) = f (n)(x0)dx

n,

при умовi, що функцiя f(x) є (n − 1)-разiв диференцiйовною в околi точки

x0, а x є незалежною змiнною.

Основнi правила обчислення похiдних i диференцiалiв вищих по-

рядкiв . Якщо функцiї U(x) та V (x) є n-разiв диференцiйовними, то вико-

нуються наступнi спiввiдношення:
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1) (α1U ± α2V )(n) = α1U
(n) ± α2V

(n), де α1, α2 – сталi,

2)
(
U · V

)(n)
=

n∑
k=0

Ck
nU

(n−k)V (k) – формула Лейбнiца, де Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Якщо для функцiй U(x) та V (x) iснують диференцiали dnU i dnV, то

1) dn
(
α1U ± α2V

)
= α1d

nU ± α2d
nV, де α1, α2 – сталi,

2) dn
(
U · V

)
=

n∑
k=0

Ck
nd

n−kU · dkV, Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

При обчисленнi похiдних вищих порядкiв вiд елементарних функцiй ви-

користовують наступнi формули:

1) ((ax+ b)µ)(n) = anµ(µ− 1)(µ− 2) · . . . · (µ− n+ 1)(ax+ b)µ−n,

2)
(

1

x± a

)(n)

=
(−1)nn!

(x± a)n+1
,

3)
(
ax
)(n)

= ax lnn a,

4) (lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
,

5)
(

loga x
)(n)

=
(−1)n−1(n− 1)!

xn ln a
,

6) (sin ax)(n) = an sin
(
ax+

πn

2

)
,

7) (cos ax)(n) = an cos
(
ax+

πn

2

)
.

Якщо функцiя задана параметрично рiвняннями

x = ϕ(t),

y = ψ(t),
тодi похi-

днi
dy

dx
,
d2y

dx2
, . . . ,

dny

dxn
обчислюються вiдповiдно за формулами

dy

dx
=
y′t
x′t
,

d2y

dx2
=

(
dy
dx

)′
t

x′t
, . . . ,

dny

dxn
=

(
dn−1y
dxn−1

)′
t

x′t
.

Вправи

1. Знайти похiднi n-го порядку даних функцiй:

1) y =
2x

(x− 1)(x+ 2)
, 2) y =

1

x2 − 5x+ 6
,

3) y =
x− 2
3
√

1 + x
, 4) y =

3√
1− 2x

,
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5) y = ln(5x− 6), 6) y =
x− 1

x2 − 5x− 14
,

7) y = cos 5x · sin 6x, 8) y = cos3 x,

9) y = ln(x2 − 5x+ 6), 10) y = ln
x2 − 4

x2 − 6x+ 9
.

2. Застосовуючи формулу Лейбнiца, обчислити похiднi вказаного порядку

наступних функцiй:

1) y =
x2

2− x
, n = 12, 2) y = x3 cos 5x, n = 8,

3) y = e2x sin 3x, n = 5, 4) y = x sh 3x, n = 98,

5) y = x3e−3x, n = 12, 6) y =
e3x

x
, n = 9,

7) y = x2 sin 3x · cos 5x, n = 5, 8) y = x4 ln(x2 − 4x+ 3), n = 8,

9) y = x3 log2 x, n = 10, 10) y = e−x cos2 x · sin 3x, n = 8.

3. Для функцiй y = f(x) знайти диференцiали вказаного порядку:

1) y = x5+6x4−3x3+2x−8, n = 4, 2) y =
1

4
√
x
, n = 5,

3) y =
x4

1− x2
, n = 6, 4) y = x2 lnx, n = 5,

5) y = sinx · cos 2x · sin 3x, n = 10, 6) y =
x+ 2

(x− 1)2(x+ 3)
, n = 8,

7) y = e3x sin2 x, n = 5, 8) y = sin4 x+ cos4 x, n = 7,

9) y = ln
x2 − 9

(x2 − 1)(x2 − 4)
, n = 6, 10) y = e2x sin

(
3x+

π

6

)
, n = 12.

4. Обчислити похiднi другого порядку для функцiй, якi заданi неявно:

1)
x2

4
− y2

9
= 1, 2) y2 − 3xy + x2 = 2,

3) cosecx · sin y = 5, 4) ln(x2 + y2) = x− y,

5) ex + x = ey + y, 6) ex+y = x2 − y2,
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7) ln
√
x2 + y2 = arctg

y

x
, 8) y2 = cos(2x+ 3y),

9) e2x = (x+ y)2, 10) tg x · tg y = x2.

5. Знайти похiднi третього порядку для функцiй, якi заданi параметри-

чно:

1)

x = 2t3,

y = 3t2,

2)

x = a cos 3t,

y = b sin 3t,

3)

x = e−4t,

y = e4t,

4)

x = t12 + 5,

y = t24 + 4,

5)

x = e−2t cos t,

y = e−2t sin t,

6)

x = ln tg
t

2
,

y = cos t,

7)

x = 2cos2 t,

y = 2sin2 t,

8)

x = ctg t+ t,

y =
1

sin t
,

9)


x =

et

1 + t
,

y = (t− 1)et,

10)

x = ln sin t,

y = ln sin 2t.

Приклади розв’язування вправ

1.7. Перетворимо добуток тригонометричних функцiй в суму:

y =
1

2
(sin 11x+ sinx) .

Тодi за правилом вiдшукання похiдної n-го порядку вiд суми i формулою

похiдної n-го порядку вiд синуса запишемо:

y(n) =

(
1

2
(sin 11x+ sinx)

)(n)

=
1

2

(
sin 11x

)(n)
+

1

2

(
sinx

)(n)
=

=
1

2
· 11n · sin

(
11x+

nπ

2

)
+

1

2
sin
(
x+

nπ

2

)
.
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Отже, y(n) =
1

2

(
11n · sin

(
11x+

nπ

2

)
+ sin

(
x+

nπ

2

))
. I

4.6. Застосовуючи правило вiдшукання похiдної першого порядку вiд не-

явно заданої функцiї, запишемо

(
ex+y − x2 + y2

)′
x

= 0,

звiдки

ex+y(1 + y′)− 2x+ 2y · y′ = 0.

Отже, y′ =
2x− ex+y

2y + ex+y
.

Тодi

y′′ =
(2x− ex+y)′x(2y + ex+y)− (2x− ex+y)(2y + ex+y)′x

(2y + ex+y)2
=

=
(2− ex+y · (1 + y′)) (2y + ex+y)− (2y′ + ex+y(1 + y′)) (2x− ex+y)

(2y + ex+y)2
.

Пiдставивши в останню формулу знайдену похiдну y′, отримаємо

y′′=
(4y+(2−2x−2y)ex+y)(2y+ex+y)−(4x+(2x+2y − 2)ex+y)(2x−ex+y)

(2y + ex+y)3
.

Отже,

y′′ =
8(y2 − x2)− 4(y2 + x2 + 2xy − 2y − 2x)ex+y

(2y + ex+y)3
. I

5.3. Спочатку знайдемо похiдну першого порядку y′x вiд параметрично

заданої функцiї:

y′x =
y′t
x′t

=
4e4t

−4e−4t
= −e8t.

Тодi

y′′x2 =
(y′x)

′
t

x′t
=

(−e8t)′t
−4e−4t

=
−8e8t

−4e−4t
= 2e12t.

Отже,

y′′′x3 =
(y′′x2)′t
x′t

=
(2e12t)′t
−4e−4t

=
24e12t

−4e−4t
= −6e16t

– похiдна третього порядку вiд параметрично заданої функцiї. I
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§3.5. Теореми про середнє для диференцiйовних функцiй

Теорема Ролля . Нехай функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b], ди-

ференцiйовна в iнтервалi (a; b) i f(a) = f(b). Тодi iснує точка c ∈ (a; b) така,

що f ′(c) = 0.

Точка, в якiй похiдна рiвна нулю, називається стацiонарною.

Теорема Лагранжа . Нехай функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b]

i диференцiйовна в iнтервалi (a; b). Тодi iснує принаймi одна точка c ∈ (a; b)

така, що
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

Формулу з теореми Лагранжа називають формулою скiнченних при-

ростiв . Її записують ще в такому виглядi:

f(x0 + ∆x)− f(x0) = f ′(x0 + Θ∆x)∆x, 0 < Θ < 1.

Теорема Лагранжа iлюструє той факт, що в iнтервалi (a; b) знайдеться

точка (може бути i не одна), в якiй дотична до графiка функцiї f(x) пара-

лельна хордi, що сполучає точки (a; f(a)) i (b; f(b)).

Теорема Кошi . Нехай функцiї f(x) та g(x) неперервнi на вiдрiзку [a; b] i

диференцiйовнi в iнтервалi (a; b), причому g′(x) 6= 0 для довiльного значення

x ∈ (a; b). Тодi iснує точка c ∈ (a; b) така, що

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Зауважимо, що теорема Ролля є наслiдком теореми Лагранжа, а теорема

Лагранжа є наслiдком теореми Кошi.

Вправи

1. Перевiрити виконання умов теореми Ролля для функцiй:

1) y = cos 3x, 2) y = x2 − 6x+ 5,

3) y = x3 − 4x, x ∈ [−2; 2], 4) y = 1− (x− 1)
2
3 , x ∈ [0; 2],

5) y = |x− 1|, x ∈ [0; 2], 6) y =
2− x2

x4
, x ∈ [−1; 1],
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7) y = 3
√

(x− 8)2, x ∈ [7; 9], 8) y=(4x+2)(2−x)−6, x ∈
[
0;

1

2

]
,

9) y=

x+3, якщо − 3≤x≤−1,

x4, якщо − 1<x≤0,
10) y =

x+1, якщо − 1 ≤ x < 0,

ex, якщо 0 ≤ x ≤ 1.

2. Чи можна застосувати теорему Лагранжа до даних функцiй, i якщо

можна, то знайти точку c :

1) y =
√

2x4 + 2x, x ∈ [0; 1],

2) y = x− x3, x ∈ [−2; 1],

3) y = 5
√
x4(x− 1), x ∈

[
− 1

2
;
1

2

]
,

4) y = x+ sinx, x ∈
[
0;
π

2

]
,

5) y = 2x2 − lnx, x ∈ [1; e],

6) y =
x

lnx
, x ∈ [e; e2],

7) y = 0, 1x+ e
x
2 , x ∈ [0; 2],

8) y =

x
2, якщо 0 ≤ x ≤ 1,

4x− x2 − 2, якщо 1 < x ≤ 2,

9) y =


3− x2

2
, якщо 0 ≤ x ≤ 1,

1

x
, якщо 1 < x ≤ 2,

10) y =

x, якщо 0 ≤ x < 1,

1

x
, якщо 1 ≤ x ≤ 4.

3. Чи можна застосувати теорему Кошi до даних функцiй, i якщо так, то

знайти вiдповiдну точку c :

1) f(x) = 2x3 + 5x+ 1, g(x) = x2 + 4, x ∈ [0; 2],

2) f(x) = sinx, g(x) = cos x, x ∈
[
0;
π

2

]
,

3) f(x) = x2, g(x) = x3, x ∈ [−1; 1],

4) f(x) = ex, g(x) =
x2

1 + x2
, x ∈ [−2; 2],

5) f(x) = sinx, g(x) =
3
√
x2, x ∈ [−8; 8].
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4. Використовуючи теорему Лагранжа, довести нерiвностi:

1) | cosx− cos y| ≤ |x− y|, (∀x, y ∈ R),

2) | arctg x− arctg y| ≤ |x− y|, (∀x, y ∈ R),

3)
x− y
x

< ln
x

y
<
x− y
y

, (∀x, y : 0 < y < x),

4)
y − x
1 + y2

< arctg y − arctg x <
y − x
1 + x2

, (∀x, y : 0 < x < y),

5)
x

1 + x
< ln(1 + x) < x, (∀x > −1),

6)
x− y
cos2 y

< tg x− tg y <
x− y
cos2 x

,
(
∀x, y : 0 < y < x <

π

2

)
,

7) ex > 1 + x, (∀x > 0),

8) x < arcsinx <
x√

1− x2
, (∀x : 0 < x < 1),

9) (1 + x)α ≥ 1 + αx, α > 1, (∀x > −1),

10) (1 + x)α ≤ 1 + αx, 0 < α < 1, (∀x > −1).

Приклади розв’язування вправ

2.3. Функцiя y = 5
√
x4(x− 1) є неперервною на вiдрiзку

[
− 1

2
;
1

2

]
. Зна-

йдемо її похiдну:

y′ =
1

5
· 4x

3(x− 1) + x4

5
√

(x4(x− 1))4
=

1

5
· x3(5x− 4)

5
√

(x4(x− 1))4
=

1

5
· 5x− 4

5
√
x(x− 1)4

.

Знайдена похiдна iснує в усiх точках заданого вiдрiзка, крiм x = 0. При

x = 0 маємо, що lim
∆x→0

5
√

(∆x)4(∆x− 1)

∆x
=∞. Тодi умова теореми Лагранжа

про диференцiйовнiсть функцiї не виконується.

Отже, застосувати теорему Лагранжа до функцiї y = 5
√
x4(x− 1) на вiд-

рiзку
[
− 1

2
;
1

2

]
не можна. I

3.4. Функцiї f(x) = ex та g(x) =
x2

1 + x2
є неперервними на вiдрiзку

[−2; 2]. Похiднi f ′(x) = ex та g′(x) =
2x

(1 + x2)2
не мають особливих точок

всерединi промiжка (−2; 2), тобто самi функцiї є диференцiйовними в

промiжку (−2; 2).
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Однак, g′(x) = 0 в точцi x = 0, яка належить промiжку (−2; 2). Отже,

умови теореми Кошi для заданих функцiй не виконуються. I

4.6. Покладемо f(x) = tg x, тодi f ′(x) =
1

cos2 x
. Використовуючи теорему

Лагранжа, маємо:
tg x− tg y

x− y
=

1

cos2 c
,

де c ∈ (y;x) : 0 < y < x <
π

2
.

Оскiльки c < x i c > y, то cos2 c > cos2 x i cos2 c < cos2 y, тому

1

cos2 c
<

1

cos2 x
, i

1

cos2 c
>

1

cos2 y
.

Звiдси
1

cos2 y
<

tg x− tg y

x− y
<

1

cos2 x
,

тобто
x− y
cos2 y

< tg x− tg y <
x− y
cos2 x

,

де 0 < y < x <
π

2
. I

§3.6. Формула Тейлора

Формула Тейлора для функцiї f(x), яка визначена в околi точки x0 i

n-разiв диференцiйовна в околi цiєї точки, має вигляд:

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+. . .+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+rn+1(x),

або

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + rn+1(x),

де Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k називається многочленом Тейлора, а rn+1(x)

– залишковим членом формули Тейлора.

Залишковий член записують у рiзних формах, тобто:

1) rn+1(x) = o
(
(x− x0)

n
)
– форма Пеано,
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2) rn+1(x) =
f (n+1)(x0 + Θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, 0 < Θ < 1 – форма Ла-

гранжа,

3) rn+1(x) =
f (n+1)(x0 + Θ(x− x0))

n!
(1−Θ)n(x− x0)

n+1, 0 < Θ < 1 –

форма Кошi.

4) rn+1(x) =
f (n+1)(x0 + Θ(x− x0))

n!p
(1−Θ)n+1−p(x− x0)

n+1, 0 < Θ < 1,

p > 0 – форма Шлемiльха-Роша.

Якщо x0 = 0, то формула Тейлора має вигляд

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + o(xn).

Остання формула розкладу функцiї f(x) називається формулою Макло-

рена iз залишковим членом у формi Пеано.

Зауважимо, що у випадку парної функцiї отримаємо формулу

f(x) =
n∑
k=0

f (2k)(0)

(2k)!
x2k + o(x2n+1),

а якщо f(x) є непарною функцiєю, то

f(x) =
n∑
k=0

f (2k+1)(0)

(2k + 1)!
x2k+1 + o(x2n+2).

Наведемо розклади деяких елементарних функцiй за формулою Макло-

рена iз залишковим членом у формi Пеано:

1) ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn) =

n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn),

2) (1 + x)µ = 1+µx+
µ(µ−1)

2!
x2+. . .+

µ(µ−1) · . . . · (µ−n+1)

n!
xn+o(xn) =

= 1 +
n∑
k=1

µ(µ− 1) · . . . · (µ− k + 1)

k!
xk + o(xn),

зокрема

1

1 + x
=

n∑
k=0

(−1)kxk + o(xn),

1

1− x
=

n∑
k=0

xk + o(xn),
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1√
1− x

= 1 +
n∑
k=1

(2k − 1)!!

2k · k!
xk + o(xn), де (2n−1)!!=1 · 3 · 5 · . . . · (2n−1),

3) ln(1+ x)=x−x
2

2
+
x3

3
− . . .+(−1)n−1x

n

n
+ o(xn)=

n∑
k=1

(−1)k−1xk

k
+o(xn),

4) ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− . . .− xn

n
+ o(xn) = −

n∑
k=1

xk

k
+ o(xn),

5) sinx=x−x
3

3!
+
x5

5!
−. . .+ (−1)nx2n+1

(2n+1)!
+o(x2n+2)=

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
+o(x2n+2),

6) cosx=1−x
2

2!
+
x4

4!
−. . .+ (−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n+1)=

n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ o(x2n+1),

7) shx=x+
x3

3!
+
x5

5!
+. . .+

x2n+1

(2n+1)!
+ o(x2n+2)=

n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+o(x2n+2),

8) chx=1+
x2

2!
+
x4

4!
+. . .+

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1)=

n∑
k=0

x2k

(2k)!
+ o(x2n+1).

Вправи

1. Розкласти функцiї за формулою Маклорена iз залишковим членом у

формi Пеано:

1) f(x) =
1

3x+ 5
, 2) f(x) =

1

2− 5x
,

3) f(x) =
1√

1 + 4x
, 4) f(x) = e3x+2,

5) f(x) = (x− 3)
√

1− x, 6) f(x) = x ln(3x+ 2),

7) f(x) = ln
1− 2x

1 + x
, 8) f(x) = ln(x2 − 5x+ 6),

9) f(x) = cos2 x+ xex
2

, 10) f(x) = 34−5x,

11) f(x) = ln(3− 2x− x2), 12) f(x) =
x+ 3

x2 − 3x+ 2
,

13) f(x) =
4x+ 7

x2 − 5x+ 4
, 14) f(x) =

x2 + 4x− 1

x2 + 2x− 3
,

15) f(x) = x sh 4x, 16) f(x) = chx · sh 2x,

17) f(x) = x cos2 6x, 18) f(x) = sinx · cos 3x,
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19) f(x) = cos3 x · sinx, 20) f(x) = cos 2x · cos 4x.

2. Розкласти функцiї в околi точки x0 за формулою Тейлора iз залишко-

вим членом у формi Пеано:

1) f(x) = cos(5x− 3), x0 = 1, 2) f(x) = xe−x, x0 = −1,

3) f(x) = ln(2x+ 1), x0 =
1

2
, 4) f(x) =

2x− 1

x− 1
, x0 = 2,

5) f(x) = ln(x2 − 3x+ 2), x0 = 3, 6) f(x) =
x2 + 3x

x+ 1
, x0 = 2,

7) f(x) =
5

6− x− x2
, x0 = 1, 8) f(x) = ln(1 + x− 6x2), x0 =

1

3
,

9) f(x) =
1− 2x2

2 + x− x2
, x0 = 1, 10) f(x) =

3x− 1

x2 − x− 6
, x0 = −1.

3. За допомогою формули Маклорена iз залишковим членом у формi Ла-

гранжа обчислити наближено (з точнiстю до 10−3):

1) 3
√

9, 2) 4
√

90, 3) e
1
3 , 4) cos 85◦, 5) ln 1,4,

6) sin 73◦, 7) 6
√

734, 8) 3
√

130, 9) arcsin 0,4, 10) arctg 0,3.

4. Застосовуючи формулу Маклорена iз залишковим членом у формi Пе-

ано, обчислити границi:

1) lim
x→0

ex + e−x − 2

x2
, 2) lim

x→0

x− sinx

ex − 1− x− x2

2

,

3) lim
x→0

ex − 1

2x(ex + 1)
, 4) lim

x→0

ln(1 + x2)

cosx− e−x2 ,

5) lim
x→0

1

x

(
1

x
− ctg x

)
, 6) lim

x→0

ex sinx− x(1 + x)

x3
,

7) lim
x→0

(
1

x
− 1

sinx

)
, 8) lim

x→0

1− (cosx)sinx

x3
,

9) lim
x→+∞

(
6
√
x6+x5− 6

√
x6−x5

)
, 10) lim

x→+∞

((
x3−x2+

x

2

)
e

1
x−
√
x6 + 1

)
,



114 РОЗДIЛ III. Похiдна i диференцiал функцiї однiєї змiнної

11) lim
x→0

− arctg x+ arcsinx

x2
, 12) lim

x→0

ln(1 + x3)− 2 sinx+ 2x cosx2

arctg x3
,

13) lim
x→0

ex −
√

1 + 2x

ln cosx
, 14) lim

x→0

3 cosx+ arcsinx− 3 3
√

1 + x

ln(1− x2)
,

15) lim
x→0

cosx−
√

1− x2

sinx− x
, 16) lim

x→0

cosx−
√

1− 2x− x
x2 tg x− e−x3 + 1

,

17) lim
x→0

ex − x
√

1 + x− 1

sinx · chx− shx
, 18) lim

x→+∞

√
ex
(√

ex + 1−
√
ex − 1

)
,

19) lim
x→+∞

x

(
1− x ln

(
1 +

1

x

))
, 20) lim

x→+∞
x

3
2

(√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x
)
.

Приклади розв’язування вправ

2.5. Зауважимо, що розклад функцiї f(x) за формулою Тейлора в околi

точки x0 замiною x− x0 = t зводиться до розкладу функцiї g(t) = f(x0 + t)

за формулою Маклорена.

Отже, для функцiї f(x) = ln(x2− 3x+ 2) введемо замiну x− 3 = t. Тодi:

ln(x2 − 3x+ 2) = ln((t+ 3)2 − 3(t+ 3) + 2) = ln(t2 + 3t+ 2) =

= ln(t+ 1)(t+ 2) = ln

(
2(t+ 1)

(
1 +

t

2

))
= ln 2 + ln(1 + t) + ln

(
1 +

t

2

)
.

За формулами розкладу для ln(1 + t) маємо:

ln(t+ 1)(t+ 2) = ln 2 +
n∑
k=1

(−1)k−1tk

k
+

n∑
k=1

(−1)k−1tk

2k · k
+ o(tn) =

= ln 2 +
n∑
k=1

(−1)k−1

k

(
1 +

1

2k

)
tk + o(tn).

Пiдставивши t = x− 3, отримаємо остаточний результат:

ln(x2 − 3x+ 2) = ln 2 +
n∑
k=1

(−1)k−1

k

(
1 +

1

2k

)
(x− 3)k + o

(
(x− 3)n

)
. I

3.3. Скористаємось формулою Маклорена iз залишковим членом у формi

Лагранжа для f(x) = ex :

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ rn+1(x),
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де rn+1(x) =
eΘx

(n+ 1)!
xn+1.

З цiєї формули при x =
1

3
дiстанемо:

e
1
3 = 1 +

1

3
+

1

2!
· 1

32
+

1

3!
· 1

33
+ . . .+

1

n!
· 1

3n
+ rn+1,

де rn+1 = rn+1

(
1

3

)
=

e
Θ
3

(n+ 1)!
· 1

3n+1
.

Щоб обчислити наближене значення e
1
3 з точнiстю до 0,001, визначимо

спочатку, скiльки доданкiв у формулi для e
1
3 потрiбно залишити. Для цього

розв’яжемо нерiвнiсть

|rn+1| <
3

(n+ 1)!
· 1

3n+1
< 0,001.

Оскiльки

|r4| <
1

33 · 4!
=

1

27 · 24
> 0,001, i |r5| <

1

34 · 5!
=

1

81 · 120
< 0,001,

то у формулi для e
1
3 потрiбно взяти п’ять доданкiв. Тобто

e
1
3 = 1 +

1

3
+

1

2!
· 1

32
+

1

3!
· 1

33
+

1

4!
· 1

34
+ r5,

де |r5| < 0,001.

Отже, e
1
3 = 1,396 з точнiстю до 0,001. I

4.4. Оскiльки

ln(1 + x2) = x2 − x4

2
+
x6

3
− x8

4
+ o(x8),

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ o(x7),

e−x
2

= 1− x2 +
x4

2!
− x6

3!
+ o(x6),

то

lim
x→0

ln(1 + x2)

cosx− e−x2 =

= lim
x→0

x2 − x4

2 + x6

3 −
x8

4 + o(x8)(
1− x2

2! + x4

4! −
x6

6! + o(x7)
)
−
(
1− x2 + x4

2! −
x6

3! + o(x6)
) =

= lim
x→0

x2
(

1− x2

2 + x4

3 −
x6

4

)
x2
(

1
2 −

11
4!x

2 + 119
6! x

4
) = 2. I
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Iндивiдуальнi завдання до роздiлу III

Задача 1. За означенням похiдної функцiї знайти f ′(0) :

1.1. f (x) =

 tg
(
x3 + x2 sin 2

x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.2. f (x) =

 arcsin
(
x2 cos 1

9x

)
+ 2

3x, x 6= 0;

0, x = 0.

1.3. f (x) =

 arctg
(
x cos 1

5x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.4. f (x) =

 ln
(
1− sin

(
x3 sin 1

x

))
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.5. f (x) =

 sin
(
x sin 3

x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.6. f (x) =


√

1 + ln
(
1 + x2 sin 1

x

)
− 1, x 6= 0;

0, x = 0.

1.7. f (x) =

 sin
(
ex

2 sin 5
x − 1

)
+ x, x 6= 0;

0, x = 0.

1.8. f (x) =

 x2 cos 4
3x + x2

2 , x 6= 0;

0, x = 0.

1.9. f (x) =

 arctg
(
x3 − x 3

2 sin 1
3x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.10. f (x) =

 sinx · cos 5
x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.11. f (x) =

 x+ arcsin
(
x2 sin 6

x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.12. f (x) =

 tg
(

2x
2 cos(1/8x) − 1 + x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.13. f (x) =

 arctgx · sin 7
x , x 6= 0;

0, x = 0.
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1.14. f (x) =

 2x2 + x2 cos 1
9x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.15. f (x) =

 x2 cos2 11
x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.16. f (x) =

 2x2 + x2 cos 1
x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.17. f (x) =

 ln cosx
x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.18. f (x) =

 6x+ x sin 1
x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.19. f (x) =

 ex
2−cosx
x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.20. f (x) =

 ex sin 5
x − 1, x 6= 0;

0, x = 0.

1.21. f (x) =

 3x
2 sin 2

x − 1 + 2x, x 6= 0;

0, x = 0.

1.22. f (x) =


√

1 + ln
(
1 + 3x2 cos 2

x

)
− 1, x 6= 0;

0, x = 0.

1.23. f (x) =

 ex sin 3
5x − 1, x 6= 0;

0, x = 0.

1.24. f (x) =

 2tgx−2sin x

x2 , x 6= 0;

0, x = 0.

1.25. f (x) =

 arctg
(

3x
2 − x

2 sin 1
x

)
, x 6= 0;

0, x = 0.

1.26. f (x) =

 e
sin
(
x

3
2 sin 2

x

)
− 1 + x2, x 6= 0;

0, x = 0.

1.27. f (x) =

 3

√
1− 2x3 sin 5

x − 1 + x, x 6= 0;

0, x = 0.
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1.28. f (x) =

 x2e|x| sin 1
x2 , x 6= 0;

0, x = 0.

1.29. f (x) =


ln(1+2x2+x3)

x , x 6= 0;

0, x = 0.

1.30. f (x) =

 cosx−cos 3x
x , x 6= 0;

0, x = 0.

Задача 2. Скласти рiвняння нормалi (у варiантах 2.1-2.12) або рiвняння

дотичної (у варiантах 2.13-2.30) до даної кривої в точцi з абсцисою x0 :

2.1. y =
(
4x− x2

) /
4, x0 = 2. 2.2. y = 2x2 + 3x− 1, x0 = −2.

2.3. y = x− x3, x0 = −1. 2.4. y = x2 + 8
√
x− 32, x0 = 4.

2.5. y = x+
√
x3, x0 = 1. 2.6. y =

3
√
x2 − 20, x0 = −8.

2.7. y =
1 +
√
x

1−
√
x
, x0 = 4. 2.8. y = 8 4

√
x− 70, x0 = 16.

2.9. y = 2x2 − 3x+ 1, x0 = 1. 2.10. y =
(
x2 − 3x+ 6

) /
x2, x0 = 3.

2.11. y =
√
x− 3 3

√
x, x0 = 64. 2.12. y =

(
x3 + 2

) / (
x3 − 2

)
, x0 = 2.

2.13. y = 2x2 + 3, x0 = −1. 2.14. y =
x29 + 6

x4 + 1
, x0 = 1.

2.15. y = 2x+
1

x
, x0 = 1. 2.16. y = −2

(
x8 + 2

)/(
3
(
x4+1

))
, x0 =1.

2.17. y =
x5 + 1

x4 + 1
, x0 = 1. 2.18. y =

x16 + 9

1− 5x2
, x0 = 1.

2.19. y = 3
(

3
√
x− 2

√
x
)
, x0 = 1. 2.20. y = 1/ (3x+ 2), x0 = 2.

2.21. y = x
/ (
x2 + 1

)
, x0 = −2. 2.22. y =

(
x2 − 3x+ 3

) /
3, x0 = 3.

2.23. y = 2x
/ (
x2 + 1

)
, x0 = 1. 2.24. y = −2

(
3
√
x+ 3

√
x
)
, x0 = 1.

2.25. y =
1 + 3x2

3 + x2
, x0 = 1. 2.26. y = 14

√
x− 15 3

√
x+ 2, x0 = 1.

2.27. y = 3 4
√
x−
√
x, x0 = 1. 2.28. y =

(
3x− 2x3

) /
3, x0 = 1.

2.29. y = x2
/

10 + 3, x0 = 2. 2.30. y =
(
x2 − 2x− 3

) /
4, x0 = 4.

Задача 3. Знайти диференцiал dy :

3.1. y = x arcsin (1/x) + ln
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣ , x > 0.
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3.2. y = tg
(

2 arccos
√

1− 2x2
)
, x > 0.

3.3. y =
√

1 + 2x− ln
∣∣∣x+

√
1 + 2x

∣∣∣ .
3.4. y = x2arctg

√
x2 − 1−

√
x2 − 1.

3.5. y = arccos
(

1
/√

1 + 2x2
)
, x > 0.

3.6. y = x ln
∣∣∣x+

√
x2 + 3

∣∣∣−√x2 + 3.

3.7. y = arctg (shx) + (sh x) ln chx.

3.8. y = arccos
((
x2 − 1

)/(
x2
√

2
))

.

3.9. y = ln
(

cos2 x+
√

1 + cos4 x
)
.

3.10. y = ln
(
x+

√
1 + x2

)
−
√

1 + x2 arctgx.

3.11. y =
ln |x|
1 + x2

− 1

2
ln

x2

1 + x2
3.12. y = ln

(
ex+

√
e2x−1

)
+arcsin ex.

3.13. y = x
√

4− x2 + a arcsin (x/2) . 3.14. y = ln tg (x/2)− x/ sinx.

3.15. y = 2x+ ln |sinx+ 2 cosx| . 3.16. y =
√
ctgx−

√
tg3x

/
3.

3.17. y = ln

∣∣∣∣∣x+
√
x2 + 1

2x

∣∣∣∣∣ . 3.18. y = 3

√
x+ 2

x− 2
.

3.19. y = arctg
x2 − 1

x
. 3.20. y = ln

∣∣x2 − 1
∣∣− 1

x2 − 1
.

3.21. y = arctg
(
tg
x

2
+ 1
)
. 3.22. y = ln

∣∣∣2x+ 2
√
x2 + x+ 1

∣∣∣ .
3.23. y = ln

∣∣cos
√
x
∣∣+
√
xtg
√
x. 3.24. y = ex (cos 2x+ 2 sin 2x) .

3.25. y = x (sin lnx− cos lnx) . 3.26. y =

(√
x− 1− 1

2

)
e2
√
x−1.

3.27. y = cosx · ln tgx− ln tg
x

2
. 3.28. y =

√
3+x2−x ln

∣∣∣x+
√

3+x2
∣∣∣ .

3.29. y =
√
x− (1 + x) arctg

√
x. 3.30. y = x arctgx− ln

√
1 + x2.

Задача 4. Обчислити наближено з допомогою диференцiала:

4.1. y = 3
√
x, x = 7, 76. 4.2. y =

3
√
x3 + 7x, x = 1, 012.

4.3. y =
(
x+

√
5− x2

)/
2, x = 0, 98. 4.4. y = 3

√
x, x = 27, 54.

4.5. y = arcsinx, x = 0, 08. 4.6. y =
3
√
x2 + 2x+ 5, x = 0, 97.

4.7. y = 3
√
x, x = 26, 46. 4.8. y =

√
x2 + x+ 3, x = 1, 97.

4.9. y = x11, x = 1, 021. 4.10. y = 3
√
x, x = 1, 21.
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4.11. y = x21, x = 0, 998. 4.12. y =
3
√
x2, x = 1, 03.

4.13. y = x6, x = 2, 01. 4.14. y = 3
√
x, x = 8, 24.

4.15. y = x7, x = 1, 996. 4.16. y = 3
√
x, x = 7, 64.

4.17. y =
√

4x− 1, x = 2, 56. 4.18. y = 1
/√

2x2+x+1, x = 1, 016.

4.19. y = 3
√
x, x = 8, 36. 4.20. y = 1

/√
x, x = 4, 16.

4.21. y = x7, x = 2, 002. 4.22. y =
√

4x− 3, x = 1, 78.

4.23. y =
√
x3, x = 0, 98. 4.24. y = x5, x = 2, 997.

4.25. y =
5
√
x2, x = 1, 03. 4.26. y = x4, x = 3, 998.

4.27. y =
√

1 + x+ sinx, x = 0, 01. 4.28. y = 3
√

3x+ cosx, x = 0, 01.

4.29. y = 4
√

2x− sin (πx/2), x = 1, 02. 4.30. y =
√
x2 + 5, x = 1, 97.

Задача 5. Знайти похiдну:

5.1. y =
2
(
3x3 + 4x2 − x− 2

)
15
√

1 + x
. 5.2. y =

(
2x2 − 1

)√
1 + x2

3x3
.

5.3. y =
x4 − 8x2

2 (x2 − 4)
. 5.4. y =

2x2 − x− 1

3
√

2 + 4x
.

5.5. y =

(
1 + x8

)√
1 + x8

12x12
. 5.6. y =

x2

2
√

1− 3x4
.

5.7. y =

(
x2 − 6

)√
(4 + x2)3

120x5
. 5.8. y =

(
x2 − 8

)√
x2 − 8

6x3
.

5.9. y =
4 + 3x3

x 3

√
(2 + x3)2

. 5.10. y =
3

√(
1 + x3/4

)2

x3/2
.

5.11. y =
x6 + x3 − 2√

1− x3
. 5.12. y =

(
x2 − 2

)√
4 + x2

24x3
.

5.13. y =
1 + x2

2
√

1 + 2x2
. 5.14. y =

√
x− 1 (3x+ 2)

4x2
.

5.15. y =

√
(1 + x2)3

3x3
. 5.16. y =

x6 + 8x3 − 128√
8− x3

.

5.17. y =

√
2x+ 3 (x− 2)

x2
. 5.18. y =

(
1− x2

)
5

√
x3 +

1

x
.

5.19. y =

(
2x2 + 3

)√
x2 − 3

9x3
. 5.20. y =

x− 1

(x2 + 5)
√
x2 + 5

.
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5.21. y =
(2x+ 1)

√
x2 − x

x2
. 5.22. y = 2

√
1−
√
x

1 +
√
x
.

5.23. y =
1

(x+ 2)
√
x2 + 4x+ 5

. 5.24. y = 3
3
√
x2 + x+ 1

x+ 1
.

5.25. y = 3 · 3

√
(x+ 1)

(x− 1)2 . 5.26. y =
x+ 7

6
√
x2 + 2x+ 7

.

5.27. y =
x
√
x+ 1

x2 + x+ 1
. 5.28. y =

x2 + 2

2
√

1− x4
.

5.29. y =
(x+ 3)

√
2x− 1

2x+ 7
. 5.30. y =

3x+
√
x√

x2 + 2
.

Задача 6. Знайти похiдну:

6.1. y = x− ln
(

2 + ex + 2
√
e2x + ex + 1

)
.

6.2. y = e2x(2− sin 2x− cos 2x) /8.

6.3. y =
1

2
arctg

ex − 3

2
.

6.4. y =
1

ln 4
ln

1 + 2x

1− 2x
.

6.5. y = 2
√
ex + 1 + ln

√
ex + 1− 1√
ex + 1 + 1

.

6.6. y =
2

3

√
(arctg ex)3.

6.7. y =
1

2
ln
(
e2x + 1

)
− 2arctg ex.

6.8. y = ln (ex + 1) +
18e2x + 27ex + 11

6 (ex + 1)3 .

6.9. y =
2
(√

2x − 1− arctg
√

2x − 1
)

ln 2
.

6.10. y = 2 (x− 2)
√

1 + ex − 2 ln

√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

.

6.11. y =
eαx (α sin βx− β cos βx)

α2 + β2
.

6.12. y =
eαx (β sin βx− α cos βx)

α2 + β2
.

6.13. y = eax
[

1

2a
+
a cos 2bx+ 2b sin 2bx

2 (a2 + 4b2)

]
.

6.14. y = x+
1

1 + ex
− ln (1 + ex) .

6.15. y = x− 3 ln
[(

1 + ex/6
)√

1 + ex/3
]
− 3 arctg ex/6.
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6.16. y = x+
8

1 + ex/4
.

6.17. y = ln
(
ex +

√
e2x − 1

)
+ arcsin e−x.

6.18. y = x− e−x arcsin ex − ln
(

1 +
√

1− e2x
)
.

6.19. y = x− ln (1 + ex)− 2e−x/2arctg ex/2 −
(
arctg ex/2

)2

.

6.20. y =
ex

3

1 + x3
.

6.21. y =
1

m
√
ab

arctg
(
emx ·

√
a

b

)
.

6.22. y = 3e
3
√
x
(

3
√
x2 − 2 3

√
x+ 2

)
.

6.23. y = ln

√
1 + ex + e2x − ex − 1√
1 + ex + e2x − ex + 1

.

6.24. y = esinx

(
x− 1

cosx

)
.

6.25. y =
ex

2

[(
x2 − 1

)
cosx+ (x− 1)2 sinx

]
.

6.26. y = arctg
(
ex − e−x

)
.

6.27. y = 3e
3
√
x
(

3
√
x5 − 5

3
√
x4 + 20x− 60

3
√
x2 + 120 3

√
x− 120

)
.

6.28. y = − e3x

3 sh3 x
.

6.29. y = arcsin e−x −
√

1− e2x.

6.30. y = −1

2
e−x

2 (
x4 + 2x2 + 2

)
.

Задача 7. Знайти похiдну:

7.1. y =
√
x ln

(√
x+
√
x+a

)
−
√
x+a. 7.2. y = ln

(
x+

√
a2 + x2

)
.

7.3. y = 2
√
x− 4 ln

(
2 +
√
x
)
. 7.4. y = ln

x2

√
1− ax4

.

7.5. y = ln
(√

x+
√
x+ 1

)
. 7.6. y = ln

a2 + x2

a2 − x2
.

7.7. y = ln2 (x+ cosx) . 7.8. y = ln3 (1 + cos x) .

7.9. y = ln
x2

1− x2
. 7.10. y = ln tg

(π
4

+
x

2

)
.

7.11. y = ln 4

√
1 + 2x

1− 2x
. 7.12. y = x+

1√
2

ln
x−
√

2

x+
√

2
+ aπ

√
2

.

7.13. y = ln sin
2x+ 4

x+ 1
. 7.14. y = log16 log5 tgx.
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7.15. y = log4 log2 tgx. 7.16. y = x (cos lnx+ sin lnx) /2.

7.17. y = ln cos
2x+ 3

x+ 1
. 7.18. y = lg ln (ctgx) .

7.19. y = loga
1√

1− x4
. 7.20. y =

1√
2

ln
(√

2tgx+
√

1+2tg2x
)
.

7.21. y = ln arcsin
√

1− e2x. 7.22. y = ln arccos
√

1− e4x.

7.23. y = ln
(
bx+

√
a2 + b2x2

)
. 7.24. y = ln

√
x2 + 1 + x

√
2√

x2 + 1− x
√

2
.

7.25. y = ln

(
arccos

1√
x

)
. 7.26. y = ln

(
ex +

√
1 + e2x

)
.

7.27. y = ln

√
5 + tg (x/2)√
5− tg (x/2)

. 7.28. y = ln
lnx

sin (1/x)
.

7.29. y = ln ln sin (1 + 1/x) . 7.30. y = ln ln3 ln2 x.

Задача 8. Знайти похiдну:

8.1. y = sin
√

3 +
1

3

sin2 3x

cos 6x
. 8.2. y = cos ln 2− 1

3

cos2 3x

sin 6x
.

8.3. y = tg lg
1

3
+

1

4

sin2 4x

cos 8x
. 8.4. y = ctg 3

√
5− 1

8

cos2 4x

sin 8x
.

8.5. y =
cos sin 5 · sin2 2x

2 cos 4x
. 8.6. y =

sin cos 3 · cos2 2x

4 sin 4x
.

8.7. y =
cos ln 7 · sin2 7x

7 cos 14x
. 8.8. y = cos (ctg 2)− 1

16

cos2 8x

sin 16x
.

8.9. y = ctg (cos 2) +
1

6

sin2 6x

cos 12x
. 8.10. y = 3

√
ctg 2− 1

20

cos2 10x

sin 20x
.

8.11. y =
1

3
cos

(
tg

1

2

)
+

1

10

sin2 10x

cos 20x
. 8.12. y = ln sin

1

2
− 1

24

cos2 12x

sin 24x
.

8.13. y = 8 sin (ctg 3) +
1

5

sin2 5x

cos 10x
. 8.14. y =

cos (ctg 3) · cos2 14x

28 sin 28x
.

8.15. y =
cos
(
tg 1

3

)
· sin2 15x

15 cos 30x
. 8.16. y =

sin
(
tg 1

7

)
· cos2 16x

32 sin 32x
.

8.17. y =
ctg

(
sin 1

3

)
· sin2 17x

17 cos 34x
. 8.18. y =

5
√
ctg 2 · cos2 18x

36 sin 36x
.

8.19. y =
tg (ln 2) · sin2 19x

19 cos 38x
. 8.20. y = ctg (cos 5)− 1

40

cos2 20x

sin 40x
.

8.21. y =
√

tg 4 +
sin2 21x

21 cos 42x
. 8.22. y = cos (ln 13)− 1

44

cos2 22x

sin 44x
.

8.23. y = ln cos
1

3
+

sin2 23x

23 cos 46x
. 8.24. y = ctg

(
sin

1

13

)
− 1

48

cos2 24x

sin 48x
.
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8.25. y = sin ln 2 +
sin2 25x

25 cos 50x
. 8.26. y =

3

√
cos
√

2− 1

52

cos2 26x

sin 52x
.

8.27. y = 7
√

tg (cos 2) +
sin2 27x

27 cos 54x
. 8.28. y = sin 3

√
tg 2− cos2 28x

56 sin 56x
.

8.29. y = cos2 sin 3 +
sin2 29x

29 cos 58x
. 8.30. y = sin3 cos 2− cos2 30x

60 sin 60x
.

Задача 9. Знайти похiдну:

9.1. y = arctg
tg x− ctg x√

2
.

9.2. y = arcsin

√
x− 2√

5x
.

9.3. y =
2x− 1

4

√
2 + x− x2 +

9

8
arcsin

2x− 1

3
.

9.4. y = arctg

√
1 + x2 − 1

x
.

9.5. y = arccos
x2 − 4√
x4 + 16

.

9.6. y =

√
2

3
arctg

3x− 1√
6x

.

9.7. y =
1

4
ln
x− 1

x+ 1
− 1

2
arctg x.

9.8. y =
1

2
(x− 4)

√
8x− x2 − 7− 9 arccos

√
x− 1

6
.

9.9. y =
(1 + x) arctg

√
x

x2
+

1

3x
√
x
.

9.10. y =
x3

3
arccosx− 2 + x2

9

√
1− x2.

9.11. y =
1

2
√
x

+
1 + x

2x
arctg

√
x.

9.12. y =
3 + x

2

√
x (2− x) + 3 arccos

√
x

2
.

9.13. y =
4 + x4

x3
arctg

x2

2
+

4

x
.

9.14. y = arcsin

√
x

x+ 1
+ arctg

√
x.

9.15. y =
1

2

√
1

x2
− 1− arccosx

2x2
.

9.16. y = 6 arcsin

√
x

2
− 6 + x

2

√
x (4− x).

9.17. y =
x− 3

2

√
6x− x2 − 8 + arcsin

√
x

2
− 1.
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9.18. y =
(1 + x) arctg

√
x−
√
x

x
.

9.19. y =
2
√

1− x arcsin
√
x

x
+

2√
x
.

9.20. y =
2x− 5

4

√
5x− 4− x2 +

9

4
arcsin

√
x− 1

3
.

9.21. y = arctg x+
5

6
ln
x2 + 1

x2 + 4
.

9.22. y = arcsin
x− 2

(x− 1)
√

2
.

9.23. y =
√

1− x2 − x arcsin
√

1− x2.

9.24. y =
√
x+

1

3
arctg

√
x+

8

3
arctg

√
x

2
.

9.25. y = arctg

√
1− x

1−
√
x
.

9.26. y =
(
2x2 + 6x+ 5

)
arctg

x+ 1

x+ 2
− x.

9.27. y =
x

2
√

1− 4x2
arcsin 2x+

1

8
ln
(
1− 4x2

)
.

9.28. y =

(
2x2 − x+

1

2

)
arctg

x2 − 1

x
√

3
− x3

2
√

3
−
√

3

2
x.

9.29. y =
(
x+ 2

√
x+ 2

)
arctg

√
x√

x+ 2
−
√
x.

9.30. y =
√

1 + 2x− x2 arcsin
x
√

2

1 + x
−
√

2 ln (1 + x) .

Задача 10. Знайти похiдну:

10.1. y =
1

4
√

5
ln

2 +
√

5 thx

2−
√

5 thx
.

10.2. y =
shx

4 ch4 x
+

3 shx

8 ch2 x
+

3

8
arctg (shx) .

10.3. y =
1

2
ln

1 +
√

thx

1−
√

thx
− arctg

√
thx.

10.4. y =
3

8
√

2
ln

√
2 + th x√
2− thx

− thx

4
(
2− th2 x

) .
10.5. y =

1

2
thx+

1

4
√

2
ln

1 +
√

2 thx

1−
√

2 thx
. 10.6. y = −1

2
ln
(

th
x

2

)
− chx

2 sh2 x
.

10.7. y =
1

2a
√

1 + a2
ln
a+
√

1 + a2 thx

a−
√

1 + a2 thx
. 10.8. y =

1

18
√

2
ln

1 +
√

2 cthx

1−
√

2 cthx
.
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10.9. y = arctg

√
sh 2x

chx− shx
. 10.10. y =

1

6
ln

1− sh 2x

2 + sh 2x
.

10.11. y = 4

√
1 + th x

1− thx
. 10.12. y =

shx

1 + chx
.

10.13. y =
chx√
sh 2x

. 10.14. y =
sh 3x√
ch 6x

.

10.15. y =
1 + 8 ch2 x · ln (ch x)

2 ch2 x
. 10.16. y = −12 sh2 x+ 1

3 sh2 x
.

10.17. y = − shx

2 ch2 x
+

3

2
arcsin (thx) . 10.18. y =

1√
8

arcsin
3 + chx

1 + 3 chx
.

10.19. y =
1√
8

ln
4 +
√

8 th x
2

4−
√

8 th x
2

. 10.20. y =
1

4
ln
∣∣∣th x

2

∣∣∣− 1

4
ln

3 + chx

shx
.

10.21. y = −1

4
arcsin

5 + 3 chx

3 + 5 chx
. 10.22. y =

1− 8 ch2 x

4 ch4 x
.

10.23. y =
2

shx
− 1

3 sh3 x
+

shx

2 ch2 x
+

5

2
arctg (shx) .

10.24. y =
8

3
cth 2x− 1

3 ch x · sh3 x
.

10.25. y =
1

2
arctg (shx)− shx

2 ch2 x
.

10.26. y =
3

2
ln
(

th
x

2

)
+ chx− chx

2 sh2 x
.

10.27. y = − shx

2 ch2 x
− 1

shx
− 3

2
arctg (shx) .

10.28. y =
shx

2 ch2 x
+

1

2
arctg (shx) .

10.29. y =
1

2

[
shx

ch2 x
+ arctg (sh x)

]
.

10.30. y = − chx

2 sh2 x
− 1

2
ln
(

th
x

2

)
.

Задача 11. Знайти похiдну показниково-степеневої функцiї:

11.1. y = (arctg x)(1/2) ln(arctg x) . 11.2. y =
(
sin
√
x
)ln(sin

√
x)
.

11.3. y = (sinx)5ex . 11.4. y = (arcsinx)e
x

.

11.5. y = (lnx)3x . 11.6. y = xarcsinx.

11.7. y = (ctg 3x)2ex . 11.8. y = xe
tg x

.
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11.9. y = (tg x)4ex . 11.10. y = (cos 5x)e
x

.

11.11. y = (x sinx)8 ln(x sinx) . 11.12. y = (x− 5)chx .

11.13. y =
(
x3 + 4

)tg x
. 11.14. y = xsinx3

.

11.15. y =
(
x2 − 1

)shx
. 11.16. y =

(
x4 + 5

)ctg x
.

11.17. y = (sinx)5x/2 . 11.18. y =
(
x2 + 1

)cosx
.

11.19. y = 19x
19

x19. 11.20. y = x3x · 2x.

11.21. y =
(
sin
√
x
)e1/x

. 11.22. y = xe
ctg x

.

11.23. y = xe
cos x

. 11.24. y = x2x · 5x.

11.25. y = xe
sin x

. 11.26. y = (tg x)ln(tg x)/4 .

11.27. y = xe
arctg x

. 11.28. y =
(
x8 + 1

)thx
.

11.29. y = x29x · 29x. 11.30. y = (cos 2x)ln(cos 2x)/4 .

Задача 12. Знайти похiдну:

12.1. y =
1

24

(
x2 + 8

)√
x2 − 4 +

x2

16
arcsin

2

x
, x > 0.

12.2. y =
4x+ 1

16x2 + 8x+ 3
+

1√
2

arctg
4x+ 1√

2
.

12.3. y = 2x− ln
(

1 +
√

1− e4x
)
− e−2x arcsin

(
e2x
)
.

12.4. y =
√

9x2 − 12x+ 5 arctg (3x− 2)− ln
(

3x− 2 +
√

9x2 − 12x+ 5
)
.

12.5. y =
2

x− 1

√
2x− x2 + ln

1 +
√

2x− x2

x− 1
.

12.6. y =
x2

81
arcsin

3

x
+

1

81

(
x2 + 18

)√
x2 − 9, x > 0.

12.7. y =
1√
2

arctg
3x− 1√

2
+

1

3
· 3x− 1

3x2 − 2x+ 1
.

12.8. y = 3x− ln
(

1 +
√

1− e6x
)
− e−3x arcsin

(
e3x
)
.

12.9. y = ln
(

4x− 1 +
√

16x2 − 8x+ 2
)
−
√

16x2 − 8x+ 2 arctg (4x− 1) .

12.10. y = ln
1 + 2

√
−x− x2

2x+ 1
+

4

2x+ 1

√
−x− x2.
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12.11. y = (2x+3)4 ·arcsin
1

2x+3
+

2

3

(
4x2+12x+11

)√
x2+3x+2, 2x+3>0.

12.12. y =
x+ 2

x2 + 4x+ 6
+

1√
2

arctg
x+ 2√

2
.

12.13. y = 5x− ln
(

1 +
√

1− e10x
)
− e−5x arcsin

(
e5x
)
.

12.14. y =
√
x2 − 8x+ 17 arctg (x− 4)− ln

(
x− 4 +

√
x2 − 8x+ 17

)
.

12.15. y = ln
1 +
√
−3 + 4x− x2

2− x
+

2

2− x
√
−3 + 4x− x2.

12.16. y =
(
3x2−4x+2

)√
9x2−12x+3+(3x−2)4 arcsin

1

3x− 2
, 3x−2>0.

12.17. y =
1√
2

arctg
x− 1√

2
+

x− 1

x2 − 2x+ 3
.

12.18. y = ln
(
e5x +

√
e10x − 1

)
+ arcsin

(
e−5x

)
.

12.19. y = ln
(

2x− 3 +
√

4x2 − 12x+ 10
)
−
√

4x2 − 12x+ 10 arctg (2x− 3) .

12.20. y = ln
1 +
√
−3− 4x− x2

−x− 2
− 2

x+ 2

√
−3− 4x− x2.

12.21. y =
2

3

(
4x2 − 4x+ 3

)√
x2 − x+ (2x− 1)4 arcsin

1

2x− 1
, 2x− 1 > 0.

12.22. y =
2x− 1

4x2 − 4x+ 3
+

1√
2

arctg
2x− 1√

2
.

12.23. y = arcsin
(
e−4x

)
+ ln

(
e4x +

√
e8x − 1

)
.

12.24. y = ln
(

5x+
√

25x2 + 1
)
−
√

25x2 + 1 arctg 5x.

12.25. y =
2

3x− 2

√
−3 + 12x− 9x2 + ln

1 +
√
−3 + 12x− 9x2

3x− 2
.

12.26. y = (3x+ 1)4 arcsin
1

3x+ 1
+
(
3x2 + 2x+ 1

)√
9x2 + 6x, 3x+ 1 > 0.

12.27. y =
1√
2

arctg
2x+ 1√

2
+

2x+ 1

4x2 + 4x+ 3
.

12.28. y = ln
(
e3x +

√
e6x − 1

)
+ arcsin

(
e−3x

)
.

12.29. y =
√

49x2 + 1 arctg 7x− ln
(

7x+
√

49x2 + 1
)
.

12.30. y =
1

x

√
1− 4x2 + ln

1 +
√

1 + 4x2

2x
.
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Задача 13. Знайти похiдну:

13.1. y =
x arcsinx√

1− x2
+ ln

√
1− x2.

13.2. y = 4 ln
x

1 +
√

1− 4x2
−
√

1− 4x2

x2
.

13.3. y = x
(
2x2 + 5

)√
x2 + 1 + 3 ln

(
x+

√
x2 + 1

)
.

13.4. y = x3 arcsinx+
x2 + 2

3

√
1− x2.

13.5. y = 3 arcsin
3

4x+ 1
+ 2
√

4x2 + 2x− 2, 4x+ 1 > 0.

13.6. y =
√

1 + x2 arctg x− ln
(
x+

√
1 + x2

)
.

13.7. y = 2 arcsin
2

3x+ 4
+
√

9x2 + 24x+ 12, 3x+ 4 > 0.

13.8. y = x
(
2x2 + 1

)√
x2 + 1− ln

(
x+

√
x2 + 1

)
.

13.9. y = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
−
√

1 + x2

x
.

13.10. y =
√

1− 3x− 2x2 +
3

2
√

2
arcsin

4x+ 3√
17

.

13.11. y =
√

(4 + x) (1 + x) + 3 ln
(√

4 + x+
√

1 + x
)
.

13.12. y = ln

√
x2 − x+ 1

x
+
√

3 arctg
2x− 1√

3
.

13.13. y =
1

12
ln
x4 − x2 + 1

(x2 + 1)2 −
1

2
√

3
arctg

√
3

2x2 − 1
.

13.14. y = 4 arcsin
4

2x+ 3
+
√

4x2 + 12x− 7, 2x+ 3 > 0.

13.15. y = 2 arcsin
2

3x+ 1
+
√

9x2 + 6x− 3, 3x+ 1 > 0.

13.16. y = (2 + 3x)
√
x− 1− 3

2
arctg

√
x− 1.

13.17. y =
1

3
(x− 2)

√
x+ 1 + ln

(√
x+ 1 + 1

)
.

13.18. y =
√
x2 + 1− 1

2
ln

√
x2 + 1− x√
x2 + 1 + 1

.

13.19. y = ln 3

√
x− 1

x+ 1
− 1

2

(
1

2
+

1

x2 − 1

)
arctg x.

13.20. y = x ln
(√

1− x+
√

1 + x
)

+
1

2
(arcsinx− x) .
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13.21. y = arctg
√
x2 − 1− lnx√

x2 − 1
.

13.22. y = 3 arcsin
3

x+ 2
+
√
x2 + 4x− 5.

13.23. y =
√

(3− x) (2 + x) + 5 arcsin

√
x+ 2

5
.

13.24. y = x (arcsinx)2 + 2
√

1− x2 arcsinx− 2x.

13.25. y =

√
1− x2

x
+ arcsinx.

13.26. y = x2 arccosx− x2 + 2

3

√
1− x2.

13.27. y =

√
x2 + 2

x2
− 1√

2
ln

√
2 +
√
x2 + 2

x
.

13.28. y =
x

4

(
10− x2

)√
4− x2 + 6 arcsin

x

2
.

13.29. y = arcsin
1

2x+ 3
+ 2
√
x2 + 3x+ 2, 2x+ 3 > 0.

13.30. y = x arcsin

√
x

x+ 1
−
√
x+ arctg

√
x.

Задача 14. Знайти похiдну:

14.1. y =
1

sinα
ln (tg x+ ctgα) .

14.2. y = x cosα + sinα ln sin (x− α) .

14.3. y =
1

2
√

2

[
sin lnx−

(√
2− 1

)
· cos lnx

]
x
√

2+1.

14.4. y = arctg

(
cosx

4
√

cos 2x

)
.

14.5. y = 3
sinx

cos2 x
+ 2

sinx

cos4 x
.

14.6. y =
(
a2 + b2

)−1/2 · arcsin

(√
a2 + b2 sinx

b

)
.

14.7. y =
7x (3 sin 3x+ cos 3x · ln 7)

9 + ln2 7
.

14.8. y = ln
sinx

cosx+
√

cos 2x
.

14.9. y =
1

a (1 + a2)

[
arctg (a cosx) + a ln tg

x

2

]
.
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14.10. y = − 1

3 sin3 x
− 1

sinx
+

1

2
ln

1 + sin x

1− sinx
.

14.11. y =
(
1 + x2

)
earctg x. 14.12. y =

ctg x+ x

1− x ctg x
.

14.13. y =
1

2 sin α
2

arctg
2x sin α

2

1− x2
. 14.14. y = arctg

√√
x4+1−x2

x
, x>0.

14.15. y =
6x(sin 4x·ln 6−4 cos 4x)

16+ln2 6
. 14.16. y = arctg

√
2 tg x

1− tg x
.

14.17. y = arctg
2 sinx√

9 cos2 x− 4
. 14.18. y =

5x (2 sin 2x+ cos 2x · ln 5)

4 + ln2 5
.

14.19. y = ln

√
2 + th x√
2− thx

. 14.20. y =
3x (4 sin 4x+ ln 3 · cos 4x)

16 + ln2 3
.

14.21. y =
4x (ln 4·sin 4x−4 cos 4x)

16+ln2 4
. 14.22. y =

cosx

sin2 x
−2 cosx−3 ln tg

x

2
.

14.23. y =
5x(sin 3x·ln 5−3 cos 3x)

9+ln2 5
. 14.24. y = x−ln(1+ex)−2e−

x
2 arctg e

x
2 .

14.25. y =
2x (sinx+ cosx · ln 2)

1 + ln2 2
. 14.26. y =

ln (ctg x+ ctgα)

sinα
.

14.27. y = 2
cosx

sin4 x
+ 3

cosx

sin2 x
.

14.28. y =
cosx

3 (2 + sinx)
+

4

3
√

3
arctg

2 tg (x/2) + 1√
3

.

14.29. y =
3x (ln 3 · sin 2x− 2 cos 2x)

ln2 3 + 4
.

14.30. y =
1

2
ln

1 + cos x

1− cosx
− 1

cosx
− 1

3 cos3 x
.

Задача 15. Знайти похiдну y′x :

15.1.

 x = 3t2+1
3t3 ,

y = sin
(
t3

3 + t
)
.

15.2.

 x =
√

1− t2,

y = tg
√

1 + t.

15.3.


x =
√

2t− t2,

y = 1
3
√

(1−t)2
.

15.4.

 x = arcsin (sin t) ,

y = arccos (cos t) .

15.5.

 x = ln
(
t+
√
t2 + 1

)
,

y = t
√
t2 + 1.

15.6.

 x =
√

2t− t2,

y = arcsin (t− 1) .
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15.7.

 x = ctg (2et) ,

y = ln (tg et) .

15.8.

 x = ln (ctg t) ,

y = 1
cos2 t .

15.9.

 x = arctg et/2,

y =
√
et + 1.

15.10.

 x = ln
√

1−t
1+t ,

y =
√

1− t2.

15.11.

 x = ln 1√
1−t4 ,

y = arcsin 1−t2
1+t2 .

15.12.

 x =
√

1− t2,

y = t√
1−t2 .

15.13.

 x = arcsin
(√

1− t2
)
,

y = (arccos t)2 .

15.14.

 x = t√
1−t2 ,

y = ln 1+
√

1−t2
t .

15.15.

 x =
(
1 + cos2 t

)2
,

y = cos t
sin2 t

.

15.16.

 x = ln 1−t
1+t ,

y =
√

1− t2.

15.17.

 x = arccos 1
t ,

y =
√
t2 − 1 + arcsin 1

t .

15.18.

 x = 1
ln t ,

y = ln 1+
√

1−t2
t .

15.19.

 x = arcsin
√
t,

y =
√

1 +
√
t.

15.20.

 x = (arcsin t)2 ,

y = t√
1−t2 .

15.21.

 x = t
√
t2 + 1,

y = ln 1+
√

1+t2

t .

15.22.

 x = arctg t,

y = ln
√

1+t2

t+1 .

15.23.

 x = ln
(
1− t2

)
,

y = arcsin
√

1− t2.
15.24.

 x = arctg t+1
t−1 ,

y = arcsin
√

1− t2.

15.25.

 x = ln
√

1−sin t
1+sin t ,

y = 1
2 tg2 t+ ln cos t.

15.26.

 x =
√
t− t2 − arctg

√
1−t
t ,

y =
√
t−
√

1− t arcsin
√
t.

15.27.

 x = ln tg t,

y = 1
sin2 t

.

15.28.

 x = t2 ln t
1−t2 + ln

√
1− t2,

y = t√
1−t2 arcsin t+ ln

√
1− t2.
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15.29.

 x = esec2 t,

y = tg t · ln cos t+ tg t− t.
15.30.

 x = t√
1−t2 arcsin t+ln

√
1−t2,

y = t√
1−t2 .

Задача 16. Скласти рiвняння дотичної i нормалi до кривої в точцi, що

вiдповiдає значенню параметра t = t0 :

16.1.

 x = a sin3 t,

y = a cos3 t, t0 = π/3.

16.2.

 x =
√

3 cos t,

y = sin t, t0 = π/3.

16.3.

 x = a (t− sin t) ,

y = a (1− cos t) , t0 = π/3.

16.4.

 x = 2t− t2,

y = 3t− t3, t0 = 1.

16.5.

 x = 2t+t2

1+t3 ,

y = 2t−t2
1+t3 , t0 = 1.

16.6.

 x = arcsin t√
1+t2

,

y = arccos 1√
1+t2

, t0 =−1.

16.7.

 x = t (t cos t−2 sin t) ,

y = t (t sin t+2 cos t) , t0 =π/4.

16.8.

 x = 3at
1+t2 ,

y = 3at2

1+t2 , t0 =2.

16.9.

 x = 2 ln (ctg t) + ctg t,

y = tg t+ ctg t, t0 = π/4.

16.10.

 x = 1
2t

2 − 1
4t

4,

y = 1
2t

2 + 1
3t

3, t0 = 0.

16.11.

 x = at cos t,

y = at sin t, t0 = π/2.

16.12.

 x = sin t,

y = cos t, t0 = π/6.

16.13.

 x = arcsin t√
1+t2

,

y = arccos 1√
1+t2

, t0 = 1.

16.14.

 x = 1+ln t
t2 ,

y = 3+2 ln t
t , t0 = 1.

16.15.

 x = 1+t
t2 ,

y = 3
2t2 + 2

t , t0 = 2.

16.16.

 x = a sin3 t,

y = a cos3 t, t0 = π/6.

16.17.

 x = a (t sin t+cos t) ,

y = a (sin t−t cos t) , t0 =π/4.

16.18.

 x = t+1
t ,

y = t−1
t , t0 = −1.
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16.19.

 x = 1− t2,

y = t− t3, t0 = 2.

16.20.

 x = ln
(
1 + t2

)
,

y = t− arctg t, t0 = 1.

16.21.

 x = t (1− sin t) ,

y = t cos t, t0 = 0.

16.22.

 x = 1+t3

t2−1 ,

y = t
t2−1 , t0 = 2.

16.23.

 x = 3 cos t,

y = 4 sin t, t0 = π/4.

16.24.

 x = t− t4,

y = t2 − t3, t0 = 1.

16.25.

 x = t3 + 1,

y = t2 + t+ 1, t0 = 1.

16.26.

 x = 2 cos t,

y = sin t, t0 = −π/3.

16.27.

 x = 2 tg t,

y = 2 sin2 t+ sin 2t, t0 = π/4.

16.28.

 x = t3 + 1,

y = t2, t0 = −2.

16.29.

 x = sin t,

y = at, t0 = 0.

16.30.

 x = sin t,

y = cos 2t, t0 = π/6.

Задача 17. Знайти похiдну функцiї n-го порядку:

17.1. y = xeax. 17.2. y = sin 2x+ cos (x+ 1) .

17.3. y =
5
√
e7x−1. 17.4. y =

4x+ 7

2x+ 3
.

17.5. y = lg (5x+ 2) . 17.6. y = a3x.

17.7. y =
x

2 (3x+ 2)
. 17.8. y = lg (x+ 4) .

17.9. y =
√
x. 17.10. y =

2x+ 5

13 (3x+ 1)
.

17.11. y = 23x+5. 17.12. y = sin (x+ 1) + cos 2x.

17.13. y =
3
√
e2x+1. 17.14. y =

4 + 15x

5x+ 1
.

17.15. y = lg (3x+ 1) . 17.16. y = 75x.

17.17. y =
x

9 (4x+ 9)
. 17.18. y = lg (1 + x) .
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17.19. y =
4

x
. 17.20. y =

5x+ 1

13 (2x+ 3)
.

17.21. y = a2x+3. 17.22. y = sin (3x+ 1) + cos 5x.

17.23. y =
√
e3x+1. 17.24. y =

11 + 12x

6x+ 5
.

17.25. y = lg (2x+ 7) . 17.26. y = 2kx.

17.27. y =
x

x+ 1
. 17.28. y = log3 (x+ 5) .

17.29. y =
1 + x

1− x
. 17.30. y =

7x+ 1

17 (4x+ 3)
.

Задача 18. Знайти похiдну функцiї вказаного порядку:

18.1. y =
(
2x2 − 7

)
ln (x− 1) , yV =? 18.2. y =

(
3− x2

)
ln2 x, yIII =?

18.3. y = x cosx2, yIII =? 18.4. y =
ln (x− 1)√

x− 1
, yIII =?

18.5. y =
log2 x

x3
, yIII =? 18.6. y =

(
4x3 + 5

)
e2x+1, yV =?

18.7. y = x2 sin (5x− 3) , yIII =? 18.8. y =
lnx

x2
, yIV =?

18.9. y = (2x+ 3) ln2 x, yIII =? 18.10. y =
(
1+x2

)
arctg x, yIII =?

18.11. y =
lnx

x3
, yIV =? 18.12. y = (4x+ 3) · 2−x, yV =?

18.13. y = e1−2x ·sin (2+3x) , yIV =? 18.14. y =
ln (3 + x)

3 + x
, yIII =?

18.15. y =
(
2x3 + 1

)
cosx, yV =? 18.16. y =

(
x2+3

)
ln (x−3) , yIV =?

18.17. y =
(
1−x−x2

)
e(x−1)/2, yIV =? 18.18. y =

1

x
sin 2x, yIII =?

18.19. y = (x+ 7) ln (x+ 4) , yV =? 18.20. y = (3x− 7) · 3−x, yIV =?

18.21. y =
ln (2x+ 5)

2x+ 5
, yIII =? 18.22. y = ex/2 · sin 2x, yIV =?

18.23. y =
lnx

x5
, yIII =? 18.24. y = x ln (1− 3x) , yIV =?

18.25. y =
(
x2+3x+1

)
e3x+2, yV =? 18.26. y = (5x− 8) · 2−x, yIV =?

18.27. y =
ln (x− 2)

x− 2
, yV =? 18.28. y = e−x ·(cos 2x−x) , yIV =?
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18.29. y = (5x− 1) ln2 x, yIII =? 18.30. y =
log3 x

x2
, yIV =?

Задача 19. Знайти похiдну другого порядку y′′xx вiд функцiї, заданої

параметрично:

19.1.

 x = cos 2t,

y = 2 sec2 t.

19.2.

 x =
√

1− t2,

y = 1/t.

19.3.

 x = et cos t,

y = et sin t.

19.4.

 x = sh2 t,

y = 1
/

ch2 t.

19.5.

 x = t+ sin t,

y = 2− cos t.

19.6.

 x = 1/t,

y = 1
/ (

1 + t2
)
.

19.7.

 x =
√
t,

y = 1
/√

1− t.
19.8.

 x = sin t,

y = sec t.

19.9.

 x = tg t,

y = 1/ sin 2t.

19.10.

 x =
√
t− 1,

y = t
/√

1− t.

19.11.

 x =
√
t,

y = 3
√
t− 1.

19.12.

 x = cos t/ (1 + 2 cos t),

y = sin t/ (1 + 2 cos t).

19.13.

 x =
√
t3 − 1,

y = ln t.

19.14.

 x = sh t,

y = th2 t.

19.15.

 x =
√
t− 1,

y = 1
/√

t.

19.16.

 x = cos2 t,

y = tg2 t.

19.17.

 x =
√
t− 3,

y = ln (t− 2) .

19.18.

 x = sin t,

y = ln cos t.

19.19.

 x = t+ sin t,

y = 2 + cos t.

19.20.

 x = t− sin t,

y = 2− cos t.
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19.21.

 x = cos t,

y = ln sin t.

19.22.

 x = cos t+ t sin t,

y = sin t− t cos t.

19.23.

 x = et,

y = arcsin t.

19.24.

 x = cos t,

y = sin4 (t/2) .

19.25.

 x = ch t,

y =
3
√

sh2 t.

19.26.

 x = arctg t,

y = t2
/

2.

19.27.

 x = 2 (t− sin t) ,

y = 4 (2 + cos t) .

19.28.

 x = sin t− t cos t,

y = cos t+ t sin t.

19.29.

 x = 1
/
t2,

y = 1
/ (
t2 + 1

)
.

19.30.

 x = cos t+ sin t,

y = sin 2t.

Задача 20. Довести, що функцiя y задовольняє задане рiвняння:

20.1.
y = xe−x

2/2,

xy′ =
(
1− x2

)
y.

20.2.
y = sinx

x ,

xy′ + y = cosx.

20.3.
y = 5e−2x + ex/3,

y′ + 2y = ex.

20.4.
y = 2 + c

√
1− x2,(

1− x2
)
y′ + xy = 2x.

20.5.
y = x

√
1− x2,

yy′ = x− 2x3.

20.6.
y = c

cosx ,

y′ − tg x · y = 0.

20.7.
y = − 1

3x+c ,

y′ = 3y2.

20.8.
y = ln (c+ ex) ,

y′ = ex−y.

20.9.
y =
√
x2 − cx,(

x2 + y2
)
dx− 2xydy = 0.

20.10.
y = x (c− lnx) ,

(x− y) dx+ xdy = 0.

20.11.
y = etg(x/2),

y′ sinx = y ln y.

20.12.
y = 1+x

1−x ,

y′ = 1+y2

1+x2 .
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20.13.
y = b+x

1+bx ,

y − xy′ = b
(
1 + x2y′

)
.

20.14.
y = 3
√

2 + 3x− 3x2,

yy′ = 1−2x
y .

20.15.
y =

√
ln
(

1+ex

2

)2
+ 1,

(1 + ex) yy′ = ex.

20.16.
y = tg ln 3x,(
1 + y2

)
dx = xdy.

20.17.
y = −

√
2
x2 − 1,

1 + y2 + xyy′ = 0.

20.18.
y = 3
√
x− lnx− 1,

lnx+ y3 − 3xy2y′ = 0.

20.19.
y = a+ 7x

ax+1 ,

y − xy′ = a
(
1 + x2y′

)
.

20.20.
y = a tg

√
a
x − 1,

a2 + y2 + 2x
√
ax− x2y′ = 0.

20.21.
y = 4

√√
x+
√
x+ 1,

8xy′ − y = −1
y3
√
x+1

.

20.22.
y = (x+ 1) ex

2

,

y′ − 2xy = 2xex
2

.

20.23.
y = 2x

x3+1 + 1
x ,

x
(
x3+1

)
y′+

(
2x3−1

)
y = x3−2

x .

20.24.
y = ex+x2

+ 2ex,

y′ − y = 2xex+x2

.

20.25.
y = −x cosx+ 3x,

xy′ = y + x2 sinx.

20.26.

y = 1
/√

sinx+ x,

2 sinx · y′ + y cosx =

= y3 (x cosx− sinx) .

20.27.
y = x

x−1 + x2,

x (x− 1) y′ + y = x2 (2x− 1) .

20.28.
y = x

cosx ,

y′ − y tg x = secx.

20.29.
y = (x+ 1)n (ex − 1) ,

y′ − ny
x+1 = ex (1 + x)n .

20.30.

y = 2 sinx
x + cosx,

x sinx·y′+(sinx−x cosx) y=

= sinx · cosx− x.

Задача 21. Розкласти функцiю за формулою Маклорена:

21.1. y =
9

20− x− x2
. 21.2. y =

x2

√
4− 5x

.
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21.3. y = ln(1− x− 6x2). 21.4. y = 2x cos2
(x

2

)
− x.

21.5. y =
sh 2x

x
− 2. 21.6. y =

7

12 + x− x2
.

21.7. y =
x

3
√

27− 2x
. 21.8. y = ln(1 + x− 6x2).

21.9. y = (x− 1) sin 5x. 21.10. y =
ch 3x− 1

x2
.

21.11. y =
6

8 + 2x− x2
. 21.12. y =

1
4
√

16− 3x
.

21.13. y = ln(1− x− 12x2). 21.14. y = (3 + e−x)2.

21.15. y =
arcsinx

x
− 1. 21.16. y =

7

12− x− x2
.

21.17. y = x2
√

4− 3x. 21.18. y = ln(1 + 2x− 8x2).

21.19. y = 2x sin2
(x

2

)
− x. 21.20. y = (x− 1) shx.

21.21. y =
5

6 + x− x2
. 21.22. y = x 3

√
27− 2x.

21.23. y = ln(1 + x− 12x2). 21.24. y =
sin 3x

x
− cos 3x.

21.25. y =
arctg x

x
. 21.26. y =

5

6− x− x2
.

21.27. y = 4
√

16− 5x. 21.28. y = ln(1− x− 20x2).

21.29. y = (2− ex)2. 21.30. y = (x− 1) ch x.



РОЗДIЛ IV. Застосування похiдної

§4.1. Правило Лопiталя-Бернуллi

I. Розкриття невизначеностi виду
0

0
,
∞
∞
.

Теорема 1. Нехай:

1) функцiї f(x) та g(x) визначенi в промiжку (a; b],

2) lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

g(x) = 0,

3) в промiжку (a; b) iснують скiнченнi похiднi f ′(x) та g′(x), причому

g′(x) 6= 0,

4) iснує скiнченна (або нi) границя lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= K.

Тодi lim
x→a

f(x)

g(x)
= K.

Теорема 2. Нехай:

1) функцiї f(x) та g(x) визначенi в промiжку [b; +∞), де b > 0,

2) lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

g(x) = 0,

3) в промiжку (b; +∞) iснують скiнченнi похiднi f ′(x) та g′(x), причому

g′(x) 6= 0,

4) iснує скiнченна (або нi) границя lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= K.

Тодi lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= K.

Теорема 3. Нехай:

1) функцiї f(x) та g(x) визначенi в промiжку (a; b],
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2) lim
x→a

f(x) =∞, lim
x→a

g(x) =∞,

3) в промiжку (a; b) iснують скiнченнi похiднi f ′(x) та g′(x), причому

g′(x) 6= 0,

4) iснує скiнченна (або нi) границя lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= K.

Тодi lim
x→a

f(x)

g(x)
= K.

Теорема 4. Нехай:

1) функцiї f(x) та g(x) визначенi в промiжку [b; +∞), де b > 0,

2) lim
x→+∞

f(x) =∞, lim
x→+∞

g(x) =∞,

3) в промiжку (b; +∞) iснують скiнченнi похiднi f ′(x) та g′(x), причому

g′(x) 6= 0,

4) iснує скiнченна (або нi) границя lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= K.

Тодi lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= K.

II. Розкриття невизначеностi виду 0 · ∞, ∞−∞, 1∞, 00, ∞0 .

1. Якщо lim
x→a

f(x) = ∞, lim
x→a

g(x) = 0, де a може бути як скiнченне, так

i рiвне ±∞, то добуток f(x) · g(x) подають у виглядi
f(x)

1
g(x)

або
g(x)

1
f(x)

. Тодi

розкриття невизначеностi виду 0·∞ зводиться до розкриття невизначеностей
∞
∞

або
0

0
.

2. Якщо lim
x→a

f(x) = ∞, lim
x→a

g(x) = ∞, то рiзницю f(x) − g(x) пред-

ставляють у виглядi
1

g(x) −
1

f(x)

1
f(x)·g(x)

. Тодi розкриття невизначеностi виду ∞−∞

зводиться до розкриття невизначеностi
0

0
.

3. Невизначеностi виду 1∞, 00, ∞0 зводяться до невизначеностi 0 ·∞ за

допомогою зображення функцiї
(
f(x)

)g(x) у виглядi eg(x) ln f(x).

Вправи

1. Обчислити границi функцiй, використовуючи правило Лопiталя-Бер-

нуллi:
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1) lim
x→1

2x3 + 3x− 5

x3 − 6x2 + 5
, 2) lim

x→1

x− 1

xn − 1
,

3) lim
x→1

√
5x3 − x− 2x

5
√
x2 − 1

, 4) lim
x→1

lnx

x− 1
,

5) lim
x→0

6x − 5x

x
, 6) lim

x→0

ex + sinx− 1

ln(1 + x)
,

7) lim
x→0

x arcsin2 x

x cosx− sinx
, 8) lim

x→0

3 tg 4x− 12 tg x

3 sin 4x− 12 sinx
,

9) lim
x→0

1− cosx2

x2 sinx2
, 10) lim

x→0

ln(sin 3x)

ln(sin 7x)
,

11) lim
x→ 3π

4

1 + 3
√

tg x

1− 2 cos2 x
, 12) lim

x→π
6

4 sin2 x− 6 sinx+ 2

3 sin2 x+ 5 sinx− 13
4

,

13) lim
x→0

ex − 2 cosx+ e−x

x sinx
, 14) lim

x→+∞

3
√
x ln(lnx)

3
√

2x+ 5 ·
√

lnx
,

15) lim
x→π

2

ln
(
x− π

2

)
tg x

, 16) lim
x→0

ln(1− cosx)

ln tg x
,

17) lim
x→0

cosx− chx

sinx2
, 18) lim

x→0

cos(sinx)− cosx

x4
,

19) lim
x→0

arcsin 2x− 2 arcsinx

x3
, 20) lim

x→0

xx − 1

lnx
.

2. Обчислити наступнi границi:

1) lim
x→π

2

(
1

cosx
− tg x

)
, 2) lim

x→0

(
1

x
− 1

sinx · cosx

)
,

3) lim
x→1

(
1

lnx
− x

lnx

)
, 4) lim

x→+∞

(
x− x2 ln

(
1 +

1

x

))
,

5) lim
x→0

(
1

x arctg x
− 1

x2

)
, 6) lim

x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
,

7) lim
x→+∞

(1 + x)
1
x , 8) lim

x→0
xsinx,

9) lim
x→π

2

(tg x)sin 2x, 10) lim
x→π

2

(sinx)tg x,

11) lim
x→+∞

(
2

π
arctg x

)x
, 12) lim

x→0

(
sinx

x

) 1
1−cos x

,
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13) lim
x→+0

(
ln

1

x

)x
, 14) lim

x→1−0
lnx · ln(1− x),

15) lim
x→+∞

(
tg

πx

2x+ 1

) 1
x

, 16) lim
x→π

4

(tg x)ln(π4−x),

17) lim
x→0

(
tg x

x

) 1
x2

, 18) lim
x→+∞

x
1
x ,

19) lim
x→0

(1− 10x)tg x, 20) lim
x→+0

xx
x−1.

Приклади розв’язування вправ

1.7. Використовуючи теорему 1, можемо записати

lim
x→0

x arcsin2 x

x cosx− sinx
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0

(x arcsin2 x)′

(x cosx− sinx)′
=

= lim
x→0

arcsin2 x+ 2x arcsinx√
1−x2

cosx− x sinx− cosx
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0

2 arcsinx√
1−x2

(
1 + 1

1−x2

)
+ 2x

1−x2

− sinx− x cosx
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

2
√

1−x2+2x arcsinx
(1−x2)

√
1−x2

(
1 + 1

1−x2

)
+ 8x arcsinx

(1−x2)2
√

1−x2
+ 2x2+2

(1−x2)2

−2 cosx+ x sinx
= −3.

Зауважимо, що маючи невизначенiсть
0

0
, ми повторно застосували пра-

вило Лопiталя-Бернуллi тричi. I

2.5. Застосовуючи правило розкриття невизначеностi ∞−∞, отримаємо

lim
x→0

(
1

x arctg x
− 1

x2

)
= |∞ −∞| = lim

x→0

x− arctg x

x2 arctg x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

1− 1
1+x2

2x arctg x+ x2

1+x2

= lim
x→0

x

2(1 + x2) arctg x+ x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

1

4x arctg x+ 3
=

1

3
. I

2.17. Користуємось правилом розкриття невизначеностi 1∞ :

lim
x→0

(
tg x

x

) 1
x2

= lim
x→0

e
1
x2 ·ln( tg x

x ) =

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0
e

x
tg x ·

x−sin x cos x
x2 cos2 x
2x =

= lim
x→0

e
x−sin x cos x
2x2 sin x cos x = lim

x→0
e
x− 1

2 sin 2x

x2 sin 2x =

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0
e

1−cos 2x
2x sin 2x+2x2 cos 2x =

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

e
2 sin 2x

2 sin 2x+8x cos 2x−4x2 sin 2x =

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0
e

4 cos 2x
12 cos 2x−24x sin 2x−8x2 cos 2x = 3

√
e. I
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§4.2. Критерiй сталостi та монотонностi функцiї на вiдрiзку

Функцiя f(x) називається зростаючою (спадною) на (a; b), якщо для

довiльних значень x1, x2 ∈ (a; b) таких, що x1 < x2, виконується нерiвнiсть

f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Функцiя f(x) називається незростаючою (неспадною) на (a; b), якщо

для довiльних значень x1, x2 ∈ (a; b) таких, що x1 < x2, виконується нерiв-

нiсть f(x1) ≥ f(x2) (f(x1) ≤ f(x2)).

Теорема 1. Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на вiдрiзку [a; b]

i має на промiжку (a; b) скiнченну похiдну f ′(x). Для того, щоб f(x) була

на (a; b) сталою, необхiдно i достатньо, щоб f ′(x) = 0 в (a; b).

Теорема 2. Нехай функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b] i диференцi-

йовна в iнтервалi (a; b). Для того, щоб f(x) була неспадною (незростаючою)

на [a; b], необхiдно i достатньо, щоб f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) на (a; b).

Теорема 3. Нехай функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b] i диферен-

цiйовна в iнтервалi (a; b). Для того, щоб f(x) була зростаючою (спадною) на

[a; b], необхiдно i достатньо, щоб виконувались умови:

1) f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) на (a; b),

2) не iснує iнтервала (α; β) ⊂ (a; b) такого, що f ′(x) = 0 на (α; β).

Вправи

1. Знайти промiжки монотонностi даних функцiй:

1) y = x4 − 2x, 2) y =

√
x

x+ 1
,

3) y = 3x3 − 9x2 − 27x+ 30, 4) y =
(x− 2)2

(x+ 2)3
,

5) y = arcsin(2 + x), 6) y =
√
x− 2(x− 3),

7) y =
x

lnx
, 8) y = sinx− 3 sin

x

3
,

9) y =
1

x
+

2

x2
− 4

x3
, 10) y =

x2 − 7x+ 6

x− 10
,
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11) y =
(
22x − 1

)(
2x − 4

)2
, 12) y = cosx− 3 cos

x

3
,

13) y = arctg
1

1− x2
, 14) y = sinx · sin 2x,

15) y = 3
√

(x+ 3)2 − 3
√

(x− 3)2, 16) y = cos 3x− 3 cosx,

17) y =
1

sinx+ cosx
, 18) y = xex−x

2

,

19) y = arcsin
|1− x2|
1 + x2

, 20) y = arctg
2x

1− x2
.

2. При якому значеннi параметра a функцiя:

1) f(x) = 3x3 + ax+ 3 зростає на R,

2) f(x) =
√
ax3 − 12x2 + 6x зростає на iнтервалi (0; +∞),

3) f(x) =
a2 − 1

3
x3 + (a− 1)x2 + 2x+ 4 зростає на R,

4) f(x) = (a− 1)x3 − 6x2 + 6(a+ 1)x+ 7 зростає на R,

5) f(x) = 2x3 − 3(a+ 2)x2 + 48ax+ 6x− 5 зростає на R,

6) f(x) = (a− 2)x3−12x2+6(a+ 5)x+3 монотонна на iнтервалi (0; +∞),

7) f(x) = (a− 3)x3 + 6
√

7x2 + 12(a+ 3)x− 4 зростає на R,

8) f(x) = (a−1)x3+6x2+3(a−4)x+2 монотонна на iнтервалi (−∞; 0),

9) f(x) = ax+ cosx зростає на R,

10) f(x) = 2x+ 4 arctg 3x зростає на R.

3. Довести наступнi нерiвностi:

1) ex > 1 + x, ∀x 6= 0,

2)
2

π
x < sinx < x, ∀x ∈

(
0;
π

2

)
,

3) x− x3

6
< sinx < x, ∀x > 0,

4)
(

1 +
1

x

)x
< e <

(
1 +

1

x

)x+1

, ∀x > 0,

5) xα − 1 ≥ α(x− 1), ∀x > 0, α > 1,
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6) tg x > x+
x3

3
, 0 < x <

π

2
,

7) x− x3

3
< arctg x < x− x3

6
, ∀x ∈ (0; 1],

8) n
√
x− n
√
x− 1 ≤ 1, ∀x ≥ 1, n ∈ N,

9) ex < 1 + x+
x2

2
ex, ∀x ≥ 0,

10) e−x > 1− x+
x2

2
− x3

6
, ∀x > 0.

4. З’ясувати, при яких значеннях x данi рiвностi є тотожностями:

1) arcsinx+ arccosx =
π

2
, 2) arcctg x = arctg

1

x
,

3) arctg x+ arctg
1− x
1 + x

=
π

4
, 4) arctg x+ arctg 1 = arctg

1 + x

1− x
,

5) arctg x =
π

2
− 1

2
arcsin

2x

1 + x2
, 6) arccosx− arctg

√
1− x2

x
= π,

7) arctg x+ arctg
1

x
=
π

2
, 8) 2 arctg x+ arcsin

2x

1 + x2
= −π,

9) 1 + sin x = 2 cos2
(π

4
− x

2

)
, 10) 2 ctg

(π
4
−x
)

sin2
(π

4
−x
)

=2 cos2 x−1.

5. З’ясувати, чи iснують промiжки, в яких данi функцiї є сталими, i знайти

значення цих сталих:

1) cos(π + 3x) cos 2x− cos

(
3π

2
− 3x

)
sin 2x− 2 sin2 5

2
x,

2) tg2 x+ ctg2 x− 1

sin2 x · cos2 x
,

3) sin
(π

3
+ x
)

sin
(π

3
− x
)

+ sin2 x,

4) sin6 x+ cos6 x− 3

4

(
cos2 x− sin2 x

)2
,

5) arctg x− arcctg
1− x
1 + x

, 6) arctg x− arccos
1√

1 + x2
,

7) arcctg x− arctg
1− x
1 + x

, 8) 2 arcctg x+ arctg
2x

1− x2
,
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9) 2 arccosx+ arccos(2x2 − 1), 10) arccosx+ arcsin
√

1− x2.

Приклади розв’язування вправ

1.11. Знайдемо похiдну функцiї y =
(
22x − 1

)(
2x − 4

)2
:

y =
(
22x − 1

)′(
2x − 4

)2
+
((

2x − 4
)2)′

(22x − 1
)

=

= 22x ln 2 · 2
(
2x − 4

)2
+ 2
(
2x − 4

)
· 2x ln 2

(
22x − 1

)
=

= 2x ln 4
(
2x − 4

)(
2 · 22x − 4 · 2x − 1

)
.

Прирiвняємо отриману похiдну до нуля:(
2x − 4

)(
2 · 22x − 4 · 2x − 1

)
= 0.

Тодi 2x − 4 = 0 або 2 · 22x − 4 · 2x − 1 = 0. Звiдси отримуємо коренi двох

рiвнянь:

x1 = 2, x2 = log2

2 +
√

6

2
= log2(2 +

√
6)− 1.

Вiдкладемо отриманi точки на дiйснiй осi i дослiдимо знак похiдної на

кожному з трьох отриманих iнтервалiв (див. рис. 9).

-

xlog2(2 +
√

6)− 1 2

+ − +

Рис. 9. Дослiдження похiдної заданої функцiї в отриманих промiжках

Тодi y′(x) > 0 для всiх x ∈ (−∞; log2(2 +
√

6)− 1) ∪ (2; +∞), y′(x) < 0

для всiх x ∈ (log2(2 +
√

6)− 1; 2).

Отже, функцiя y =
(
22x−1

)(
2x−4

)2 є монотонно зростаючою на кожному

з промiжкiв (−∞; log2(2 +
√

6) − 1) i (2; +∞) та монотонно спадною на

промiжку (log2(2 +
√

6)− 1; 2). I

3.6. Розглянемо функцiю f(x) = tg x− x− x3

3
, де x ∈

(
0; π

2

)
. Знайдемо

її похiдну:

f ′(x) =
1

cos2 x
− 1− x2 = tg2 x− x2 > 0, ∀x ∈

(
0;
π

2

)
.
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Отже, функцiя f(x) = tg x− x− x3

3
зростає на промiжку

(
0; π

2

)
. Оскiль-

ки f(0) = 0, то f(x) > 0 для довiльного x ∈
(
0; π

2

)
або tg x > x+

x3

3
. I

4.8. Розглянемо функцiю f(x) = 2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
, яка визначена

при x ∈ R. Знайдемо її похiдну:

f ′(x) =
2

1 + x2
+

1√
1− 4x2

(1+x2)2

· 2− 2x2

(1 + x2)2
=

=
2

1 + x2
+

1 + x2

|1− x2|
· 2(1− x2)

(1 + x2)2
=

2

1 + x2

(
1 +

1− x2

|1− x2|

)
.

Зауважимо, що функцiя має скiнченну похiдну у всiх точках областi ви-

значення, крiм x = ±1. Крiм того,

f(1) = π, f(−1) = −π.

При x ∈ (−∞; −1) ∪ (1; +∞) f ′(x) = 0, тому на кожному з промiжкiв

функцiя f(x) є сталою. Якщо x = −
√

3, то f(−
√

3) = −π. Нехай тепер

x =
√

3, тодi f(
√

3) = π.

Отже,

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
= −π, ∀x ∈ (−∞; −1),

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
= π, ∀x ∈ (1; +∞). I

§4.3. Екстремум функцiї в точцi. Достатнi умови

Точка x0 називається точкою локального максимуму (мiнiмуму)

функцiї y = f(x), якщо iснує такий окiл цiєї точки U(x0), що

(∀x ∈ U(x0)) : {f(x) ≤ f(x0)} ({f(x) ≥ f(x0)}).

Точки максимуму i мiнiмуму функцiї називаються точками екстрему-

му функцiї .

Необхiдна умова екстремуму. В точках, пiдозрiлих на екстремум,

похiдна функцiї f ′(x) дорiвнює нулю або не iснує.
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Точки, в яких похiдна рiвна нулю або не iснує, називаються критични-

ми. Точки, в яких похiдна рiвна нулю, називаються стацiонарними .

Достатнi умови екстремуму . 1) Якщо функцiя f(x) диференцiйов-

на в околi U(x0) i при переходi через точку x0 її похiдна f ′(x) змiнює знак,

тобто f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) для x < x0 в межах околу U(x0) i f ′(x) < 0

(f ′(x) > 0) для x > x0 в межах околу U(x0), то x0 є точкою локального

максимуму (мiнiмуму) функцiї f(x).

2) Якщо функцiя f(x) двiчi диференцiйовна в околi U(x0) i

f ′(x0) = 0, f ′′(x0) < 0, то x0 є точкою локального максимуму функцiї

f(x); якщо f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0, то x0 є точкою локального мiнiмуму

функцiї f(x).

3) Нехай функцiя f(x) є n-раз диференцiйовною в околi U(x0) i

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, але f (n)(x0) 6= 0. Якщо число n

є парним, то при f (n)(x0) < 0 точка x0 є точкою локального максимуму,

при f (n)(x0) > 0 точка x0 є точкою локального мiнiмуму. Якщо число n є

непарним, то екстремуму в точцi x0 не iснує.

Зауважимо, що друга i третя умова екстремуму застосовна лише до до-

слiдження стацiонарних точок.

Вправи

1. Дослiдити на екстремум наступнi функцiї:

1) y = x3 − 6x2 + 9x− 4, 2) y =
x2 − 3x+ 2

x2 + 2x+ 1
,

3) y =
ln2 x

x
, 4) y = x 3

√
x− 1,

5) y =
√
x2 +

√
x2 − 4x+ 2, 6) y = ex + e−x,

7) y =
√
x+ lnx, 8) y = arctg x− 1

2
ln(1 + x2),

9) y = x− arcsinx, 10) y = cosx+
1

2
cos 2x,
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11) y = cosx+
1

cosx
, 12) y = |x|e−|x−1|,

13) y = ex cosx, 14) y = x2e−x
2

,

15) y = log3
5 x− 6 log2

5 x− 15 log5 x, 16) y = 2x+ arccos
x

2
,

17) y = log2 x+ logx 2, 18) y = 33x − 15 · 32x + 27 · 3x,

19) y = |x2 − 4x− 12|, 20) y = ln
1− x
1 + x

− 9

8x
.

2. Довести наступнi нерiвностi:

1) |a sinx+ b cosx| ≤
√
a2 + b2, 2)

1

3
≤ x2 − x+ 1

x2 + x+ 1
≤ 3,

3)
7

23
≤ 2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 2
≤ 1, 4)

√
x2 −

√
2x+ 1 ≥

√
2

2
,

5) −2
√

3

9
≤ sin3 x− sinx ≤ 2

√
3

9
, 6) 1≤sin2 2x−2 sin2 x+3≤ 13

4
,

7) 2
1−n
n ≤

n
√
xn + an

x+ a
< 1, x>0, a>0, n∈N, 8) −1

4
≤ cos 2x

1 + 3 sin2 x
≤ 1,

9)
1

2n−1
≤ sin2n x+ cos2n x ≤ 1, n ∈ N, 10)

1

2
≤ sin4 x+ cos4 x ≤ 1.

3. Знайти критичнi точки функцiй:

1) y = (x− 1)2(x− 2)(x− 3)3, 2) y = x3 3
√

(x− 1)2,

3) y =
√

3 cos
x

2
+ sin

x

2
− x− 3

2
, 4) y = (x2 − 8)e−x,

5) y = ex + 2 cosx+ e−x, 6) y =
x3 + 2x2 + 4x+ 4

ex
,

7) y =
ln2 x

x
, 8) y = sin 2x+ 2 cos

(π
2
− x
)
,

9) y = ln(x2 + 1)− 2 arctg x, 10) y = |x2 − 7x+ 10|.

4. Знайти всi значення змiнної x, при яких свого найбiльшого значення

набуває функцiя
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1) y =
x

x2 + 4
, 2) y = xe2+x−x2

,

3) y = 4 + sin2 2x− 2 sin2 x, 4) y = sin 6x−
√

3 cos 6x,

5) y = arcctg

(
1

2
sinx

)
, 6) y = arcsin(sin2 x),

7) y = arcsin
|1− x2|
1 + x2

, 8) y = arccos
2|x|

1 + x2
.

5. Знайти всi значення змiнної x, при яких свого найменшого значення

набуває функцiя

1) y = 5x+ e−2x, 2) y = log 1
2
(3− x− x2),

3) y = 2x lnx− x ln 49, 4) y = 9x − 2 · 3x − 3,

5) y = 2 cos x+
1

2 cosx
, x ∈

(
0;
π

2

)
, 6) y =

4(2− cosx)

sinx
, x ∈

(
0;
π

2

)
.

Приклади розв’язування вправ

1.15. Областю визначення даної функцiї є множина значень x ∈ (0; +∞).

Знайдемо похiдну:

y′=
(

log3
5 x−6 log2

5 x−15 log5 x
)′

=3 log2
5 x ·

1

x ln 5
− 12 log5 x ·

1

x ln 5
− 15

x ln 5
=

=
3

x ln 5
(log2

5 x− 4 log5 x− 5).

Прирiвнявши похiдну до нуля, знайдемо точки, пiдозрiлi на екстремум:

3

x ln 5
(log2

5 x− 4 log5 x− 5) = 0,

звiдси

log2
5 x− 4 log5 x− 5 = 0.

Ввiвши замiну log5 x = t, отримаємо квадратне рiвняння t2 − 4t − 5 = 0.

Отже, t1 = 5 або t2 = −1, звiдки x1 = 3125 або x2 =
1

5
.
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Для дослiдження функцiї на екстремум використаємо першу достатню

умову. Для цього вiдкладемо знайденi точки на дiйснiй осi i дослiдимо першу

похiдну функцiї всерединi отриманих промiжкiв (рис. 10).

При x ∈
(
0; 1

5

)
∪(3125; +∞) похiдна функцiї y′(x) > 0, при x ∈

(
1
5 ; 3125

)
похiдна функцiї y′(x) < 0.

-

x1
5 3125

+ − +

0

Рис. 10. Дослiдження похiдної функцiї y = log35 x− 6 log25 x− 15 log5 x

Отже, x = 3125 є точкою локального мiнiмуму i ymin = y(3125) = −40, x = 1
5

є точкою локального максимуму i ymax = y
(

1
5

)
= 8. I

2.3. Розглянемо функцiю f(x) =
2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 2
, визначену i неперервну при

x ∈ R i знайдемо її похiдну:

f ′(x) =

(
2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 2

)′
=

(4x+ 1)(3x2 − x+ 2)− (6x− 1)(2x2 + x+ 1)

(3x2 − x+ 2)2
=

=
12x3 − 4x2 + 8x+ 3x2 − x+ 2− 12x3 − 6x2 − 6x+ 2x2 + x+ 1

(3x2 − x+ 2)2
=

=
−5x2 + 2x+ 3

(3x2 − x+ 2)2
= − 5x2 − 2x− 3

(3x2 − x+ 2)2
.

Прирiвнявши похiдну до нуля, знайдемо стацiонарнi точки:

5x2 − 2x− 3 = 0,

звiдки x1 = 1 або x2 = −3

5
.

Дослiдимо знак похiдної на промiжках
(
−∞; −3

5

)
,
(
−3

5 ; 1
)

i (1; +∞)

(див. рис. 11).

-

x−3
5 1

− + −

Рис. 11. Дослiдження похiдної функцiї f(x) = 2x2+x+1
3x2−x+2

в отриманих промiжках

Тодi

ymin = y

(
−3

5

)
=

7

23
, ymax = y(1) = 1.
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Враховуючи, що lim
x→−∞

2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 2
=

2

3
i lim
x→+∞

2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 2
=

2

3
, отрима-

ємо, що
7

23
≤ 2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 2
≤ 1. I

5.5. Знайдемо похiдну заданої функцiї:

y′ =

(
2 cosx+

1

2 cosx

)′
= −2 sinx+

sinx

2 cos2 x
.

Прирiвнявши її до нуля, знайдемо критичнi точки:

−2 sinx+
sinx

2 cos2 x
= 0 ⇐⇒ sinx(1− 4 cos2 x)

2 cos2 x
= 0.

Звiдси sinx = 0 або 1− 4 cos2 x = 0. Отже, x = πn або x =
π

4
+
πn

2
, n ∈ Z.

Iз злiченної кiлькостi критичних точок виберемо x = π
4 ∈

(
0; π

2

)
i дослiди-

мо знак похiдної в околi вибраної точки. Тодi при x ∈
(
0; π

4

)
похiдна функцiї

y′(x) < 0, а при x ∈
(
π
4 ; π

2

)
похiдна функцiї y′(x) > 0.

Отже, ymin = y
(π

4

)
=

3
√

2

2
, а значення змiнної x, при якому дана фун-

кцiя набуває свого найменшого значення в промiжку
(
0; π

2

)
рiвне

π

4
. I

§4.4. Екстремум функцiї на вiдрiзку. Задачi на найбiльше i

найменше значення

Максимум та мiнiмум функцiї на вiдрiзку називається вiдповiдно най-

бiльшим i найменшим значенням функцiї на цьому вiдрiзку.

Якщо f(x) є неперервною на вiдрiзку [a; b], то свого найбiльшого i най-

меншого значення функцiя досягає або в критичних точках, або на кiнцях

вiдрiзка.

Для вiдшукання найбiльшого i найменшого значення функцiї f(x), непе-

рервної на вiдрiзку [a; b], використовують такий алгоритм:

1) знаходять похiдну функцiї f(x);

2) прирiвнявши похiдну до нуля, шукають критичнi точки, що належать

вiдрiзку [a; b];

3) обчислюють значення функцiї f(x) в цих критичних точках;
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4) обчислюють значення функцiї f(x) на кiнцях вiдрiзка [a; b];

5) серед знайдених значень функцiї вибирають максимальне max
x∈[a; b]

f(x) та

мiнiмальне min
x∈[a; b]

f(x) значення функцiї f(x) на даному вiдрiзку.

Зауважимо, що цей алгоритм не застосовний в тому випадку, коли кiль-

кiсть критичних точок на [a, b] є нескiнченною.

Вправи

1. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї на вiдрiзку:

1) y = 3x2 − 5x+ 1, x ∈ [0; 4],

2) y = x+
1

x
, x ∈ [0, 01; 100],

3) y = 3x, x ∈ [−2; 6],

4) y = arctg
1− x
1 + x

, x ∈ [0; 1],

5) y = x2 − 4x+ 6, x ∈ [−3; 10],

6) y = |x2 − 5x+ 6|, x ∈ [−1; 4],

7) y =
√

5− 4x, x ∈ [−1; 1],

8) y = x+ 2
√
x, x ∈ [0; 4],

9) y = sin 2x− x, x ∈
[
−π

2
;
π

2

]
,

10) y = |x2 − x− 6| − x3, x ∈ [−6; 6],

11) y = tg2 x+ 16 cos2 x, x ∈
[
−π

2
;
π

2

]
,

12) y =
|x− 1| − 1

x2 − 4
, x ∈ [−1; 1],

13) y = 15− 3 cosx+ cos 3x, x ∈
[
0;
π

2

]
,

14) y = −1

5
cos 5x+ cosx, x ∈

[π
6

; π
]
,

15) y = |x2 + x|+ |x2 − 3x+ 2|, x ∈
[
− 3

2
;

5

2

]
,
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16) y =
3x + 3−x

ln 3
, x ∈ [−2; 1],

17) y = 2 · 23x − 15 · 22x + 24 · 2x, x ∈ [−2; 2],

18) y =
(x+ 4)2

x− 3
, x ∈ [−7; 1],

19) y = 1 + 4 sinx− 2x, x ∈ [0; π],

20) y = ||x2 − 4| − 5|, x ∈ [−4; 4].

2. Довести, що якщо x+y+z = π, (x, y, z 6= 0), то справджуються наступнi

нерiвностi:

1) cosx+ cos y + cos z ≤ 3

2
, 2) sinx+ sin y + sin z ≤ 3

√
3

2
,

3) tg x+ tg y + tg z ≥ 3
√

3, 4) ctg x+ ctg y + ctg z ≥
√

3,

5) sinx · sin y · sin z ≤ 3
√

3

8
, 6) cosx · cos y · cos z ≤ 1

8
,

7) tg x · tg y · tg z ≥ 3
√

3, 8) ctg x · ctg y · ctg z ≤
√

3

9
,

9) sin
x

x
· sin y

2
· sin z

2
≤ 1

8
, 10) tg2 x

2
+ tg2 y

2
+ tg2 z

2
≥ 1.

3. Розв’язати задачi на вiдшукання найбiльшого i найменшого значень.

1) Знайти найменше значення суми m-го та n-го степеня (m > 0, n > 0)

двох додатних чисел, добуток яких є сталою величиною, рiвною p.

2) Знайти найбiльше значення добутку m-го та n-го степеня (m>0, n>0)

двох додатних чисел, сума яких є сталою величиною, рiвною s.

3) Знайти найбiльшу вiдстань вiд точки A(2; 0) до точки графiка функцiї

y =
√

12 + 5x− 2x2.

4) У площинi xOy дано точки A(0; 3) та B(4; 5). На осi Ox знайти точку

C таку, щоб периметр MABC був найменшим.

5) Серед рiвнобедрених трикутникiв з бiчною стороною a вказати трику-

тник найбiльшої площi.
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6) З усiх прямокутникiв площi S знайти той, периметр якого є наймен-

шим.

7) В трикутник з основою b i висотою h вписати прямокутник з найбiль-

шою площею.

8) У елiпс
x2

a2
+
y2

b2
= 1 вписати прямокутник зi сторонами, паралельними

осi елiпса, площа якого є найбiльшою.

9) Знайти найменшу i найбiльшу вiдстань вiд точки A(2; 0) до кола

x2 + y2 = 1.

10) На координатнiй площинi дано точки A(3; −4) та B(4; −2). Точка

C лежить на колi x2 + y2 =
16

5
. Знайти координати точки C, щоб площа

MABC була найменшою.

11) Закон руху тiла описується спiввiдношенням s(t) = 8−2t+24t2−0,5t3.

В який момент часу тiло матиме найбiльшу швидкiсть?

12) В початковий момент часу починають рухатись двi точки: одна по

осi Ox за законом x(t) = t − 2, а друга рухається по осi Oy за законом

y(t) =
√

2t4 − 4t3 + t2 + 4t. Знайти найбiльшу i найменшу вiдстань мiж то-

чками за час t ∈ [0; 2].

13) Є прямокутний лист жестi розмiром 50×80 см. У чотирьох його кутах

вирiзають однаковi квадрати i роблять вiдкриту коробку, загинаючи краї пiд

прямим кутом. Яка максимально можлива мiсткiсть утвореної коробки?

14) З круга радiуса R вирiзано сектор, з якого склеєно лiйку у формi

конуса. Який найбiльший об’єм може мати утворена лiйка?

15) Визначити розмiри вiдкритого басейну з квадратним дном i об’ємом

V, щоб на облицювання його стiн i дна затратити якнайменше матерiалу.

16) У пiвкулю радiуса R вписати прямокутний паралелепiпед з квадра-

тною основою найбiльшого об’єму.

17) В кулю радiуса R вписати цилiндр найбiльшого об’єму.

18) В кулю радiуса R вписати цилiндр з найбiльшою повною поверхнею.

19) Навколо даної кулi радiуса R описати конус найменшого об’єму.
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20) Знайти найбiльший об’єм конуса з даною твiрною l.

Приклади розв’язування вправ

1.13. Використовуючи наведений алгоритм, спочатку знайдемо похiдну

функцiї y = 15− 3 cosx+ cos 3x :

y′ = 3 sin x− 3 sin 3x = −6 sinx · cos 2x.

Тодi з рiвняння sinx · cos 2x = 0 знаходимо критичнi точки:

x = πn, або x =
π

4
+
πn

2
, де n ∈ Z.

Серед знайдених точок вибираємо лише тi, якi належать вiдрiзку
[
0;
π

2

]
,

тобто x =
π

4
.

Обчислимо значення функцiї в точках x1 = 0, x2 =
π

4
i x3 =

π

2
:

y(x1) = y(0) = 13, y(x2) = y
(π

4

)
= 15− 2

√
2, y(x3) = y

(π
2

)
= 15.

Отже,

min
x∈
[

0; π2

] y(x) = y
(π

4

)
= 15− 2

√
2,

max
x∈
[

0; π2

] y(x) = y
(π

2

)
= 15. I

2.6. Задачi на доведення нерiвностей тiсно пов’язанi iз задачами на вiдшу-

кання найбiльшого i найменшого значень певних функцiй. Розглянемо фун-

кцiю f(x, y, z) = cosx · cos y · cos z, де x + y + z = π. Тодi z = π − y − x,

cos z = cos(π − y − x) = − cos(x+ y). Звiдси

F (x, y) = f(x, y, π − y − x) = − cosx · cos y · cos(x+ y).

Зафiксуємо змiнну y i дослiдимо на екстремум неперервну i диференцi-

йовну функцiю g(x) = − cosx · cos y · cos(x+ y) :

g′(x) =
(

sinx · cos(x+ y) + sin(x+ y) · cosx
)

cos y = cos y · sin(2x+ y).

Прирiвнявши g′(x) до нуля, отримаємо критичнi точки x =
πn

2
− y

2
,

n ∈ Z. Умову задачi задовольняє лише одна точка x =
π

2
− y

2
.



158 РОЗДIЛ IV. Застосування похiдної

Якщо x ∈
(

0;
π

2
− y

2

)
, то g′(x) > 0; якщо x ∈

(π
2
− y

2
; π
)
, то g′(x) < 0.

Отже, x =
π

2
− y

2
є точкою максимуму функцiї g(x), причому

gmax = g
(π

2
− y

2

)
= sin2 y

2
· cos y.

Дослiдимо тепер на екстремум функцiю h(y) = gmax = sin2 y

2
· cos y :

h′(y) = sin
y

2
· cos

y

2
· cos y − sin2 y

2
· sin y = sin

y

2
· cos

3y

2
.

Прирiвнявши h′(y) до нуля, отримаємо критичнi точки y = 2πn, i

y =
π

3
+

2πn

3
, де n ∈ Z.

Умову задачi задовольняє лише одна критична точка y =
π

3
. Оскiльки

h′(y) > 0 для y ∈
(

0;
π

3

)
i h′(y) < 0, якщо y ∈

(π
3

; π
)
, то y =

π

3
– точка

максимуму функцiї, причому hmax = h
(π

3

)
=

√
3

8
.

Якщо y =
π

3
, то x =

π

2
− y

2
=
π

3
i z = π − (x+ y) =

π

3
. Тодi

fmax = f
(π

3
;
π

3
;
π

3

)
=

1

8
.

Отже, якщо x+ y + z = π, то

cosx · cos y · cos z ≤ 1

8
. I

3.9. Нехай B(x; y) – довiльна точка, яка лежить на колi x2 +y2 = 1. Тодi

y = ±
√

1− x2. Вiдомо, що вiдстань мiж двома точками A(x1; y1) та B(x2; y2)

обчислюється за формулою |AB| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. Знайдемо дов-

жину вiдрiзка AB в нашому випадку:

g(x) = |AB| =
√

(x− 2)2 + 1− x2 =
√
−4x+ 5.

Дослiдимо функцiю g(x) на екстремум, знайшовши її похiдну:

g′(x) = − 2√
−4x+ 5

,

де x ∈ [−1; 1].
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Оскiльки критичних точок всерединi вiдрiзка [−1; 1] немає, то обчислю-

ємо значення функцiї g(x) на кiнцях вiдрiзка. Отже,

max
x∈[−1; 1]

g(x) = 3, min
x∈[−1; 1]

g(x) = 1,

тобто найбiльша вiдстань вiд точки A(2; 0) до кола x2 + y2 = 1 рiвна 3, а

найменша – рiвна 1. I

§4.5. Опуклi функцiї та точки перегину

Функцiя f(x), яка визначена i неперервна на вiдрiзку [a; b], називається

опуклою вниз (вгору) на промiжку (a; b), якщо (∀x1, x2 : x1 < x2) графiк

функцiї f(x) на вiдрiзку [a; b] лежить не вище (не нижче) хорди AB, де

A(x1; f(x1)), B(x2; f(x2)), тобто виконуються нерiвностi:

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1

x2 − x1
f(x2)

(
f(x) ≥ x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1

x2 − x1
f(x2)

)
.

Промiжком опуклостi функцiї f(x) називається такий промiжок (a; b), в

якому функцiя f(x) опукла вниз або вгору, але f(x) не є опуклою вниз або

вгору на бiльшому промiжку (c; d) ⊃ (a; b).

Точкою перегину функцiї f(x) називається така точка x0, злiва i справа

вiд якої функцiя f(x) опукла в рiзних напрямках (злiва – вверх, справа –

вниз, або навпаки).

Теорема 1. Якщо функцiя f(x) є неперервною на вiдрiзку [a; b] та ди-

ференцiйовною на iнтервалi (a; b), то вона є опуклою вниз (вгору) на [a; b]

тодi i тiльки тодi, коли:

1) f ′(x) не cпадає (не зростає) на (a; b),

2) графiк функцiї лежить не нижче (не вище) будь-якої дотичної до цього

графiка.
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Теорема 2. Якщо функцiя f(x) є неперервною на вiдрiзку [a; b] та двiчi

диференцiйовною на iнтервалi (a; b), то вона є опуклою вниз (вгору) на [a; b]

тодi i тiльки тодi, коли f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0) на (a; b).

Необхiдна умова iснування точки перегину . Якщо x0 – точка пе-

регину функцiї f(x) та iснує f ′′(x0), то f ′′(x0) = 0.

Достатня умова iснування точки перегину . Якщо f ′′(x0) = 0 i

f ′′(x) змiнює знак при переходi через точку x0, то x0 є точкою перегину

функцiї f(x).

Вправи

1. Знайти промiжки опуклостi та точки перегину даних функцiй:

1) y = x4 − 12x3 + 48x2 − 50, 2) y = 6x2 − x3,

3) y = x+ sinx, 4) y = x3 − 3x2 − 9x+ 9,

5) y = (1 + x2)ex, 6) y = x2 lnx,

7) y = 2x2 + lnx, 8) y = 3
√

(x+ 5)2 − 3
√

(x− 5)2,

9) y = cos3 x− sin3 x, 10) y = cosx+ 4 sin
x

2
,

11) y = cosx · sin2 x, 12) y = sinx · cos2 x,

13) y =
x3

(x+ 2)2
, 14) y =

x4

x3 + 1
,

15) y = arctg

√
1− x2

x
, 16) y = arccos

1

x
,

17) y = ln(1 + x2), 18) y = x sin(lnx),

19) y = 2x+ 4 arcctg x, 20) y = arcsin

√
x2 − 1

x
.

2. Дослiдити на опуклiсть параметрично заданi функцiї:

1) x = tet, y = te−t, |t| < 1, 2,
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2) x =
t2

t− 1
, y =

t3

t− 1
, t < 1,

3) x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0; 2π], a, b > 0,

4) x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0; 2π], a > 0,

5) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ R, a > 0,

6) x = sin2 t, y = cos2 t, t ∈ R,

7) x = a ch t, y = b sh t, t ∈ R, a, b > 0.

3. Довести нерiвностi:

1) e
a+b

2 ≤ ea + eb

2
, a, b ∈ R,

2)
(
a+ b

2

)4

≤ 1

2

(
a4 + b4

)
, a ≥ 0, b ≥ 0,

3) (a+ b) ln
a+ b

2
≤ a ln a+ b ln b, a, b > 0,

4) arctg
a+ b

2
>

1

2
(arctg a+ arctg b), 0 < a < b < +∞,

5) arcctg
a+ b

2
<

1

2
(arcctg a+ arcctg b), −∞ < a < b < 0,

6) lg
a+ b

2
>

1

2
(lg a+ lg b), 0 < a < b < +∞,

7) arcsin
a+ b

2
>

1

2
(arcsin a+ arcsin b), −1 < a < b < 0,

8)
(
a+ b

2

)α
≤ 1

2

(
aα + bα

)
, a ≥ 0, b ≥ 0, α ≥ 1,

9)

√
a+ b

2
>

1

2

(√
a+
√
b
)
, 0 < a < b < +∞,

10) ctg
a+ b

2
<

1

2

(
ctg a+ ctg b

)
, 0 < a < b <

π

2
.
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Приклади розв’язування вправ

1.15. Областю визначення функцiї y = arctg

√
1− x2

x
є множина

D(y) = {x : x ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1]}.

Знайдемо другу похiдну:

y′ =

(
arctg

√
1− x2

x

)′
=

1

1 + 1−x2

x2

·

(√
1− x2

x

)′
=

= x2 ·
− x2
√

1−x2
−
√

1− x2

x2
= − 1√

1− x2
.

y′′ =

(
− 1√

1− x2

)′
= − x√

(1− x2)3
.

Якщо x ∈ [−1; 0), то y′′(x) > 0; якщо x ∈ (0; 1], то y′′(x) < 0. Отже, фун-

кцiя є опуклою вниз для x ∈ [−1; 0), i є опуклою вверх для x ∈ (0; 1]. I

2.4. Оскiльки для довiльного t ∈ [0; 2π] маємо

x′(t) = −3a cos2 t · sin t, y′(t) = 3a sin2 t · cos t,

то x′(t) = 0 на множинi
{

0;
π

2
; π;

3π

2
; 2π

}
. Отже, параметрично задана

функцiя є диференцiйовною у кожному з iнтервалiв
(

0;
π

2

)
,
(π

2
; π
)
,(

π;
3π

2

)
,
(3π

2
; 2π

)
, i y′(x) = − tg t.

Тодi

y′′(x) =

(
y′(x)

)′
t

x′(t)
=

− 1
cos2 t

−3a cos2 t · sin t
=

1

3a
· 1

cos4 t · sin t
.

За умовою задачi a > 0, тодi:

а) y′′(x) < 0 у випадку, коли sin t < 0, тобто для t ∈
(
π;

3π

2

)
∪
(3π

2
; 2π

)
.

Отже, функцiя опукла вгору на кожному з iнтервалiв
(
π;

3π

2

)
,
(3π

2
; 2π

)
;

б) y′′(x) > 0 у випадку, коли sin t > 0, тобто для t ∈
(

0;
π

2

)
∪
(π

2
; π
)
.

Отже, функцiя опукла вниз на кожному з iнтервалiв
(

0;
π

2

)
,
(π

2
; π
)
.

Точок перегину для даної функцiї не iснує. I
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3.4. Розглянемо функцiю y = arctg x i знайдемо для неї другу похiдну:

y′ =
1

1 + x2
, y′′ = − 2x

(1 + x2)2
.

Отже, функцiя є опуклою вгору для x ∈ (0; +∞). Тодi за означенням

опуклої вгору функцiї позначимо x1 = a, x2 = b, де 0 < x1 < x2 < +∞.

Отже, нерiвностi

arctg x >
x2 − x
x2 − x1

arctg x1 +
x− x1

x2 − x1
arctg x2

вiдповiдатиме нерiвнiсть

arctg x >
b− x
b− a

arctg a+
x− a
b− a

arctg b.

Якщо x =
a+ b

2
, то

arctg
a+ b

2
>

1

2
arctg a+

1

2
arctg b,

де 0 < a < b < +∞. I

§4.6. Дослiдження функцiй i побудова їх графiкiв

Асимптотою кривої y = f(x) називається пряма, до якої необмеже-

но наближається точка кривої при необмеженому вiддаленнi її вiд початку

координат. Розрiзняють вертикальнi, горизонтальнi та похилi асимптоти.

Вертикальною асимптотою графiка функцiї y = f(x) називається

пряма x = x0, якщо lim
x→x0−0

f(x) = ±∞ або lim
x→x0+0

f(x) = ±∞.

Горизонтальною асимптотою графiка функцiї y = f(x) називає-

ться пряма y = b, якщо lim
x→∞

f(x) = b. Якщо lim
x→+∞

f(x) = b1, то y = b1

називається правосторонньою горизонтальною асимптотою. Якщо

lim
x→−∞

f(x) = b2, то y = b2 називається лiвосторонньою горизонтальною

асимптотою. Якщо b1 = b2 = b, то y = b буде горизонтальною асимпто-

тою.
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Похилою асимптотою графiка функцiї y = f(x) при x → +∞

(x → −∞) називається пряма y = k1x + b1 (y = k2x + b2), якщо iснують

границi

lim
x→+∞

f(x)

x
= k1, lim

x→+∞
(f(x)− k1x) = b1(

lim
x→−∞

f(x)

x
= k2, lim

x→−∞
(f(x)− k2x) = b2

)
.

Тодi пряма y = k1x + b1 є правою похилою асимптотою кривої y = f(x),

а пряма y = k2x+ b2 є лiвою похилою асимптотою.

Зауважимо, що якщо крива має правосторонню горизонтальну асимптоту,

то правосторонньої похилої не iснує i навпаки. Аналогiчна ситуацiя з лiвосто-

роннiми асимптотами.

Дослiдження i побудова графiка функцiї y = f(x) проводиться за таким

алгоритмом:

1) визначають область визначення функцiї, точки розриву i точки пере-

тину з осями координат;

2) дослiджують функцiю на перiодичнiсть, парнiсть;

3) знаходять асимптоти графiка функцiї;

4) дослiджують функцiю на монотоннiсть та екстремум;

5) знаходять промiжки опуклостi функцiї та точки перегину;

6) за необхiдностi знаходять додатковi точки, що належать графiку фун-

кцiї;

7) пiсля виконання дослiдження будують графiк функцiї.

Вправи

1. Знайти асимптоти графiкiв функцiй:

1) y =
1

9− x2
, 2) y =

1

x− 1
− 1

x− 2
+

1

x− 3
,

3) y =
x2 − 2x+ 3

x2 + 4
, 4) y =

lnx

x
,

5) y =
3x+ 1

9 + x2
, 6) y =

(x+ 2)2

x− 3
,
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7) y =
1

sinx+ cosx
, 8) y = x− 3 +

x2

√
x2 + 4

,

9) y =

√
4x2 + 4x+ 2

x2 − 1
, 10) y = arctg(x2 − 1),

11) y =
√
x2 − 3, 12 y = e

1
x ,

13) y =
x3 − 3x+ 2

x2 − x
, 14) y = cosx+

1

cosx
,

15) y = x · e
1
x , 16) y =

1

x lnx
,

17) y = 2x+ 4 arcctg x, 18) y = e−x
2

+ 1,

19) y = 4x+ arctg
x

4
, 20) y =

2x2|x|+ 1

x|x|
.

2. Провести повне дослiдження i побудувати графiки наступних функцiй:

1) y = 3x− x3, 2) y = 1 +
4x+ 1

x2
,

3) y =
x2 − 1

x2 − 5x+ 6
, 4) y =

1 + x2

1− x2
,

5) y =
x2(x− 1)

(1 + x)2
, 6) y =

x

(1 + x)(1− x)2
,

7) y =
x

3
√
x2 − 1

, 8) y =
x√
x2 − 1

,

9) y =

√
x3 − 2

3x
, 10) y = x+ e−x,

11) y =
1

x+ 1
− 10

3x2
+

1

1− x
, 12) y = (x− 3)

√
x,

13) y = ln

√
x2 + 1− 1

x
, 14) y = ln cos x,

15) y = x

√
x

3− x
, 16) y =

√
8 + x−

√
8− x,

17) y =
√
x+
√

4− x, 18) y =
lnx√
x
,

19) y = ln(x2 − 1), 20) y = 2x(x−2),
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21) y =
4|x|

(x+ 1)2
, 22) y =

ex

1 + x
,

23) y = arcsin
2x

1 + x2
, 24) y = cosx− ln cosx,

25) y = sin4 x+ cos4 x, 26) y = sinx · sin 3x,

27) y = arccos
1− x2

1 + x2
, 28) y =

cos 2x

cosx
,

29) y = arctg
1− x2

1 + x2
, 30) y = x+ arctg x.

Приклади розв’язування вправ

1.8. Областю визначення функцiї y = x− 3 +
x2

√
x2 + 4

є вся множина дiй-

сних чисел. Отже, вертикальних асимптот для графiка функцiї не iснує.

Шукаємо горизонтальнi асимптоти:

lim
x→+∞

(
x− 3 +

x2

√
x2 + 4

)
= +∞,

lim
x→−∞

(
x− 3 +

x2

√
x2 + 4

)
=

∣∣∣∣∣∣ x = −t

t→ +∞

∣∣∣∣∣∣ =

= lim
t→+∞

(
−3 +

t2√
t2 + 4

− t
)

= lim
t→+∞

(
−3 +

t2 − t
√
t2 + 4√

t2 + 4

)
=

= lim
t→+∞

(
−3 +

t4 − t4 − 4t2√
t2 + 4(t2 + t

√
t2 + 4)

)
= −3.

Отже, лiвостороннью горизонтальною асимптотою є пряма y = −3, пра-

восторонньої горизонтальної асимптоти немає.

Права похила асимптота матиме вигляд y = k2x+ b2, де

k2 = lim
x→+∞

(
x− 3

x
+

x2

x
√
x2 + 4

)
= lim

x→+∞

(
1− 3

x
+

x√
x2 + 4

)
= 2,

b2 = lim
x→+∞

(
x− 3 +

x2

√
x2 + 4

− 2x

)
= lim

x→+∞

(
−x− 3 +

x2

√
x2 + 4

)
=

= lim
x→+∞

−(x+ 3)
√
x2 + 4 + x2

√
x2 + 4

= lim
x→+∞

x4 − (x+ 3)2(x2 + 4)√
x2 + 4

(
x2 + (x+ 3)

√
x2 + 4

) =
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= lim
x→+∞

−6x3 − 13x2 − 24x− 36√
x2 + 4

(
x2 + (x+ 3)

√
x2 + 4

) =

= lim
x→+∞

−6− 13
x −

24
x2 − 36

x3√
1 + 4

x2

(
1 +

(
1 + 3

x

)√
1 + 4

x2

) = −3.

Отже, при x → +∞ графiк даної функцiї має похилу асимптоту, що

описується рiвнянням y = 2x− 3. I

2.8. Дослiджуємо функцiю y =
x

(1 + x)(1− x)2
, дотримуючись наведено-

го алгоритму.

1) Областю визначення даної функцiї є множина

D(y) = {x : x ∈ (−∞;−1) ∪ (−1; 1) ∪ (1; +∞)}.

Знайдемо точки перетину з осями координат. Якщо x = 0, то y = 0.

Отже, графiк функцiї проходить через початок координат.

2) Функцiя y =
x

(1 + x)(1− x)2
є неперiодичною, бо областю визначення

є множина всiх дiйсних чисел, крiм чисел ±1.

Область визначення симетрична вiдносно нуля, однак

y(−x) = − x

(1− x)(1 + x)2
.

Отже, функцiя є нi парною, нi непарною.

3) Знайдемо одностороннi границi:

lim
x→1−0

x

(1 + x)(1− x)2
= +∞, lim

x→1+0

x

(1 + x)(1− x)2
= +∞,

lim
x→−1−0

x

(1 + x)(1− x)2
= +∞, lim

x→−1+0

x

(1 + x)(1− x)2
= −∞.

Отже, x = ±1 – вертикальнi асимптоти.

Оскiльки

lim
x→−∞

x

(1 + x)(1− x)2
= 0 i lim

x→+∞

x

(1 + x)(1− x)2
= 0,

то y = 0 є горизонтальною асимптотою.

4) Знаходимо похiдну першого порядку для заданої функцiї:

y′ =

(
x

(1 + x)(1− x)2

)′
=

(1 + x)(1− x)2 − x
(
(1− x)2 − 2(1− x2)

)
(1 + x)2(1− x)4

=
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=
1− x2 − x(1− x− 2− 2x)

(1 + x)2(1− x)3
=

2x2 + x+ 1

(1 + x)2(1− x)3
.

Оскiльки 2x2 +x+1 6= 0, то точок екстремуму для даної функцiї не iснує.

Дослiджуємо функцiю на монотоннiсть: якщо x ∈ (−∞;−1) ∪ (−1; 1),

то y′(x) > 0; якщо x ∈ (1; +∞), то y′(x) < 0. Отже, при x ∈ (−∞;−1) та

x ∈ (−1; 1) функцiя зростає, при x ∈ (1; +∞) функцiя спадає.

Побудуємо графiк функцiї на основi вже проведених дослiджень без

вiдшукання точок перегину та промiжкiв опуклостi графiка функцiї (див.

рис. 12).

Рис. 12. Графiк функцiї f(x) = x
(1+x)(1−x)2

.

Iндивiдуальнi завдання до роздiлу IV

Задача 1. Побудувати графiки функцiй за допомогою похiдної першого

порядку:

1.1. y = 2x3 − 9x2 + 12x− 9. 1.2. y = 3x− x3.

1.3. y = x2(x− 2)2. 1.4. y =
x3 − 9x2

4
+ 6x− 9.

1.5. y = 2− 3x2 − x3. 1.6. y = (x+ 1)2(x− 1)2.

1.7. y = 2x3 − 3x2 − 4. 1.8. y = 3x2 − 2− x3.

1.9. y = (x− 1)2(x− 3)2. 1.10. y =
x3 + 3x2

4
− 5.

1.11. y = 6x− 8x3. 1.12. y = 16x2(x− 1)2.

1.13. y = 2x3 + 3x2 − 5. 1.14. y = 2− 12x2 − 8x3.

1.15. y = (2x+ 1)2(2x− 1)2. 1.16. y = 2x3 + 9x2 + 12x.

1.17. y = 12x2 − 8x3 − 2. 1.18. y = (2x− 1)2(2x− 3)2.

1.19. y =
27(x3 − x2)

4
− 4. 1.20. y =

x(12− x2)

8
.
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1.21. y =
x2(x− 1)2

16
. 1.22. y =

27(x3 + x2)

4
− 5.

1.23. y =
16− 6x2 − x3

8
. 1.24. y = −(x2 − 4)2

16
.

1.25. y = 16x3 − 36x2 + 24x− 9. 1.26. y =
6x2 − x3 − 16

8
.

1.27. y = −(x− 2)2(x− 6)2

16
. 1.28. y = 16x3 − 12x2 − 4.

1.29. y =
11 + 9x− 3x2 − x3

8
. 1.30. y = −(x+ 1)2(x− 3)2

16
.

Задача 2. Побудувати графiки iррацiональних функцiй за допомогою

похiдної першого порядку:

2.1. y = 1− 3
√
x2 − 2x. 2.2. y = 2x− 3

3
√
x2.

2.3. y =
12 3
√

6(x− 2)2

x2 + 8
. 2.4. y = −

12 3
√

6(x− 1)2

x2 + 2x+ 9
.

2.5. y = 1− 3
√
x2 + 2x. 2.6. y = 2x+ 6− 3 3

√
(x+ 3)2.

2.7. y =
6 3
√

6(x− 3)2

x2 − 2x+ 9
. 2.8. y = 1− 3

√
x2 + 4x+ 3.

2.9. y = 3 3
√

(x− 3)2 − 2x+ 6. 2.10. y =
6

3
√

6x2

x2 + 4x+ 12
.

2.11. y = 4x+ 8− 6 3
√

(x+ 2)2. 2.12. y =
3 3
√

6(x− 4)2

x2 − 4x+ 12
.

2.13. y = 3
√
x(x+ 2). 2.14. y =

3
√
x2 + 4x+ 3.

2.15. y = −
3 3
√

6(x+ 1)2

x2 + 6x+ 17
. 2.16. y = 6 3

√
(x− 2)2 − 4x+ 8.

2.17. y =
3 3
√

6(x− 5)2

x2 − 6x+ 17
. 2.18. y = 2 + 3

√
8x(x+ 2).

2.19. y = 6x− 9− 9 3
√

(x− 1)2. 2.20. y =
3
√
x2 + 6x+ 8.

2.21. y = 3
√

4x(x− 1). 2.22. y = −
3 3
√

6(x+ 2)2

x2 + 8x+ 24
.

2.23. y = 3
√
x(x− 2). 2.24. y = −

6 3
√

6(x− 6)2

x2 − 8x+ 24
.

2.25. y = 9 3
√

(x+ 1)2 − 6x− 6. 2.26. y = 1− 3
√
x2 − 4x+ 3.

2.27. y = 8x− 16− 12 3
√

(x− 2)2. 2.28. y =
6 3
√

6(x+ 3)2

x2 + 10x+ 33
.

2.29. y = 12 3
√

(x+ 2)2 − 8x− 16. 2.30. y =
3 3
√

6(x− 1)2

2(x2 + 2x+ 9)
.
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Задача 3. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї на заданих

вiдрiзках:

3.1. y = x2 +
16

x
− 16, [1, 4]. 3.1. y = 4− x− 4

x2
, [1, 4].

3.3. y = 3
√

2(x−2)2(8−x)−1, [0, 6]. 3.4. y =
2(x2 + 3)

x2 − 2x+ 5
, [−3, 3].

3.5. y = 2
√
x− x, [0, 6]. 3.6. y = 1+ 3

√
2(x−1)2(x−7), [−1, 5].

3.7. y = x− 4
√
x+ 5, [1, 9]. 3.8. y =

10x

1 + x2
, [0, 3].

3.9. y = 3
√

2(x+1)2(5−x)−2, [−3, 3]. 3.10. y = 2x2 +
108

x
− 59, [2, 4].

3.11. y = 3− x− 4

(x+ 2)2
, [−1, 2]. 3.12. y = 3

√
2x2(x− 3), [−1, 6].

3.13. y =
2(−x2 + 7x− 7)

x2 − 2x+ 2
, [1, 4]. 3.14. y = x− 4

√
x+ 2 + 8, [−1, 7].

3.15. y = 3
√

2(x− 2)2(5− x), [1, 5]. 3.16. y =
4x

4 + x2
, [−4, 2].

3.17. y = −x
2

2
+

8

x
+ 8, [−4, −1]. 3.18. y = 3

√
2x2(x− 6), [−2, 4].

3.19. y =
−2x(2x+ 3)

x2 + 4x+ 5
, [1, 4]. 3.20. y = − 2(x2 + 3)

x2 + 2x+ 5
, [−5, 1].

3.21. y = 3
√

2(x− 1)2(x− 4), [0, 4]. 3.22. y = x2 − 2x+
16

x− 1
− 13, [2, 5].

3.23. y = 2
√
x− 1− x+ 2, [1, 5]. 3.24. y = 3

√
2(x+ 2)2(1− x), [−3, 4].

3.25. y = −x
2

2
+2x+

8

x−2
+5, [−2, 1]. 3.26. y = 8x+

4

x2
− 15,

[
1

2
, 2

]
.

3.27. y = 3
√

2(x+2)2(x−4)+3, [−4, 2]. 3.28. y = x2+4x+
16

x+2
−9, [−1, 2].

3.29. y =
4

x2
− 8x− 15,

[
−2, −1

2

]
. 3.30. y = 3

√
2(x+ 1)2(x− 2), [−2, 5].

Задача 4. Дослiдити поведiнку функцiй в околах заданих точок за до-

помогою похiдних вищих порядкiв:

4.1. y = x2 − 4x− (x− 2) ln(x− 1), x0 = 2.

4.2. y = 4x− x2 − 2 cos(x− 2), x0 = 2.

4.3. y = 6ex−2 − x3 + 3x2 − 6x, x0 = 2.
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4.4. y = 2 ln(x+ 1)− 2x+ x2 + 1, x0 = 0.

4.5. y = 2x− x2 − 2 cos(x− 1), x0 = 1.

4.6. y = cos2(x+ 1) + x2 + 2x, x0 = −1.

4.7. y = 2 ln x+ x2 − 4x+ 3, x0 = 1.

4.8. y = 1− 2x− x2 − 2 cos(x+ 1), x0 = −1.

4.9. y = x2 + 6x+ 8− 2ex+2, x0 = −2.

4.10. y = 4x+ x2 − 2ex+1, x0 = −1.

4.11. y = (x+ 1) sin(x+ 1)− 2x− x2, x0 = −1.

4.12. y = 6ex−1 − 3x− x3, x0 = 1.

4.13. y = 2x+ x2 − (x+ 1) ln(2 + x), x0 = −1.

4.14. y = sin2(x+ 1)− 2x− x2, x0 = −1.

4.15. y = x2 + 4x+ cos2(x+ 2), x0 = −2.

4.16. y = x2 + 2 ln(x+ 2), x0 = −1.

4.17. y = 4x− x2 + (x− 2) sin(x− 2), x0 = 2.

4.18. y = 6ex − x3 − 3x2 − 6x− 5, x0 = 0.

4.19. y = x2 − 2x− 2ex−2, x0 = 2.

4.20. y = sin2(x+ 2)− x2 − 4x− 4, x0 = −2.

4.21. y = cos2(x− 1) + x2 − 2x, x0 = 1.

4.22. y = x2 − 2x− (x− 1) lnx, x0 = 1.

4.23. y = (x− 1) sin(x− 1) + 2x− x2, x0 = 1.

4.24. y = x2 − 4x+ cos2(x− 2), x0 = 2.

4.25. y = x4 + 4x3 + 12x2 + 24(x+ 1− ex), x0 = 0.

4.26. y = sin2(x− 2)− x2 + 4x− 4, x0 = 2.

4.27. y = 6ex+1 − x3 − 6x2 − 15x− 16, x0 = −1.

4.28. y = sinx+ shx− 2x, x0 = 0.

4.29. y = sin2(x− 1)− x2 + 2x, x0 = 1.

4.30. y = cosx+ chx, x0 = 0.

Задача 5. Знайти асимптоти i побудувати графiки функцiй:
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5.1. y =
17− x2

4x− 5
. 5.2. y =

x2 + 1√
4x2 − 3

.

5.3. y =
x3 − 4x

3x2 − 4
. 5.4. y =

4x2 + 9

4x+ 8
.

5.5. y =
4x3 + 3x2 − 8x− 2

2− 3x2
. 5.6. y =

x2 − 3√
3x2 − 2

.

5.7. y =
2x2 − 6

x− 2
. 5.8. y =

2x3 + 2x2 − 3x− 1

2− 4x2
.

5.9. y =
x3 − 5x

5− 3x2
. 5.10. y =

2x2 − 6x+ 4

3x− 2
.

5.11. y =
2− x2

√
9x2 − 4

. 5.12. y =
4x3 − 3x

4x2 − 1
.

5.13. y =
3x2 − 7

2x+ 1
. 5.14. y =

x2 + 16√
9x2 − 8

.

5.15. y =
x3 + 3x2 − 2x− 2

2− 3x2
. 5.16. y =

21− x2

7x+ 9
.

5.17. y =
2x2 − 1√
x2 − 2

. 5.18. y =
2x3 − 3x2 − 2x+ 1

1− 3x2
.

5.19. y =
x2 − 11

4x− 3
. 5.20. y =

2x2 − 9√
x2 − 1

.

5.21. y =
x3 − 2x2 − 3x+ 2

1− x2
. 5.22. y =

x2 + 2x− 1

2x+ 1
.

5.23. y =
x3 + x2 − 3x− 1

2x2 − 2
. 5.24. y =

x2 + 6x+ 9

x+ 4
.

5.25. y =
3x2 − 10√

4x2 − 1
. 5.26. y =

x2 − 2x+ 2

x+ 3
.

5.27. y =
2x3 + 2x2 − 9x− 3

2x2 − 3
. 5.28. y =

3x2 − 10

3− 2x
.

5.29. y =
−x2 − 4x+ 13

4x+ 3
. 5.30. y =

−8− x2

√
x2 − 4

.

Задача 6. Провести повне дослiдження функцiй i побудувати їх графiки:

6.1. y =
x3 + 4

x2
. 6.2. y =

x2 − x+ 1

x− 1
.

6.3. y =
2

x2 + 2x
. 6.4. y =

4x2

3 + x2
.

6.5. y =
12x

9 + x2
. 6.6. y =

x2 − 3x+ 3

x− 1
.

6.7. y =
4− x3

x2
. 6.8. y =

x2 − 4x+ 1

x− 4
.
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6.9. y =
2x3 + 1

x2
. 6.10. y =

(x− 1)2

x2
.

6.11. y =
x2

(x− 1)2
. 6.12. y =

(
1 +

1

x

)2

.

6.13. y =
12− 3x2

x2 + 12
. 6.14. y =

9 + 6x− 3x2

x2 − 2x+ 13
.

6.15. y =
−8x

x2 + 4
. 6.16. y =

(
x− 1

x+ 1

)2

.

6.17. y =
3x4 + 1

x3
. 6.18. y =

4x

(x+ 1)2
.

6.19. y =
8(x− 1)

(x+ 1)2
. 6.20. y =

1− 2x3

x2
.

6.21. y =
4

x2 + 2x− 3
. 6.22. y =

4

3 + 2x− x2
.

6.23. y =
x2 + 2x− 7

x2 + 2x− 3
. 6.24. y =

1

x4 − 1
.

6.25. y = − x2

(x+ 2)2
. 6.26. y =

x3 − 32

x2
.

6.27. y =
4(x+ 1)2

x2 + 2x+ 4
. 6.28. y =

3x− 2

x3
.

6.29. y =
x2 − 6x+ 9

(x− 1)2
. 6.30. y =

x3 − 27x+ 54

x3
.

Задача 7. Провести повне дослiдження функцiй i побудувати їх графiки:

7.1. y = (2x+ 3)e−2(x+1). 7.2. y =
e2(x+1)

2(x+ 1)
.

7.3. y = 3 ln
x

x− 3
− 1. 7.4. y = (3− x)ex−2.

7.5. y =
e2−x

2− x
. 7.6. y = ln

x

x+ 2
+ 1.

7.7. y = (x− 2)e3−x. 7.8. y =
e2(x−1)

2(x− 1)
.

7.9. y = 3− 3 ln
x

x+ 4
. 7.10. y = −(2x+ 1)e2(x+1).

7.11. y =
e2(x+2)

2(x+ 2)
. 7.12. y = ln

x

x− 2
− 2.

7.13. y = (2x+ 5)e−2(x+2). 7.14. y =
e3−x

3− x
.

7.15. y = 2 ln
x

x+ 1
− 1. 7.16. y = (4− x)ex−3.
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7.17. y =
e−2(x+2)

2(x+ 2)
. 7.18. y = 2 ln

x+ 3

x
− 3.

7.19. y = (2x− 1)e2(1−x). 7.20. y = −e
−(x+2)

x+ 2
.

7.21. y = 2 ln
x

x− 4
− 3. 7.22. y = −(x+ 1)ex+2.

7.23. y =
ex+3

x+ 3
. 7.24. y = ln

x

x+ 5
− 1.

7.25. y = −(2x+ 3)e2(x+2). 7.26. y = − e
−2(x−1)

2(x− 1)
.

7.27. y = ln
x− 5

x
+ 2. 7.28. y = (x+ 4)e−(x+3).

7.29. y =
ex−3

x− 3
. 7.30. y = ln

x+ 6

x
− 1.

Задача 8. Провести повне дослiдження функцiй i побудувати їх графiки:

8.1. y = 3
√

(2− x)(x2 − 4x+ 1). 8.2. y = − 3
√

(x+ 3)(x2 + 6x+ 6).

8.3. y = 3
√

(x+ 2)(x2 + 4x+ 1). 8.4. y = 3
√

(x+ 1)(x2 + 2x− 2).

8.5. y = 3
√

(x− 1)(x2 − 2x− 2). 8.6. y = 3
√

(x− 3)(x2 − 6x+ 6).

8.7. y = 3
√

(x2 − 4x+ 3)2. 8.8. y = 3
√
x2(x+ 2)2.

8.9. y = 3
√
x2(x− 2)2. 8.10. y = 3

√
(x2 − 2x− 3)2.

8.11. y = 3
√
x2(x+ 4)2. 8.12. y = 3

√
x2(x− 4)2.

8.13. y = 3
√

(x+ 3)x2. 8.14. y = 3
√

(x− 1)(x+ 2)2.

8.15. y = 3
√

(x− 1)2 − 3
√
x2. 8.16. y = 3

√
(x+ 6)x2.

8.17. y = 3
√

(x− 4)(x+ 2)2. 8.18. y = 3
√

(x− 1)2 − 3
√

(x− 2)2.

8.19. y = 3
√

(x+ 1)(x− 2)2. 8.20. y = 3
√

(x− 3)x2.

8.21. y = 3
√

(x− 2)2 − 3
√

(x− 3)2. 8.22. y = 3
√

(x+ 2)(x− 4)2.

8.23. y = 3
√

(x− 6)x2. 8.24. y =
3
√
x2 − 3

√
(x− 1)2.

8.25. y = 3
√
x(x− 3)2. 8.26. y = 3

√
x(x+ 3)2.

8.27. y = 3
√

(x+ 2)2 − 3
√

(x+ 3)2. 8.28. y = 3
√
x(x− 6)2.
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8.29. y = 3
√
x(x+ 6)2. 8.30. y = 3

√
(x+ 1)2 − 3

√
(x+ 2)2.

Задача 9. Провести повне дослiдження функцiй i побудувати їх графiки:

9.1. y = esinx+cosx. 9.2. y = arctg
sinx+ cosx√

2
.

9.3. y = ln(sinx+ cosx). 9.4. y =
1

sinx+ cosx
.

9.5. y = e
√

2 sinx. 9.6. y = arctg(sinx).

9.7. y = ln
(√

2 sinx
)
. 9.8. y =

1

sinx− cosx
.

9.9. y = esinx−cosx. 9.10. y = arctg
sinx− cosx√

2
.

9.11. y = ln(sinx− cosx). 9.12. y =
1

(sinx+ cosx)2
.

9.13. y = e−
√

2 cosx. 9.14. y = − arctg(cos x).

9.15. y = ln
(
−
√

2 cosx
)
. 9.16. y =

1

(sinx− cosx)2
.

9.17. y = e− sinx−cosx. 9.18. y =
3
√

sinx.

9.19. y = ln(− sinx− cosx). 9.20. y =

√
sinx− cosx√

2
.

9.21. y = e−
√

2 sinx. 9.22. y = 3
√

cosx.

9.23. y = ln
(
−
√

2 sinx
)
. 9.24. y =

√
cosx.

9.25. y = ecosx−sinx. 9.26. y = 3

√
sinx+ cosx√

2
.

9.27. y = ln(cosx− sinx). 9.28. y =
√

sinx.

9.29. y = e
√

2 cosx. 9.30. y =

√
sinx+ cosx√

2
.
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