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Ïåðåäìîâà

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê íàïèñàíî íà ïiäñòàâi äîñâiäó âèêëàäàííÿ ïðàêòè-

÷íîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó íà Ôàêóëüòåòi ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòè-

êè i Ôiçèêî-òåõíi÷íîìó ôàêóëüòåòi Êàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà äëÿ ñòóäåíòiâ ìàòåìàòè÷íèõ òà òåõíi÷íèõ ñïåöiàëü-

íîñòåé.

Ìàòåðiàë òðåòüî¨ ÷àñòèíè ïîñiáíèêà îõîïëþ¹ ïîíÿòòÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòå-

ãðàëà òà ìåòîäiâ éîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ, âëàñòèâîñòi òà çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî

iíòåãðàëà, òåîðiþ i ìåòîäè äîñëiäæåííÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ òà iíòåãðàëiâ,

çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà.

Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ïàðàãðàôó ïîäàþòüñÿ êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

ç êîæíî¨ òåìè, ÿêi ìiñòÿòü îñíîâíi îçíà÷åííÿ, ôîðìóëþâàííÿ âàæëèâèõ òå-

îðåì òà îñíîâíi ôîðìóëè. Äàëi ïîìiùåíî âïðàâè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Äðóãà

÷àñòèíà êîæíîãî ïàðàãðàôó ìiñòèòü ïîâíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèáðàíèõ âïðàâ. Â

êiíöi ïåðøèõ äâîõ ðîçäiëiâ ïîäàíi iíäèâiäóàëüíi çàâäàííÿ.

Ìàþ÷è íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê çi çðàçêàìè ðîçâ'ÿçàíèõ ïðèêëàäiâ, âèêëàäà÷

ìîæå çîñåðåäèòè óâàãó ñòóäåíòiâ íà ðîçâ'ÿçóâàííi áiëüø ñêëàäíiøèõ çàäà÷.

Íàÿâíiñòü òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó òà ïðèêëàäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äîïîìî-

æå ñòóäåíòó îïðàöüîâóâàòè ìàòåðiàë ïîñiáíèêà ñàìîñòiéíî.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ äîñêîíàëîãî âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó ïåðåä òèì, ÿê ïî-

÷èíàòè ðîçâ'ÿçóâàòè âïðàâè, íåîáõiäíî äîáðå çàñâî¨òè òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

ç êîæíî¨ òåìè. Ïîòiì ðîçiáðàòè íàâåäåíi âïðàâè ç ðîçâ'ÿçêàìè i îáîâ'ÿçêîâî

çàêðiïèòè çíàííÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿì âïðàâ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ.



ÐÎÇÄIË I. Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

�1.1. Ïåðâiñíà ôóíêöi¨. Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

Ôóíêöiÿ F (x) â çàäàíîìó ïðîìiæêó íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨

f(x) àáî iíòåãðàëîì âiä f(x), ÿêùî íà âñüîìó ïðîìiæêó f(x) ¹ ïîõiäíîþ

äëÿ F (x), àáî, ùî îäíå i òå æ, ùî f(x)dx ¹ äèôåðåíöiàëîì äëÿ F (x).

Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü F ′(x) = f(x) àáî

dF (x) = f(x)dx.

Âiäøóêàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ âñiõ ¨¨ ïåðâiñíèõ íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ iíòåãðóâàííÿì

i ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ.

ßêùî F (x) � äåÿêà ïåðâiñíà äëÿ f(x) íà äîâiëüíîìó ïðîìiæêó X, òî

ìíîæèíà âñiõ ïåðâiñíèõ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ó öüîìó ïðîìiæêó ìà¹ âèãëÿä

{F (x) + C, C ∈ R}, i íàâïàêè, êîæíà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ f(x) â

ïðîìiæêó X, ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi F (x)+C. Öåé âèðàç íàçèâàþòü

íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x) íà çàäàíîìó ïðîìiæêó X i

ïîçíà÷àþòü ∫
f(x)dx = F (x) + C, äå C = const.

Äîáóòîê f(x)dx íàçèâà¹òüñÿ ïiäiíòåãðàëüíèì âèðàçîì , f(x) � ïiä-

iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, x � çìiííîþ iíòåãðóâàííÿ , à ñèìâîë
∫

�

çíàêîì íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà .
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Òàáëèöÿ îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ

1)
∫

0 · dx = C,

2)
∫
xµdx =

xµ+1

µ+ 1
+ C, µ ̸= −1,

3)
∫
dx

x
= ln |x|+ C,

4)
∫
axdx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a ̸= 1,

5)
∫

sinx dx = − cosx+ C,

6)
∫

cosx dx = sinx+ C,

7)
∫

dx

cos2 x
= tg x+ C,

8)
∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C,

9)
∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C = −1

a
arcctg

x

a
+ C, a ̸= 0,

10)
∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C, a ̸= 0,

11)
∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C = − arccos

x

a
+ C, a > 0,

12)
∫

dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2|+ C, a ̸= 0,

13)
∫

shx dx = chx+ C,

14)
∫

chx dx = shx+ C,

15)
∫

dx

ch2 x
= thx+ C,

16)
∫

dx

sh2 x
= − cthx+ C.

Âëàñòèâîñòi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà

1. d
(∫

f(x)dx
)
= f(x)dx.

2.

∫
dF (x) =

∫
F ′(x)dx = F (x) + C, äå C = const.
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3. ßêùî a = const, òî
∫
af(x)dx = a

∫
f(x)dx.

4. ßêùî F (x) i G(x) � ïåðâiñíi íà ïåâíîìó ïðîìiæêó X âiäïîâiäíî äëÿ

ôóíêöié f(x) i g(x), òî∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx,

òîáòî F (x)±G(x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f(x)± g(x).

5. ßêùî
∫
f(t)dt = F (t) + C, äå C = const, òî∫

f(ax+ b)dx =
1

a
F (ax+ b) + C, a ̸= 0.

Çîêðåìà, ÿêùî a = 1, òî
∫
f(x+ b)dx = F (x+ b) + C1, ÿêùî b = 0, òî∫

f(ax)dx =
1

a
F (ax) + C2.

Ñïèðàþ÷èñü íà îñòàííþ âëàñòèâiñòü, äî òàáëèöi îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ ìî-

æíà äîäàòè ùå äåêiëüêà:

17)
∫

dx

x− a
= ln |x− a|+ C,

18)
∫

dx

(x− a)k
= − 1

(k − 1)(x− a)k−1
+ C, k ̸= 1,

19)
∫

sinmxdx = − 1

m
cosmx+ C, m ̸= 0,

20)
∫

cosmxdx =
1

m
sinmx+ C, m ̸= 0.

Âïðàâè

1. Ïåðåâiðèòè, ÷è ôóíêöiÿ F (x) ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæ-

êó X :

1) F (x) =
1

x− 2
, f(x) = − 1

(x− 2)2
, à) X = (−∞; 1), á) X = [1; 3),

2) F (x) = x2 + 3x+ 5, f(x) = 2x+ 3, X ≡ R,

3) F (x) = sin2 x+ cos 2x, f(x) = − sin 2x, X = [0; 1],

4) F (x) = ln(1− x2), f(x) = − 2x

1− x2
, à) X = (−1; 1), á) X =

[
− 1

2
;
1

2

]
,
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5) F (x) =
x2 − 5x+ 6

x2 + x+ 7
, f(x) =

6x2 + 2x− 4

(x2 + x+ 7)2
, X ≡ R,

6) F (x) = 2e
√
x, f(x) =

e
√
x

√
x
, à) X = (0;+∞), á) X = [0;+∞),

7) F (x) =
x2 + 4

x

√
4 +

(
x2−4
2x

)2 , f(x) = 0, X = (−1; 0),

8) F (x) =
sinx+ cosx

cosx− sinx
, f(x) =

2

(cosx− sinx)2
, X =

(
0;
π

2

)
,

9) F (x)=

√
3

12
ln
x2+

√
3x+1

x2−
√
3x+1

+
1

2
arctg x+

1

6
arctg x3, f(x)=

1

x6+1
, X ≡ R,

10) F (x) =


3
√
x2 sin 1

x , ÿêùî x ̸= 0,

0, ÿêùî x = 0,

f(x) =


1
3
√
x

(
2
3 sin

1
x −

1
x cos

1
x

)
, ÿêùî x ̸= 0,

0, ÿêùî x = 0,
X ≡ R.

2. Çíàéòè âñi ïåðâiñíi äëÿ çàäàíèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë:

1) f(x) = |x+ 2|, 2) f(x) = |2 + x| − |2− x|,

3) f(x) = e−|x|, 4) f(x) =

x
2 − 1, ÿêùî x ⩽ 1,

x3 − 1, ÿêùî x > 1,

5) f(x) =

1− x2, ÿêùî |x| ⩽ 1,

1− |x|, ÿêùî |x| > 1,
6) f(x) =


sin 2x, ÿêùî x < 0,

1, ÿêùî 0 ⩽ x ⩽ 1,

x3, ÿêùî x > 1.

3. Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ çíàéòè ïåðâiñíó, ãðàôiê ÿêî¨ ïðîõîäèòü ÷åðåç âêà-

çàíó òî÷êó M0 :

1) f(x) = (x+ 2)x(x− 1), M0(1; 1), 2) f(x) = e−x + e−2x, M0(0; 2),

3) f(x) = sin 5x cos 7x, M0(0; 0), 4) f(x) =
1

1 + cos x
, M0

(π
2
; 1
)
,

5) f(x) =
1

(x2 − 1)(x2 + 1)
, M0(0; 0), 6) f(x) = chx ch 3x, M0(ln 2; 0).

4. Çíàéòè iíòåãðàëè:
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1)
∫

(4x2 + 6)4dx, 2)
∫

(3x+ 1)(8x2 + 5x+ 3)dx,

3)
∫
x

√
x
√
x dx, 4)

∫
(12x+ 6)

√
x2 + x+ 1 dx,

5)
∫ √

x4 + x−4 + 2

x3
dx, 6)

∫
x2

3
√
3x3 + 2

dx,

7)
∫ √

1− x2 +
√
1 + x2√

1− x4
dx, 8)

∫
3
√
x− 2

5
√
x4 + 3

7
√
x5

9
√
x5

dx,

9)
∫ √

x2 + 2− 4√
x2 + 2

dx, 10)
∫

dx√
x+ 2−

√
x− 1

,

11)
∫
x3 − 2

x− 1
dx, 12)

∫
x6

x+ 1
dx,

13)
∫

32x+5dx, 14)
∫

(2x+1 − 3x−1)6−xdx,

15)
∫

9x + 1
27

3x + 1
3

dx, 16)
∫
x2ex

3

dx,

17)
∫

e−3x − 1

e−2x + e−x + 1
dx, 18)

∫
dx

ex + e−x
,

19)
∫

x√
x2 + 1

e
√
x2+1 dx, 20)

∫
x log3(x

2 + 3)

x2 + 3
dx,

21)
∫

ln
1 + x

1− x
· dx

1− x2
, 22)

∫
sin2 x dx,

23)
∫

cos2
x

3
dx, 24)

∫
tg2 x dx,

25)
∫

sh2
x

2
dx, 26)

∫
th2x dx,

27)
∫

cth22x dx, 28)
∫

sin2 x cos2 x dx,

29)
∫
(cosx+ sinx)4 dx, 30)

∫
sin 3x cos 5x dx,

31)
∫

8 sin2 x− 3 cos2 x

1 + cos 2x
dx, 32)

∫
cos3 x

sinx
dx,

33)
∫

1 + 7 cos2 x

1− cos 2x
dx, 34)

∫
dx

1 + sin x
,

35)
∫

dx

1 + cos x
, 36)

∫
arctg

√
x√

x
· dx

1 + x
,

37)
∫

cos5 x
√
sinx dx, 38)

∫
e

ln x
x · 1− lnx

x2
dx,

39)
∫

thx ln ch x dx, 40)
∫

shx

ch2 x
√
ch 2x

dx.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.7. Çíàõîäèìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ F (x) =
x2 + 4

x

√
4 +

(
x2−4
2x

)2 . Ìà-

¹ìî

D(F ) = {x : x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞)}.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ X = (−1; 0) ⊂ D(F ), òî çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (F (x))′ = f(x). Ìà¹ìî

F ′(x) =

 x2 + 4

x

√
4 +

(
x2−4
2x

)2


′

=

(
− 2x2 + 8√

x4 + 8x2 + 16

)′

=

=

(
− 2(x2 + 4)√

(x2 + 4)2

)′

= 0.

Îòæå, f(x) = 0. ▶

2.4. Çàäàíà ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà âñié äiéñíié îñi i íà êîæíîìó ç

ïðîìiæêiâ x ∈ (−∞; 1] òà x ∈ (1;+∞) ìà¹ ïåðâiñíó F (x).

ßêùî x ∈ (−∞; 1], òî F1(x) =
x3

3
− x+ C, äå C � ñòàëà, ¹ ïåðâiñíîþ

äëÿ f1(x) = x2 − 1. ßêùî x ∈ (1;+∞), òî ïåðâiñíîþ äëÿ f2(x) = x3 − 1 ¹

F2(x) =
x4

4
− x+ C1, äå C1 � ñòàëà.

Â òî÷öi x = 1 ïåðâiñíà F (x) ôóíêöi¨ f(x) ìà¹ áóòè íåïåðåðâíîþ i ìàòè

ïîõiäíó. Òîìó lim
x→1−0

F1(x) = lim
x→1+0

F2(x), òîáòî

1

3
− 1 + C =

1

4
− 1 + C1.

Çâiäñè C1 =
1

12
+ C.

Îäíîñòîðîííi ïîõiäíi F1(x) òà F2(x) â òî÷öi x = 1 òàêîæ ðiâíi.

Îòæå, F (x) =


x3

3
− x+ C, ÿêùî x ⩽ 1,

x4

4
− x+

1

12
+ C, ÿêùî x > 1,

¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóí-

êöi¨ f(x) =

x
2 − 1, ÿêùî x ⩽ 1,

x3 − 1, ÿêùî x > 1. ▶
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4.12. Âèäiëèìî ñïî÷àòêó öiëó ÷àñòèíó ðàöiîíàëüíîãî äðîáó
x6

1 + x
. Ïîäi-

ëèâøè êóòîì ìíîãî÷ëåí x6 íà äâî÷ëåí x+ 1, îòðèìà¹ìî

x6

x+ 1
= x5 − x4 + x3 − x2 + x− 1 +

1

x+ 1
.

Òîäi ∫
x6

x+ 1
dx =

∫
(x5 − x4 + x3 − x2 + x− 1)dx+

∫
dx

x+ 1
=

=
x6

6
− x5

5
+
x4

4
− x3

3
+
x2

2
− x+ ln |x+ 1|+ C. ▶

4.20. Îñêiëüêè (log3(x
2 + 3))′ =

2x

x2 + 3
· 1

ln 3
, òî∫

x log3(x
2 + 3)

x2 + 3
dx =

ln 3

2

∫
log3(x

2 + 3) d(log3(x
2 + 3)) =

=
ln 3

4
· log23(x2 + 3) + C. ▶

�1.2. Îñíîâíi ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ

1. Ìåòîä ââåäåííÿ íîâî¨ çìiííî¨. ßêùî U = φ(x) � íåïåðåðâíî äè-

ôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà ïðîìiæêó X, òî∫
f(φ(x))φ′(x)dx =

∫
f(φ(x))d(φ(x)) =

∫
f(U)dU.

2. Ìåòîä ïiäñòàíîâêè. ßêùî f(x), x = φ(t), φ′(t) � íåïåðåðâíi ôóí-

êöi¨ ó âiäïîâiäíèõ ïðîìiæêàõ, òî∫
f(x)dx =

∫
f(φ(t))φ′(t)dt.

3. Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Íåõàé ôóíêöi¨ U = U(x) i

V = V (x) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ó âèçíà÷åíîìó ïðîìiæêó X, òà iñíó¹

ïåðâiñíà ôóíêöi¨ U ′V íà öüîìó ïðîìiæêó. Òîäi ôóíêöiÿ V ′U òàêîæ ìà¹ ïåð-

âiñíó íà X, ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
UdV = UV −

∫
V dU.
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Ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ôîðìóëè íà ïðàêòèöi çàäàíîþ ââàæà¹òüñÿ ¨¨

ëiâà ÷àñòèíà, òîáòî
∫
UdV i îá÷èñëåííÿ öüîãî iíòåãðàëà çâîäèòüñÿ äî âiä-

øóêàííÿ iíòåãðàëà
∫
V dU. Ôóíêöiÿ V, âçàãàëi êàæó÷è, âèçíà÷à¹òüñÿ íå-

îäíîçíà÷íî, ç òî÷íiñòþ äî äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ C, òîìó âèáèðàþòü äëÿ çðó÷íîñòi

C = 0.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ôóíêöi¨ U = U(x) òà V = V (x) ìàþòü ïîõiäíi

äî (n+ 1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, òî n-êðàòíå çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè iíòåãðó-

âàííÿ ÷àñòèíàìè äî iíòåãðàëà âèäó
∫
UV (n+1)dx ïðèâåäå äî óçàãàëüíåíî¨

ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè :∫
UV (n+1)dx = UV (n) − U ′V (n−1) + U ′′V (n−2) − . . .+

+(−1)nU (n)V + (−1)n+1

∫
U (n+1)V dx.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âèäè iíòåãðàëiâ, äî ÿêèõ çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ôîðìóëó

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.

1. Iíòåãðàëè âèäó
∫
P (x)eaxdx,

∫
P (x) sin βx dx,

∫
P (x) cos βx dx, äå

P (x) � ìíîãî÷ëåí n-ãî ñòåïåíÿ âiä çìiííî¨ x, a ̸= 0, β ̸= 0 � äiéñíi ÷èñëà.

Ó öèõ iíòåãðàëàõ P (x) ïîçíà÷àþòü ÷åðåç U. Ïiñëÿ n-êðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ

ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè öi iíòåãðàëè çâîäÿòüñÿ âiäïîâiäíî äî iíòå-

ãðàëiâ
∫
eaxdx,

∫
sin βx dx,

∫
cos βx dx.

2. Iíòåãðàëè âèäó
∫
eax sin βx dx,

∫
eax cos βx dx, a ̸= 0, β ̸= 0 � äiéñíi

÷èñëà. Ïiñëÿ äâîêðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ó

ïðàâié ÷àñòèíi îòðèìà¹ìî âèðàç, ùî ìiñòèòü ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë. Éîãî çíà-

õîäèìî ÿê ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ.

3. Iíòåãðàëè âèäó
∫
P (x) lnx dx,

∫
P (x) arcsinx dx,

∫
P (x) arctg x dx,∫

P (x) arccosx dx,

∫
P (x) arcctg x dx, äå P (x) � ìíîãî÷ëåí n-ãî ñòåïåíÿ âiä

çìiííî¨ x. ×åðåç U â öèõ iíòåãðàëàõ áåðóòü ìíîæíèêè lnx, arcsinx, arctg x,

arccosx i arcctg x.

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ¹ êîðèñíîþ äëÿ âèâåäå-

ííÿ öiëîãî ðÿäó ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ.
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Âèâåäåìî, íàïðèêëàä, ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ iíòåãðàëà âèãëÿäó

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
. Òîäi

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
=

∣∣∣∣∣∣ U = 1
(x2+a2)n , dV = dx,

dU = − 2nx
(x2+a2)n+1 dx, V = x

∣∣∣∣∣∣ = x

(x2 + a2)n
+

+2n

∫
x2dx

(x2 + a2)n+1
=

x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
(x2 + a2)dx

(x2 + a2)n+1
− 2na2

∫
dx

(x2 + a2)n+1
=

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1.

Çâiäñè

2na2In+1 =
x

(x2 + a2)n
+ (2n− 1)In, In+1 =

x

2na2(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In.

Îòæå,

In =
x

2(n− 1)a2(x2 + a2)n−1
+

2n− 3

(2n− 2)a2
In−1.

Â îêðåìèõ âèïàäêàõ ïðè iíòåãðóâàííi ôóíêöié, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü

ðàäèêàëè âèãëÿäó
√
x2 ± a2,

√
a2 − x2, äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè òðèãîíî-

ìåòðè÷íi ïiäñòàíîâêè x = a sin t, x = a tg t, x =
a

sin t
àáî ãiïåðáîëi÷íi

ïiäñòàíîâêè x = a sh t, x = a ch t.

Îäíàê, ñëiä çàóâàæèòè, ùî ÿêùî iíòåãðóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ àáî ãiïåðáîëi÷íèõ ïiäñòàíîâîê âèêîíàíå i ¹ ïîòðåáà ïîâåðíóòèñü

äî ïîïåðåäíüî¨ çìiííî¨, çàïèñàâøè îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò â ðàäèêàëàõ, òî öå

ìîæíà çðîáèòè, ñêîðèñòàâøèñü îñíîâíèìè âëàñòèâîñòÿìè îáåðíåíèõ òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ i ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié:

sin(arcsinx) = x, cos(arccosx) = x,

arcsin(−x) = − arcsinx, arccos(−x) = π − arccosx,

arccosx+ arcsinx =
π

2
,

äå x ∈ [−1; 1],

arctg(−x) = − arctg x, arcctg(−x) = π − arcctg x,
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arctg x+ arcctg x =
π

2
,

äå x ∈ R,

arcsinx = arccos
√
1− x2 = arctg

x√
1− x2

= arcctg

√
1− x2

x
, x ∈ (0; 1),

arccosx = arcsin
√
1− x2 = arctg

√
1− x2

x
= arcctg

x√
1− x2

, x ∈ (0; 1),

arctg x = arcsin
x√

1 + x2
= arccos

1√
1 + x2

= arcctg
1

x
, x ∈ (0;+∞),

arcctg x = arcsin
1√

1 + x2
= arccos

x√
1 + x2

= arctg
1

x
, x ∈ (0;+∞),

arshx = ln(x+
√
1 + x2), x ∈ R,

arch x = ln(x+
√
x2 − 1), x ∈ (1;+∞),

arthx =
1

2
ln

1 + x

1− x
, x ∈ (−1; 1),

arcthx =
1

2
ln
x+ 1

x− 1
, x ∈ (1;+∞).

Âïðàâè

1. Çíàéòè çàäàíi iíòåãðàëè, ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ââåäåííÿ íîâî¨ çìií-

íî¨ àáî ìåòîäîì ïiäñòàíîâêè:

1)
∫
x(x− 3)200dx, 2)

∫
x2

(2− x)12
dx,

3)
∫
x2

5
√

1 + x3 dx, 4)
∫

x3

x8 − 2
dx,

5)
∫

x√
x4 − 6

dx, 6)
∫

2x3 − x

x4 − x2
dx,

7)
∫

dx√
2 + ex

, 8)
∫ √

ex − 2 dx,

9)
∫

2025
√
x

√
x

dx, 10)
∫

dx

x
√
x2 − 1

,

11)
∫
x3e−x4

dx, 12)
∫

dx

e2x + e−2x
,

13)
∫

arctg
√
x√

x(x+ 1)
dx, 14)

∫
arcsin

√
x

√
x
√
1− x

dx,
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15)
∫

sin5 x cosx dx, 16)
∫

sin 2x√
9− cos2 x

dx,

17)
∫

sinx+ cosx
6
√
sinx− cosx

dx, 18)
∫

sinx cosx√
sin2 x− 2 cos2 x

dx,

19)
∫

ln tg x

sinx cosx
dx, 20)

∫ √
1 + ln x

x lnx
dx.

2. Çíàéòè iíòåãðàëè, âèêîðèñòîâóþ÷è òðèãîíîìåòðè÷íi àáî ãiïåðáîëi÷íi

ïiäñòàíîâêè:

1)
∫ √

a2 − x2 dx, 2)
∫ √

4− x2

x4
dx,

3)
∫

x2√
a2 − x2

dx, 4)
∫

dx√
(x2 + a2)3

,

5)
∫

x4√
(1− x2)3

dx, 6)
∫ √

x2 + 4

x6
dx,

7)
∫

dx

x4
√
x2 + 4

, 8)
∫
x2
√
a2 + x2 dx,

9)
∫

dx

x4
√
x2 − 3

, 10)
∫

dx

x2
√
x2 − 9

.

3. Çíàéòè iíòåãðàëè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

1)
∫
x sin 2x dx, 2)

∫
(3x+ 4)e−3xdx,

3)
∫
x2 cos 3x dx, 4)

∫
x2 lnx dx,

5)
∫ √

x ln2 x dx, 6)
∫

ln2 x

x2
dx,

7)
∫

arcsinx dx, 8)
∫
x arctg 2x dx,

9)
∫
x2 arccosx dx, 10)

∫
e−x cosx dx,

11)
∫
x−2 arcsinx dx, 12)

∫
ln(x2 + 1)dx,

13)
∫
x sec2x dx, 14)

∫
e2x cos 3x dx,

15)
∫

arctg
√
x dx, 16)

∫
x5ex

3

dx,
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17)
∫

arcsin2 x dx, 18)
∫
e2x sin2 x dx,

19)
∫

sinx ln tg x dx, 20)
∫

ln sinx

sin2 x
dx.

4.Ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè âèâåñòè ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ çíà-

õîäæåííÿ iíòåãðàëiâ (äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N):

1)
∫

lnn x dx, 2)
∫
xneaxdx, a ̸= 0,

3)
∫

cosn x dx, 4)
∫

tgn x dx,

5)
∫

shn x dx, 6)
∫

thnx dx,

7)
∫

xn√
x2 + a2

dx, 8)
∫ √

(x2 + a2)n dx,

9)
∫
eax sinn x dx, a ̸= 0, 10)

∫
dx

cosn ax
.

5. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

(e2x − sin 3x)2 dx, 2)
∫

15x

25x − 9x
dx,

3)
∫

dx

x2 + 8x+ 1
, 4)

∫ √
1− x

1 + x
dx,

5)
∫

x3√
x8 + 2

dx, 6)
∫
x2 arcsinx dx,

7)
∫

x

x2 + 6x+ 2
dx, 8)

∫
x√

a2 − x4
dx,

9)
∫ √

x+ 1−
√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx, 10)
∫

e3x

ex + 1
dx,

11)
∫

1 + ln x

1 + x lnx
dx, 12)

∫
x4

x10 − 8
dx,

13)
∫

sinx ln cosx dx, 14)
∫

sin 2x

3 + 2 sin2 x
dx,

15)
∫

sin 2x√
3− cos4 x

dx, 16)
∫

lnxn dx,

17)
∫

dx

x4 − 8
, 18)

∫
dx

(1− x2)
√
1− x2

,
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19)
∫

sinx cosx√
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

dx, 20)
∫

dx

(a2 + x2)
√
a2 + x2

.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.18. Iíòåãðàë I =

∫
sinx cosx√

sin2 x− 2 cos2 x
dx îá÷èñëþ¹òüñÿ ìåòîäîì ââåäå-

ííÿ íîâî¨ çìiííî¨.

Äiéñíî, îñêiëüêè d(sinx) = cos x dx, à cos2 x = 1− sin2 x, òî

I =

∫
sinx d(sinx)√
3 sin2 x− 2

=
∣∣∣ sinx = t

∣∣∣ = ∫ t√
3t2 − 2

dt =

=
1

2
√
3

∫
d(t2 − 2

3)√
t2 − 2

3

=
1√
3
·
√
t2 − 2

3
+ C.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çíàõîäæåííi öüîãî iíòåãðàëà ìè ñêîðèñòàëèñü ìåòî-

äîì âíåñåííÿ çìiííî¨ ïiä çíàê äèôåðåíöiàëà.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨, îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

I =
1√
3
·
√
sin2 x− 2

3
+ C =

√
1

3
sin2 x− 2

9
+ C. ▶

2.7. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ íå âèçíà÷åíà â òî÷öi x = 0 i ïàðíà. Â çíà-

ìåííèêó ïiä çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðåíÿ ¹ âèðàç x2+4, ÿêèé ìîæíà çðîáèòè

òî÷íèì êâàäðàòîì çà ðàõóíîê ïiäñòàíîâêè x = 2 tg t. Ïðè öüîìó äîñòàòíüî

ïðèïóñòèòè, ùî t çìiíþ¹òüñÿ ìiæ 0 i
π

2
. Â òàêîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî

∫
dx

x4
√
x2 + 4

=

∣∣∣∣∣∣∣
x = 2 tg t,

dx = 2dt
cos2 t

∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 2

cos2 t dt

16 tg4 t
√

4(tg2 t+ 1)
=

1

16

∫
dt

cos t tg4 t
=

=
1

16

∫
cos3 t

sin4 t
dt =

1

16

∫
(1− sin2 t)d(sin t)

sin4 t
=
∣∣∣ sin t = z

∣∣∣ =
=

1

16

∫ (
1

z4
− 1

z2

)
dz = − 1

48z3
+

1

16z
+ C = − 1

48 sin3 t
+

1

16 sin t
+ C.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨ i âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó

sin
(
arctg

x

2

)
= sin

(
arcsin

x/2√
1 + x2/4

)
=

x√
4 + x2

,
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îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

I = − 1

48
·
√
(4 + x2)3

x3
+

1

16
·
√
4 + x2

x
+ C =

= − 1

16
·
√
4 + x2

x

(
4 + x2

3x2
− 1

)
+ C = − 1

24
· (2− x2)

√
4 + x2

x3
+ C. ▶

3.5. Çàñòîñîâóþ÷è äâi÷i ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äî iíòåãðàëà

I =

∫ √
x ln2 x dx, îòðèìà¹ìî:

I =

∣∣∣∣∣∣∣
U = ln2 x, dV =

√
x dx,

dU = 2 lnx
x dx, V = 2

3x
√
x

∣∣∣∣∣∣∣ =
2

3
x
√
x ln2 x− 4

3

∫ √
x lnx dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣
U = lnx, dV =

√
x dx,

dU = dx
x , V = 2

3x
√
x

∣∣∣∣∣∣∣ =
2

3
x
√
x ln2 x− 8

9
x
√
x lnx+

8

9

∫ √
xdx =

=
2

3
x
√
x ln2 x− 8

9
x
√
x lnx+

16

27
x
√
x+C =

2

3
x
√
x

(
ln2 x− 4

3
lnx+

8

9

)
+C. ▶

5.6. Îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ x2 arcsinx âèçíà÷åíà ïðè

x ∈ (−1; 1), òî äëÿ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

I =

∫
x2 arcsinx dx =

∣∣∣∣∣∣∣
U = arcsinx, dV = x2dx,

dU = dx√
1−x2

, V = x3

3

∣∣∣∣∣∣∣ =
=
x3

3
arcsinx− 1

3

∫
x3√
1− x2

dx.

Îñòàííié iíòåãðàë ìiñòèòü ðàäèêàë
√
1− x2, òîìó äëÿ éîãî çíàõîäæåííÿ

âèêîðèñòà¹ìî çàìiíó x = sin t, âçÿâøè t ∈
(
− π

2
;
π

2

)
. Òîäi

I1 =
1

3

∫
x3dx√
1− x2

=

∣∣∣∣∣∣∣
x = sin t,

dx = cos t dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

3

∫
sin3 t dt =

= −1

3

∫
(1− cos2 t)d(cos t) = −1

3

(
cos t− cos3 t

3

)
+ C.
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Îñêiëüêè cos(arcsinx) =
√
1− x2, òî

I1 = −1

3

√
1− x2

(
1− 1− x2

3

)
+ C = −1

9

√
1− x2(2 + x2) + C.

Çâiäñè îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

I =
x3

3
arcsinx+

1

9

√
1− x2(2 + x2) + C. ▶

�1.3. Iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè âèãëÿäó

I1 =

∫
dx

ax2 + bx+ c
, I2 =

∫
Mx+N

ax2 + bx+ c
dx,

I3 =

∫
dx√

ax2 + bx+ c
, I4 =

∫
Mx+N√
ax2 + bx+ c

dx, I5 =

∫ √
ax2 + bx+ c dx,

äå a, b, c ∈ R, b2 − 4ac ̸= 0.

Âèäiëèìî ïîâíèé êâàäðàò â êâàäðàòíîìó òðè÷ëåíi:

ax2 + bx+ c = a
(
x2 +

b

a
x+

c

a

)
= a
((
x2 +

b

a
x+

b2

4a2

)
+
( c
a
− b2

4a2

))
=

= a
((
x+

b

2a

)2
+

4ac− b2

4a2

)
.

ßêùî ïîçíà÷èòè x+
b

2a
= t, dx = dt,

4ac− b2

4a2
= ±k2, òî iíòåãðàëè I1 òà

I3 çâåäóòüñÿ äî òàáëè÷íèõ. Òîáòî

I1 =
1

a

∫
dt

t2 ± k2
,

I3 =
1√
a

∫
dt√
t2 ± k2

, a > 0, àáî I3 =
1√
−a

∫
dt√
k2 ± t2

, a < 0.

Iíòåãðàëè âèäó I2 òà I4 çâîäÿòüñÿ äî iíòåãðàëiâ âiäïîâiäíî I1 òà I3, ÿêùî

âèäiëèòè â ÷èñåëüíèêó ïîõiäíó êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà. Â íàøîìó âèïàäêó

ìà¹ìî:

I2 =

∫ M
2a(2ax+ b) +

(
N − Mb

2a

)
ax2 + bx+ c

dx =

=
M

2a

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx+

(
N − Mb

2a

)∫ dx

ax2 + bx+ c
.
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I4 =

∫ M
2a(2ax+ b) +

(
N − Mb

2a

)
√
ax2 + bx+ c

dx =

=
M

2a

∫
2ax+ b√
ax2 + bx+ c

dx+
(
N − Mb

2a

)∫ dx√
ax2 + bx+ c

.

Îñòàííi iíòåãðàëè ó âèðàçàõ äëÿ I2 òà I4 � öå iíòåãðàëè âèäó I1 òà I3. Â

ïåðøèõ iíòåãðàëàõ ðîáèìî çàìiíó ax2 + bx+ c = t, (2ax+ b)dx = dt. Òîäi∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx =

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |ax2 + bx+ c|+ C,∫

2ax+ b√
ax2 + bx+ c

dx =

∫
dt√
t
= 2

√
t+ C = 2

√
ax2 + bx+ c+ C.

Iíòåãðàëè I5 ïiñëÿ âèäiëåííÿ ïiä êîðåíåì ïîâíîãî êâàäðàòó i âiäïîâiäíî¨

çàìiíè çâåäóòüñÿ äî âèãëÿäó:

I5 =
√
a

∫ √
t2 ± k2 dt, a > 0, àáî I5 =

√
−a
∫ √

k2 ± t2 dt, a < 0.

ßêùî a > 0, òî çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî

I5 =

∣∣∣∣∣∣∣
U =

√
t2 ± k2, dV = dt,

dU = tdt√
t2±k2

, V = t

∣∣∣∣∣∣∣ =
√
at
√
t2 ± k2 −

√
a

∫
t2dt√
t2 ± k2

=

=
√
at
√
t2 ± k2−

√
a

∫
(t2 ± k2 ∓ k2) dt√

t2 ± k2
=

√
at
√
t2 ± k2−I5±

√
ak2
∫

dt√
t2 ± k2

.

Çâiäñè

I5 =

√
at
√
t2 ± k2

2
±

√
ak2

2

∫
dt√
t2 ± k2

.

ßêùî a < 0, òî

I5 =

∣∣∣∣∣∣∣
U =

√
k2 ± t2, dV = dt,

dU = ±tdt√
k2±t2

, V = t

∣∣∣∣∣∣∣ =
√
−at

√
k2 ± t2 −

√
−a
∫

(k2 ± t2 − k2)dt√
k2 ± t2

=

=
√
−at

√
k2 ± t2 − I5 +

√
−ak2

∫
dt√
k2 ± t2

.

Çâiäñè

I5 =

√
−at

√
k2 ± t2

2
+

√
−ak2

2

∫
dt√
k2 ± t2

.
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Îòæå, ïåðåëi÷åíi iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ íàâåäåíèõ âèùå ñïîñîáiâ iíòå-

ãðóâàííÿ çâîäÿòüñÿ äî òàáëè÷íèõ:

1)
∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C, a ̸= 0,

2)
∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C, a ̸= 0,

3)
∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C, a ̸= 0,

4)
∫

dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2|+ C, a ̸= 0,

5)
∫ √

a2 − x2 dx =
x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C, a ̸= 0,

6)
∫ √

x2 ± a2 dx =
x

2

√
x2 ± a2 ± a2

2
ln |x+

√
x2 ± a2|+ C, a ̸= 0.

Âïðàâè

1. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

dx

x2 + 3x+ 2
, 2)

∫
dx

3x2 − 2x− 1
,

3)
∫

dx√
x2 + 3x+ 2

, 4)
∫

dx√
2x2 − 3x+ 4

,

5)
∫

dx√
8 + 3x− x2

, 6)
∫ √

8 + 3x− x2 dx,

7)
∫ √

x2 + x+ 4 dx, 8)
∫ √

x2 + 2x− 9 dx,

9)
∫

x+ 2√
x2 + x+ 4

dx, 10)
∫

x√
5 + x− x2

dx,

11)
∫

x+ 1√
x2 + x+ 1

dx, 12)
∫

2x− 1

x2 − 2x+ 5
dx,

13)
∫

x

2x2 − x4 − 3
dx, 14)

∫
x√

x4 − 2x2 − 1
dx,

15)
∫

x3√
x4 − 2x2 − 1

dx, 16)
∫

6x+ 1√
x− x2

dx,

17)
∫

x+ x3√
1 + x2 − x4

dx, 18)
∫

x3

x4 − x2 + 2
dx,

19)
∫
x
√
2x2 − x4 − 3 dx, 20)

∫
x5

x6 − x3 − 2
dx.
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2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)
∫

dx

ex − 2 + 6e−x
, 2)

∫
dx√

1 + e−x + e−2x
,

3)
∫

dx

3 sin2 x− 8 sinx cosx+ 5 cos2 x
, 4)

∫
dx

sin2 x+ sin 2x
,

5)
∫

dx

sinx+ 2 cosx+ 3
, 6)

∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

,

7)
∫

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

, 8)
∫

dx

(x− 1)
√
x2 − 2

,

9)
∫

dx

(x+ 2)2
√
x2 + 2x− 5

, 10)
∫

dx

x2
√
x2 + 1

,

11)
∫
x
√
x4 + 2x2 − 1 dx, 12)

∫
x3
√
x4 + 2x2 − 1 dx,

13)
∫

1− x+ x2

x
√
1 + x− x2

dx, 14)
∫

x2 + 1

x
√
1 + x4

dx,

15)
∫

dx

(x2 − 3x+ 3)2
, 16)

∫
dx

(x2 + 2x)2
,

17)
∫

x

(x2 + 1)2
dx, 18)

∫
x

(2x2 + 3x+ 5)2
dx,

19)
∫

dx

(x+ 2)
√
x2 + 1

, 20)
∫

x− 1

(x+ 1)2
√
x2 + 2

dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.11. Ñïî÷àòêó â êâàäðàòíîìó òðè÷ëåíi x2 + x+ 1 âèäiëèìî ïîâíèé êâà-

äðàò:

x2 + x+ 1 = x2 + 2 · 1
2
x+

1

4
+

3

4
=
(
x+

1

2

)2
+

3

4
.

Òîäi

∫
x+ 1√

x2 + x+ 1
dx =

∫
x+ 1√(
x+ 1

2

)2
+ 3

4

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1

2 = t,

x = t− 1
2 ,

dx = dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
t− 1

2 + 1√
t2 + 3

4

dt =

∫
t√
t2 + 3

4

dt+
1

2

∫
dt√
t2 + 3

4

=

=
1

2

∫
d
(
t2 + 3

4

)√
t2 + 3

4

+
1

2

∫
dt√
t2 + 3

4

=

√
t2 +

3

4
+

1

2
ln
∣∣∣t+√t2 +

3

4

∣∣∣+ C.
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Ïîâåðíóâøèñü äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨, îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî:

I =
√
x2 + x+ 1 +

1

2
ln
∣∣∣x+ 1

2
+
√
x2 + x+ 1

∣∣∣+ C. ▶

2.5. Â iíòåãðàëi I =

∫
dx

sinx+ 2 cosx+ 3
âèêîðèñòà¹ìî òðèãîíîìåòðè÷íi

ôîðìóëè

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
, cosx = cos2

x

2
− sin2

x

2
, cos2

x

2
+ sin2

x

2
= 1.

Òîäi

I =

∫
dx

2 sin x
2 cos

x
2 + 5 cos2 x

2 + sin2 x
2

=

∫ dx
cos2 x

2

2
sin x

2

cos x
2
+ 5 +

sin2 x
2

cos2 x
2

=

= 2

∫
d
(
tg x

2

)
tg2 x

2 + 2 tg x
2 + 5

=
∣∣∣tg x

2
= t
∣∣∣ = 2

∫
dt

t2 + 2t+ 5
=

= 2

∫
dt

(t+ 1)2 + 4
= arctg

t+ 1

2
+ C.

Îòæå,

I = arctg
tg x

2 + 1

2
+ C. ▶

2.19. Â iíòåãðàëi âèäó I =

∫
x2 − 1

(x+ 2)
√
x2 + 1

dx ç âèðàçó
x2 − 1

x+ 2
âèäiëèìî

öiëó ÷àñòèíó:
x2 − 1

x+ 2
= x− 2 +

3

x+ 2
.

Òîäi

I =

∫
x− 2√
x2 + 1

dx+ 3

∫
dx

(x+ 2)
√
x2 + 1

= I1 + I2.

I1 =

∫
x√
x2 + 1

dx− 2

∫
dx√
x2 + 1

=
1

2

∫
d(x2 + 1)√
x2 + 1

− 2

∫
dx√
x2 + 1

=

=
√
x2 + 1− 2 ln |x+

√
x2 + 1|+ C1.

I2 = 3

∫
dx

(x+ 2)
√
x2 + 1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

x+2 = t,

x = 1
t − 2,

dx = −dt
t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3

∫
dt

t
√

1
t2 −

4
t + 5

=

= −3

∫
dt√

5t2 − 4t+ 1
= − 3√

5

∫
dt√(

t− 2
5

)2
+ 1

25

=
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= − 3√
5
ln
∣∣∣t− 2

5
+

√
t2 − 4

5
t+

1

5

∣∣∣+ C2 =

− 3√
5
ln
∣∣∣ 1

x+ 2
− 2

5
+

√
1

(x+ 2)2
− 4

5(x+ 2)
+

1

5

∣∣∣+ C2.

Îòæå,

I =
√
x2 + 1− 2 ln |x+

√
x2 + 1|−

−3
√
5

5
ln
∣∣∣ 1

x+ 2
− 2

5
+

√
1

(x+ 2)2
− 4

5(x+ 2)
+

1

5

∣∣∣+ C. ▶
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Îñêiëüêè iíòåãðóâàííÿ öiëî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ àáî ìíîãî÷ëåíà

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n, äå n ∈ N, a0, a1, a2, . . . , an ∈ R,

ïðîâîäèòüñÿ òðèâiàëüíèì ÷èíîì, òî ðîçãëÿíåìî ñïîñîáè iíòåãðóâàííÿ

ðàöiîíàëüíîãî äðîáó f(x) =
P (x)

Q(x)
, äå P (x) i Q(x) � ìíîãî÷ëåíè.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà P (x) ìåíøèé çà ñòåïiíü ìíîãî-

÷ëåíà Q(x), òî ðàöiîíàëüíèé äðiá íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì , â ïðîòèëåæíî-

ìó âèïàäêó � íåïðàâèëüíèì .

ßêùî ðàöiîíàëüíèé äðiá íåïðàâèëüíèé, òî äiëåííÿì ìíîãî÷ëåíà P (x) íà

Q(x) éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè öiëî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ (öiëà

÷àñòèíà) òà ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó (äðîáîâà ÷àñòèíà), òîáòî

P (x)

Q(x)
= T (x) +

R(x)

Q(x)
,

äå T (x) � ìíîãî÷ëåí, R(x) � îñòà÷à âiä äiëåííÿ P (x) íà Q(x).

Âiäîìî, ùî ïðàâèëüíèé íåñêîðîòíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá ìîæíà ïîäàòè,

ïðè÷îìó ¹äèíèì ñïîñîáîì, ó âèãëÿäi ñóìè ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòàðíèõ

ðàöiîíàëüíèõ ïðîñòèõ äðîáiâ âèãëÿäó:

1)
A

x− a
, 2)

A

(x− a)k
, 3)

Mx+N

x2 + px+ q
, 4)

Mx+N

(x2 + px+ q)m
,

äå A,M,N, a, p, q � äiéñíi ÷èñëà, p2 − 4q < 0, k,m ∈ N.
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Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨, ââàæàþ÷è ¨¨

ïðàâèëüíèì ðàöiîíàëüíèì äðîáîì
R(x)

Q(x)
.

1) Ðîçêëàñòè ìíîãî÷ëåí Q(x) íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, ÿêi âiäïîâiäàþòü éîãî

äiéñíèì êîðåíÿì, òà êâàäðàòíi òðè÷ëåíè, ùî íå ìàþòü äiéñíèõ êîðåíiâ.

2) Çàïèñàòè äðiá
R(x)

Q(x)
÷åðåç ñóìó åëåìåíòàðíèõ ïðîñòèõ äðîáiâ, äîòðè-

ìóþ÷èñü òàêèõ ïðàâèë:

à) êîæíîìó ìíîæíèêó (x − a)k â ìíîãî÷ëåíi Q(x) ïîñòàâèòè ó âiäïîâiä-

íiñòü ñóìó ç k äîäàíêiâ

A1

(x− a)k
+

A2

(x− a)k−1
+ . . .+

Ak

x− a
,

äå Ai, i = 1, k, � äiéñíi ÷èñëà, ÿêi íàçèâàþòü íåâèçíà÷åíèìè êîåôiöi¹í-

òàìè ;

á) äëÿ êîæíîãî ìíîæíèêà â ìíîãî÷ëåíi Q(x) âèãëÿäó (x2 + px + q)m, äå

p2 − 4q < 0, ñêëàñòè ñóìó ç m äîäàíêiâ

B1x+ C1

(x2 + px+ q)m
+

B2x+ C2

(x2 + px+ q)m−1
+ . . .+

Bmx+ Cm

x2 + px+ q
,

äå Bi, Ci, i = 1,m, � íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè.

3) Îòðèìàíó ñóìó åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ çâåñòè äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà i

ïðèðiâíÿòè ÷èñåëüíèê äî ìíîãî÷ëåíà R(x).

4) Çíàéòè íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè iç óìîâè ðiâíîñòi äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Öåé ìåòîä âiäøóêàííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì íå-

âèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ .

Çàóâàæèìî, ùî ïðè iíòåãðóâàííi ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó,

çíàìåííèê ÿêîãî ìà¹ êðàòíi ìíîæíèêè, äîöiëüíî êîðèñòóâàòèñü ôîðìóëîþ

Îñòðîãðàäñüêîãî: ∫
R(x)

Q(x)
dx =

R1(x)

Q1(x)
+

∫
R2(x)

Q2(x)
dx,

äå
R1(x)

Q1(x)
i
R2(x)

Q2(x)
� ïðàâèëüíi ðàöiîíàëüíi äðîáè.

ßêùî ìíîãî÷ëåí Q(x) ìà¹ âèãëÿä

Q(x) = (x− a)k · . . . · (x2 + px+ q)m · . . . ,
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òî

Q1(x) = (x− a)k−1 · . . . · (x2 + px+ q)m−1 · . . . ,

Q2(x) = (x− a) · . . . · (x2 + px+ q) · . . .

Î÷åâèäíî, ùî Q(x) = Q1(x) ·Q2(x).

ßêùî n1, n2, n � âiäïîâiäíi ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ Q1(x), Q2(x) i Q(x), òîá-

òî n = n1 + n2, òî ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ R1(x), R2(x) i R(x) ðiâíi âiäïîâiäíî

n1 − 1, n2 − 1 i n − 1. Êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíiâ R1(x) òà R2(x) øóêà¹ìî,

âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó äè-

ôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè ôîðìóëè Îñòðîãðàäñüêîãî, à ïîòiì ïðèðiâíþ¹ìî

êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ çìiííî¨ x çëiâà i ñïðàâà.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè, ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîãî÷ëåíè Q1(x) i Q2(x) â ôîðìóëi Îñòðîãðàäñüêîãî ìî-

æóòü áóòè çíàéäåíi i áåç ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåíà Q(x). Äiéñíî, îñêiëüêè ïîõiäíà

Q′(x) ìiñòèòü âñi ïðîñòi ìíîæíèêè, íà ÿêi ðîçêëàäà¹òüñÿ Q(x) ç ïîêàçíèêàìè,

íà îäèíèöþ ìåíøèìè, òî Q1(x) = ÍÑÄ(Q(x), Q′(x)). Òîäi Q2(x) =
Q(x)

Q1(x)
.

Âïðàâè

1. Ðîçêëàñòè ðàöiîíàëüíi äðîáè íà ñóìó ïðîñòèõ äðîáiâ:

1)
x

2x2 − 3x− 2
, 2)

x3

x4 − 5x2 + 4
,

3)
x− 2

x2 − 5x− 6
, 4)

x2 − 5

x4 − 5x2 + 6
,

5)
x

x3 + 5x2 + 8x+ 4
, 6)

1

x3 + 1
,

7)
x2

x4 − 1
, 8)

x3 + x− 1

x4 + 4x2 + 4
,

9)
x2 − 5

x4 + 6x2 + 8
, 10)

x5

x6 + 27x4 + 243x2 + 729
.
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2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)
∫

2x+ 1

(x+ 2)(x− 3)
dx, 2)

∫
2x+ 11

x2 + 6x+ 13
dx,

3)
∫

x

2x2 − 3x− 2
dx, 4)

∫
x

x2 − 5x+ 6
dx,

5)
∫

x2 − 1

4x3 − x
dx, 6)

∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx,

7)
∫

x2 + 1

(x2 − 1)(x2 − 4)
dx, 8)

∫
x10

x2 + x− 2
dx,

9)
∫

x4

x4 + 5x2 + 4
dx, 10)

∫
dx

(x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3
,

11)
∫

x5

(x− 1)2(x2 − 1)
dx, 12)

∫ (
x

x2 − 3x+ 2

)2

dx,

13)
∫

dx

(x+ 1)(x2 + 1)(x3 + 1)
, 14)

∫
dx

(x2 − 4x+ 3)(x2 + 4x+ 5)
,

15)
∫

3x2 + x+ 3

(x− 1)3(x2 + 1)
dx, 16)

∫
dx

x4 + 1
,

17)
∫
x4 − 6x3 + 12x2 + 6

x3 − 6x2 + 12x− 8
dx, 18)

∫
x2

(1− x2)3
dx,

19)
∫

x3

(x− 1)100
dx, 20)

∫
2x2 + 2x+ 13

(x2 + 1)(x3 − 2x2 + x− 2)
dx.

3. Çíàéòè iíòåãðàëè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî:

1)
∫

dx

(x4 − 1)2
, 2)

∫
x

(x− 1)2(x+ 1)3
dx,

3)
∫
x4 + 2x2 + 4

(x2 + 1)3
dx, 4)

∫
x9

(x4 + 1)2
dx,

5)
∫

9

5x2(3− 2x2)3
dx, 6)

∫
x2 + x+ 1

x5 − 2x4 + x3
dx,

7)
∫

x+ 1

(x2 + 2x+ 3)3
dx, 8)

∫
x4 − 2x2 + 1

(x+ 1)(x2 + 1)3
dx,

9)
∫

x(2x2 + 2x− 1)

(x− 1)2(x2 + x+ 1)3
dx, 10)

∫
dx

x4(x3 + 1)3
.

4. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫
x5 + x2

x6 + 1
dx, 2)

∫
x11

x8 + 3x4 + 2
dx,
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3)
∫

x8

x18 + 2
dx, 4)

∫ (
x2

x2 + 1

)2

dx,

5)
∫

x2 + 5x+ 4

x4 + 5x2 + 4
dx, 6)

∫
x5

x6 + 9x3 + 8
dx,

7)
∫

x9

(x10 + 2x5 + 3)2
dx, 8)

∫
x3

(x8 + 1)2
dx,

9)
∫
x4 + 1

x6 + 1
dx, 10)

∫
1− x7

x(1 + x7)
dx.

5. Âèâåñòè ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ:

1)
∫

dx

xn(a+ bx)m
, n,m ∈ N, 2)

∫
xn

(a+ bx)m
dx, n ∈ N ∪ {0}, m ∈ N,

3)
∫
x

(
a+ bx

c+ dx

)m

dx, m ∈ N, 4)
∫

dx

(a+ bx)m(c+ dx)n
, n,m ∈ N,

5)
∫

dx

(a2 + b2x2)n
, n ∈ N, 6)

∫
dx

x(a2 + b2x2)n
, n ∈ N,

7)
∫

dx

xn(a2 + b2x2)m
, n,m ∈ N, 8)

∫
dx

(a2 − b2x2)n
, n ∈ N,

9)
∫

xn

(a2 − b2x2)m
dx, n,m ∈ N, 10)

∫
dx

xn(a2 − b2x2)m
, n,m ∈ N.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

2.20. Ðîçêëàäåìî çíàìåííèê ïiäiíòåãðàëüíîãî ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî

äðîáó
2x2 + 2x+ 13

(x2 + 1)(x3 − 2x2 + x− 2)
. Òîäi

(x2 + 1)(x3 − 2x2 + x− 2) = (x2 + 1)2(x− 2).

Çà ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïîäàìî ïiäiíòåãðàëüíèé äðiá ó âè-

ãëÿäi
2x2 + 2x+ 13

(x2 + 1)2(x− 2)
=

A

x− 2
+
Bx+D

x2 + 1
+

Ex+ F

(x2 + 1)2
.

Çâåäåìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà i ïðèðiâíÿ¹ìî

÷èñåëüíèêè äðîáiâ çëiâà i ñïðàâà:

2x2 + 2x+ 13 = A(x2 + 1)2 + (Bx+D)(x− 2)(x2 + 1) + (Ex+ F )(x− 2) =

=(A+B)x4+(D−2B)x3+(2A+B−2D+E)x2+(D−2B−2E+F )x+A−2D−2F.
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Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

x4

x3

x2

x

x0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A+B = 0,

−2B +D = 0,

2A+B − 2D + E = 2,

−2B +D − 2E + F = 2,

A− 2D − 2F = 13.

Ç ïåðøîãî i äðóãîãî ðiâíÿíü ìà¹ìî âiäïîâiäíî A = −B, D = 2B. Òîäi

E = 2 + 2B −B + 4B = 5B + 2,

F = 2 + 10B + 4 = 10B + 6.

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî B = −1. Òîäi A = 1, D = −2, E = −3,

F = −4.

Îòæå, ∫
2x2 + 2x+ 13

(x2 + 1)(x3 − 2x2 + x− 2)
dx =

=

∫
dx

x− 2
−
∫

x+ 2

x2 + 1
dx−

∫
3x+ 4

(x2 + 1)2
dx = I1 − I2 − I3.

Çíàéäåìî êîæåí iíòåãðàë çîêðåìà:

I1 =

∫
dx

x− 2
= ln |x− 2|+ C1,

I2 =

∫
x+ 2

x2 + 1
dx =

∫
x

x2 + 1
dx+ 2

∫
dx

x2 + 1
=

1

2
ln(x2 + 1) + 2 arctg x+ C2,

I3 =

∫
3x+ 4

(x2 + 1)2
dx =

3

2

∫
d(x2 + 1)

(x2 + 1)2
+ 4

∫
dx

(x2 + 1)2
=

= −3

2
· 1

x2 + 1
+

2x

x2 + 1
+ 2 arctg x+ C3 =

4x− 3

2(x2 + 1)
+ 2 arctg x+ C3.

Òîäi îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx = ln |x− 2| − 1

2
ln(x2+1)− 4 arctg x+

3− 4x

2(x2 + 1)
+C. ▶

3.4. Ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ:∫
x9

(x4 + 1)2
dx =

1

2

∫
x8

(x4 + 1)2
d(x2) =

∣∣∣x2 = t
∣∣∣ = 1

2

∫
t4

(t2 + 1)2
dt.
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Â äðîái
t4

(t2 + 1)2
âèäiëèìî öiëó i äðîáîâó ÷àñòèíè:

t4

(t2 + 1)2
= 1− 2t2 + 1

(t2 + 1)2
.

Òîäi ∫
t4

(t2 + 1)2
dt =

∫
dt−

∫
2t2 + 1

(t2 + 1)2
dt.

Äî äðóãîãî iíòåãðàëà ñïðàâà çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî:∫
2t2 + 1

(t2 + 1)2
dt =

At+B

t2 + 1
+

∫
Dt+ E

t2 + 1
dt.

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi:

2t2 + 1

(t2 + 1)2
=
At2 + A− 2At2 − 2Bt

(t2 + 1)2
+
Dt+ E

t2 + 1
.

Çâiâøè äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà äðîáè ñïðàâà i ïðèðiâíÿâøè ÷èñåëüíèêè,

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

2t2 + 1 = −At2 − 2Bt+ A+Dt3 + Et2 +Dt+ E.

Çâiäñè, ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ çìiííî¨ t çëiâà i

ñïðàâà, îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü:

D = 0,

−A+ E = 2,

−2B +D = 0,

A+ E = 1.

Òîäi A = −1

2
, B = 0, D = 0, E =

3

2
.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∫
2t2 + 1

(t2 + 1)2
dt = −1

2
· t

t2 + 1
+

3

2

∫
dt

t2 + 1
= −1

2
· t

t2 + 1
+

3

2
arctg t+ C1.

Òîäi ∫
t4

(t2 + 1)2
dt = t+

1

2
· t

t2 + 1
− 3

2
arctg t+ C.
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Äëÿ ïî÷àòêîâîãî iíòåãðàëà îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàò∫
x9

(x4 + 1)2
dx =

1

2
x2 +

1

4
· x2

x4 + 1
− 3

4
arctg x2 + C. ▶

4.6. Â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi
x5

x6 + 9x3 + 8
dx âíåñåìî x2 ïiä çíàê äè-

ôåðåíöiàëó. Òîäi

I =

∫
x5

x6 + 9x3 + 8
dx =

1

3

∫
x3 d(x3)

x6 + 9x3 + 8
=
∣∣∣x3 = t

∣∣∣ = 1

3

∫
t

t2 + 9t+ 8
dt.

Äëÿ ðîçêëàäó ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä íå-

âèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ:

t

(t+ 1)(t+ 8)
=

A

t+ 1
+

B

t+ 8
=

(A+B)t+ 8A+B

(t+ 1)(t+ 8)
.

Çâiäñè A = −1

7
, B =

8

7
.

Äëÿ iíòåãðàëà I ìà¹ìî ðîçêëàä∫
t

(t+ 1)(t+ 8)
dt = −1

7

∫
dt

t+ 1
+

8

7

∫
dt

t+ 8
=

= −1

7
ln |t+ 1|+ 8

7
ln |t+ 8|+ C.

Ïiñëÿ ïîâåðíåííÿ äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨ îäåðæèìî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò:

I = −1

7
ln |x3 + 1|+ 8

7
ln |x3 + 8|+ C. ▶

5.7. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

In,m =

∫
dx

xn(a2 + b2x2)m
, n,m ∈ N.

Íåõàé n ⩾ 2, m ∈ N. Òîäi

In,m =
1

a2

∫
a2 + b2x2 − b2x2

xn(a2 + b2x2)m
dx =

1

a2

∫
dx

xn(a2 + b2x2)m−1
−

− b
2

a2

∫
dx

xn−2(a2 + b2x2)m
=

1

a2

∫
dx

xn(a2 + b2x2)m−1
− b2

a2
In−2,m.

Äëÿ ïåðøîãî iíòåãðàëà ïîçíà÷èìî

U =
1

(a2 + b2x2)m−1
, dV =

dx

xn
.
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Òîäi

dU =
2b2x(1−m)

(a2 + b2x2)m
dx, V =

1

(1− n)xn−1

i

In,m = − 1

a2
· 1

(n− 1)xn−1(a2 + b2x2)m−1
− 2b2(1−m)

a2(1− n)
In−2,m − b2

a2
In−2,m =

= − 1

a2
· 1

(n− 1)xn−1(a2 + b2x2)m−1
− b2

a2
· 2m+ n− 3

n− 1
In−2,m.

Îòæå, ÿêùî n ïàðíå, òî âèâåäåíà ðåêóðåíòíà ôîðìóëà ïðèâåäå äî îá÷è-

ñëåííÿ iíòåãðàëà

I0,m =

∫
dx

(a2 + b2x2)m
=

1

b2m

∫
dx(

a2

b2 + x2
)m .

Ðåêóðåíòíà ôîðìóëà äëÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëà îäåðæàíà â �1.2.

ßêùî n íåïàðíå, òî âñòàíîâëåíà íàìè ðåêóðåíòíà ôîðìóëà ïðèâåäå äî

îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà

I1,m =

∫
dx

x(a2 + b2x2)m
.

Âèâåäåìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ öüîãî iíòåãðàëà. Äëÿ

m > 1 îòðèìà¹ìî

I1,m =
1

a2

∫
a2 + b2x2 − b2x2

x(a2 + b2x2)m
dx =

=
1

a2

∫
dx

x(a2 + b2x2)m−1
− b2

a2

∫
x

(a2 + b2x2)m
dx =

=
1

a2
I1,m−1 +

b2

2a2(m− 1)(a2 + b2x2)m−1
,

à äëÿ m = 1 ìà¹ìî

I1,1 =
1

a2

∫
a2 + b2x2 − b2x2

x(a2 + b2x2)
dx =

1

a2

∫
dx

x
− b2

a2

∫
x

a2 + b2x2
dx =

=
1

a2
ln |x| − 1

2a2
ln(a2 + b2x2) + C =

1

2a2
ln

x2

a2 + b2x2
+ C. ▶
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�1.5. Iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi òèïè iíòåãðàëiâ âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié, ÿêi çà äîïî-

ìîãîþ ïåâíî¨ ïiäñòàíîâêè ìîæíà çâåñòè äî iíòåãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóí-

êöi¨, ÿêi âæå âìi¹ìî iíòåãðóâàòè.

1. Iíòåãðàëè âèäó
∫
R

(
x,

(
αx+ β

γx+ δ

)m1
n1

, . . . ,

(
αx+ β

γx+ δ

)mp
np

)
dx, äå

mi, ni, i = 1, p, � íàòóðàëüíi ÷èñëà, α, β, γ, δ � çàäàíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó

αδ − βγ ̸= 0, áî iíàêøå
αx+ β

γx+ δ
íå çàëåæàòèìå âiä x.

Òàêi iíòåãðàëè çâîäÿòüñÿ äî iíòåãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ çà äî-

ïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè
αx+ β

γx+ δ
= tk, äå k � ñïiëüíèé çíàìåííèê äðîáiâ

mi

ni
,

i = 1, p.

2. Iíòåãðàëè âèäó
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx, a ̸= 0, çâîäÿòüñÿ äî iíòå-

ãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâîê Åéëåðà. Âèáið

ïiäñòàíîâêè çàëåæèòü âiä êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ax2 + bx+ c :

à) ÿêùî a > 0, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ ïiäñòàíîâîê:

t =
√
ax2 + bx+ c+

√
a x, t =

√
ax2 + bx+ c−

√
a x,

t = −
√
ax2 + bx+ c+

√
a x, t = −

√
ax2 + bx+ c−

√
a x,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ïåðøîþ ïiäñòàíîâêîþ Åéëåðà ;

á) ÿêùî c > 0, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ ïiäñòàíîâîê:

t =

√
ax2 + bx+ c−

√
c

x
, t =

√
ax2 + bx+ c+

√
c

x
,

t =
−
√
ax2 + bx+ c+

√
c

x
, t =

−
√
ax2 + bx+ c−

√
c

x
,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ äðóãîþ ïiäñòàíîâêîþ Åéëåðà ;

â) ÿêùî x1, x2 � äiéñíi ðiçíi êîðåíi êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ax2+ bx+ c, òî

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäíà iç ïiäñòàíîâîê

t =

√
a(x− x1)

x− x2
, t =

√
a(x− x2)

x− x1
,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ òðåòüîþ ïiäñòàíîâêîþ Åéëåðà .
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Çàóâàæèìî, ùî ñïîñîáè iíòåãðóâàííÿ à), á), â) âè÷åðïóþòü âñåìîæëèâi

âèïàäêè. Îäíàê, îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâîê Åéëåðà, ÿê

ïðàâèëî, ïðèâîäèòü äî äîñòàòíüî ñêëàäíèõ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié. Òîìó ñëiä

ïîïåðåäíüî ïåðåâiðèòè, ÷è íå ìîæíà îá÷èñëèòè iíòåãðàë áiëüø çðó÷íiøèì

ñïîñîáîì.

3. Iíòåãðàëè âèäó ∫
xm(a+ bxn)p dx, a, b ∈ R,

äå m,n, p � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, çâîäÿòüñÿ äî iíòåãðàëiâ âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóí-

êöi¨ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâîê ×åáèøåâà .

Âèðàç xm(a + bxn)p dx, a ̸= 0, b ̸= 0, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì

áiíîìîì àáî áiíîìiàëüíèì äèôåðåíöiàëîì . Iíòåãðàë âiä äèôåðåíöiàëü-

íîãî áiíîìà îá÷èñëþ¹òüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi ëèøå â òðüîõ âèïàäêàõ:

à) ÿêùî p ∈ Z, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà x = tk, äå k � ñïiëüíèé

çíàìåííèê ÷èñåë m òà n;

á) ÿêùî
m+ 1

n
∈ Z, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà a + bxn = tk, äå k

� çíàìåííèê ÷èñëà p;

â) ÿêùî
m+ 1

n
+p ∈ Z, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà

a+ bxn

xn
= tk, äå

k � çíàìåííèê ÷èñëà p.

Òåîðåìà ×åáèøåâà. ßêùî æîäíà iç óìîâ p∈Z,
m+1

n
∈Z,

m+1

n
+p∈Z

íå âèêîíó¹òüñÿ, òî äèôåðåíöiàëüíèé áiíîì â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ íå

iíòåãðó¹òüñÿ.

4. Iíòåãðàëè âèäó
∫

P (x)√
ax2 + bx+ c

dx, äå a, b, c ∈ R, P (x) � ìíîãî÷ëåí

n-ãî ñòåïåíÿ, ìîæíà îá÷èñëèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi

ñïiââiäíîøåííÿ∫
P (x)√

ax2 + bx+ c
dx = Q(x)

√
ax2 + bx+ c+ λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

äå Q(x) � ìíîãî÷ëåí (n − 1)-ãî ñòåïåíÿ ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè, λ �

íåâiäîìà êîíñòàíòà.
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Êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà Q(x) i λ çíàõîäèìî çà ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êî-

åôiöi¹íòiâ, ïîïåðåäíüî ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îáèäâi ÷àñòèíè âèùå íàâåäåíîãî

ñïiââiäíîøåííÿ.

Â ðåçóëüòàòi, îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà
∫

P (x)√
ax2 + bx+ c

dx çâåäåòüñÿ äî îá-

÷èñëåííÿ iíòåãðàëà
∫

dx√
ax2 + bx+ c

(ùî ìiñòèòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí).

5. Iíòåãðàëè âèäó
∫

Adx

(x− α)k
√
ax2 + bx+ c

, äå A,α, a, b, c � äiéñíi ÷è-

ñëà, k ∈ N, çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè x =
1

t
+ α, dx = −dt

t2
, çâîäÿòüñÿ äî

ðîçãëÿíóòèõ âèùå.

6. Iíòåãðàëè âèäó
∫

Mx+N

(x2 + px+ q)m
√
ax2 + bx+ c

dx, äå M,N, p, q, a, b, c

� äiéñíi ÷èñëà, m ∈ N, ïðè÷îìó p2−4q < 0. Ðîçãëÿíåìî äëÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ

äâà ñïîñîáè iíòåãðóâàííÿ.

à) ßêùî ax2 + bx + c = a(x2 + px + q), òî íàâåäåíèé iíòåãðàë çâîäèòüñÿ

äî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà âèäó
∫

Mx+N

(x2 + px+ q)
2m+1

2

dx, ÿêèé, â ñâîþ ÷åðãó,

çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ

M

2

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)
2m+1

2

dx+
(
N − Mp

2

)∫ dx

(x2 + px+ q)
2m+1

2

.

Ñêîðèñòàâøèñü ïiäñòàíîâêîþ x2 + px + q = t, îá÷èñëþ¹ìî ïåðøèé iíòå-

ãðàë.

Ïðè îá÷èñëåííi äðóãîãî iíòåãðàëà ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ïiäñòàíîâêîþ

Àáåëÿ , à ñàìå

t =
(√

x2 + px+ q
)′

=
2x+ p

2
√
x2 + px+ q

àáî t
√
x2 + px+ q = x+

p

2
.

ßêùî ïiäíåñòè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äî êâàäðàòó, òî äiñòàíå-

ìî

t2(x2 + px+ q) = x2 + px+
p2

4
àáî x2 + px+ q =

q − p2

4

1− t2
.

ßêùî öþ ñàìó ðiâíiñòü ïðîäèôåðåíöiþâàòè, òî îòðèìà¹ìî

dt

dx

√
x2 + px+ q + t

(√
x2 + px+ q

)′
= 1 àáî

dx√
x2 + px+ q

=
dt

1− t2
.
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Îòæå,∫
dx

(x2 + px+ q)
2m+1

2

=

∫
1

(x2 + px+ q)m
· dx√

x2 + px+ q
=

=
( 4

4q − p2

)m ∫
(1− t2)m−1dt.

á) ßêùî ax2 + bx + c ̸= a(x2 + px + q), òî ïðè b = ap âèêîíà¹ìî çàìiíó

x+
p

2
= t, ÿêà îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà

∫
Mx+N

(x2 + px+ q)m
√
ax2 + bx+ c

dx çâåäå

äî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà âèäó∫
Mt− p

2 M +N

(t2 + q − p2

4 )
m

√
at2 + c− ap2

4

dx.

ßêùî b ̸= ap, òî âèêîíó¹ìî äðîáîâî-ëiíiéíó ïiäñòàíîâêó x =
αt+ β

t+ 1
òàêó,

ùîá ó ïîäàííi êâàäðàòíèõ òðè÷ëåíiâ x2 + px+ q i ax2 + bx+ c ÷åðåç çìiííó

t áóëè âiäñóòíi äîäàíêè ç t.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ x â êâàäðàòíèé òðè÷ëåí i ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi-

¹íòè áiëÿ çìiííî¨ t äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó2αβ + p(α + β) + 2q = 0,

2aαβ + b(α + β) + 2c = 0.

Âiäíîñíî íåâiäîìèõ αβ òà α + β ñèñòåìà ¹ ëiíiéíîþ i ¨¨ âèçíà÷íèê

2b− 2ap ̸= 0. Îòæå, âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

αβ =
cp− bq

b− ap
, α+ β = 2

aq − c

b− ap
,

òîáòî α i β ¹ êîðåíÿìè êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

(b− ap)z2 + 2(c− aq)z + cp− bq = 0

ç äîäàòíèì äèñêðèìiíàíòîì.

Ïiñëÿ òàêî¨ ïiäñòàíîâêè ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë çâåäåòüñÿ äî iíòåãðàëà âèäó∫
P (t)

(t2 + λ)m
√
µt2 + ν

dt,

äå P (t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 2m− 1 i λ > 0.
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Îñòàííié, â ñâîþ ÷åðãó, çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèäó∫
At+B

(t2 + λ)k
√
µt2 + ν

dt,

äå k = 1,m.

Çàóâàæèìî, ùî òàêîãî ñàìîãî âèäó ¹ iíòåãðàë ó âèïàäêó, êîëè b = ap.

Ïîäàâøè îñòàííié iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ, îòðèìó¹ìî, ùî

iíòåãðàë
∫

t

(t2 + λ)k
√
µt2 + ν

dt ðàöiîíàëiçó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ µt2+ν = u2,

à iíòåãðàë
∫

dt

(t2 + λ)k
√
µt2 + ν

� ïiäñòàíîâêîþ Àáåëÿ u =
µt√
µt2 + ν

.

Âïðàâè

1. Çíàéòè iíòåãðàëè âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)
∫ √

1 + x

1− x
· dx

1− x
, 2)

∫
(x− 2)

√
1 + x

1− x
dx,

3)
∫ √

1 + x

x− 1
dx, 4)

∫
3

√
x+ 1

x− 1
· dx
x
,

5)
∫ √

x+ 1−
√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx, 6)
∫

dx

(1− x)
√
1− x2

,

7)
∫

3

√
(x+ 1)5

(x− 1)2
dx, 8)

∫
3

√
x+ 1

x− 1
· dx

x+ 1
,

9)
∫ √

2x− 3
3
√
2x− 3 + 1

dx, 10)
∫

dx

x(1 + 2
√
x+ 3

√
x)
,

11)
∫ √

x
4
√
x3 + 1

dx, 12)
∫

dx

(1 + 4
√
x)2

√
x
,

13)
∫ √

x
3
√
x+ 4

√
x
dx, 14)

∫
dx√

x3 +
3
√
x5
,

15)
∫

dx√
x+ 3

√
x+ 2 4

√
x
, 16)

∫
x√

x+ 1 + 3
√
x+ 1

dx,

17)
∫ 1− 3

√
x+1
x−1

1 + 3

√
x+1
x−1

· dx
x2
, 18)

∫
dx

3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
,

19)
∫

x
4
√
x3(a− x)

dx, 20)
∫

dx
n
√

(x− a)n+1(x− b)n−1
, a ̸= b.

2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâîê Åéëåðà:
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1)
∫

dx

1 +
√
x2 + 2x+ 2

, 2)
∫

dx

x−
√
x2 + 2x+ 4

,

3)
∫

dx

1 +
√
1− 2x− x2

, 4)
∫

dx

x+
√
x2 + x+ 1

,

5)
∫

x2 + 4x√
x2 + 2x+ 2

dx, 6)
∫

x− 1

(x2 + 2x)
√
x2 + 2x

dx,

7)
∫

x2√
x2 + x+ 1

dx, 8)
∫

dx

(1 + x)
√
1 + x− x2

,

9)
∫ √

x6 − x4 dx, 10)
∫
x−

√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx.

3. Çíàéòè iíòåãðàëè âiä äèôåðåíöiàëüíèõ áiíîìiâ:

1)
∫ √

x

(1 + 3
√
x)2

dx, 2)
∫

x5√
1− x2

dx,

3)
∫

x√
1− 3

√
x2
dx, 4)

∫
dx

4
√
1 + x4

,

5)
∫

dx
5
√
x15 + x14

, 6)
∫

dx

x3 5

√
1 + 1

x

,

7)
∫

dx

x2 3
√

(1 + x3)5
, 8)

∫
3

√
1 + 4

√
x dx,

9)
∫

3
√

(1 + 2x3)2

x6
dx, 10)

∫
3
√
x

7

√
1 + x 3

√
x dx.

4. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)
∫

dx

(x+ 1)
√
1 + x+ x2

, 2)
∫

x

(x+ 1)
√
1− x− x2

dx,

3)
∫

x

(x2 − 1)
√
x2 − x− 1

dx, 4)
∫

dx

x
√
2 + x− x2

,

5)
∫

x+ 1

(x2 + x+ 1)
√
x2 + x+ 1

dx, 6)
∫

dx

(x− 1)3
√
x2 + 3x+ 1

,

7)
∫

dx

(x+ 1)5
√
x2 + 2x

, 8)
∫

x3

(x+ 1)
√
1 + 2x− x2

dx,

9)
∫

dx

(1− x4)
√
1 + x2

, 10)
∫

x

(x2 − 3x+ 2)
√
x2 − 4x+ 3

dx.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1.9. Â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi íàÿâíi ðàäèêàëè
√
2x− 3 i 3

√
2x− 3, òîìó

ðîáèìî çàìiíó 2x− 3 = t6. Òîäi x =
t6 + 3

2
. Îòæå,

∫ √
2x− 3

3
√
2x− 3 + 1

dx =

∣∣∣∣∣∣ x = t6+3
2 ,

dx = 3t5dt

∣∣∣∣∣∣ = 3

∫
t8

t2 + 1
dt.

Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi ìà¹ìî íåïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá
t8

t2 + 1
.

Âèäiëèìî öiëó i äðîáîâó ÷àñòèíè öüîãî äðîáó:

t8

t2 + 1
= t6 − t4 + t2 − 1 +

1

t2 + 1
.

Òîäi

3

∫
t8

t2 + 1
dt = 3

∫
(t6 − t4 + t2 − 1) dt+ 3

∫
dt

t2 + 1
=

3t7

7
− 3t5

5
+ t3 − 3t+ 3arctg t+ C.

Ïîâåðíóâøèñü äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨, îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íó âiäïîâiäü∫ √
2x− 3

3
√
2x− 3 + 1

dx =
3

7
6
√
(2x− 3)7 − 3

5
6
√
(2x− 3)5+

+
√
2x− 3− 3 6

√
2x− 3 + 3 arctg 6

√
2x− 3 + C. ▶

2.3. Îñêiëüêè â êâàäðàòíîìó òðè÷ëåíi 1 − 2x − x2 ìà¹ìî, ùî c = 1 > 0,

òî âèêîðèñòà¹ìî äðóãó ïiäñòàíîâêó Åéëåðà:√
1− 2x− x2 = tx− 1.

Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äî êâàäðàòó:

1− 2x− x2 = t2x2 − 2tx+ 1.

Òîäi

x = 2 · t− 1

t2 + 1
, dx = 2 · 2t− t2 + 1

(t2 + 1)2
dt.
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Îòæå, ∫
dx

1 +
√
1− 2x− x2

=
∣∣∣√1− 2x− x2 = tx− 1

∣∣∣ =
=

∫ 2t−t2+1
(t2+1)2

t · t−1
t2+1

dt =

∫
2t− t2 + 1

t(t+ 1)(t2 + 1)
dt.

Â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨ ïiäñòàíîâêè Åéëåðà îòðèìàëè iíòåãðàë

âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Ðîçêëàäåìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ çà ìåòîäîì

íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ íà ïðîñòi äðîáè:

−t2 + 2t+ 1

t(t− 1)(t2 + 1)
=
A

t
+

B

t− 1
+
Dt+ E

t2 + 1
=

=
(A+B +D)t3 + (−A−D + E)t2 + (A+B − E)t− A

t(t− 1)(t2 + 1)
.

Çâiäñè ìà¹ìî ñèñòåìó 

A+B +D = 0,

−A−D + E = −1,

A+B − E = 2,

−A = 1,

ðîçâ'ÿçêîì ÿêî¨ ¹ A = −1, B = 1, D = 0, E = −2.

Îòæå, ∫ 2t−t2+1
(t2+1)2

t · t−1
t2+1

dt = −
∫
dt

t
+

∫
dt

t− 1
− 2

∫
dt

t2 + 1
=

= − ln |t|+ ln |t− 1| − 2 arctg t+ C.

Çðîáèâøè çâîðîòíþ çàìiíó t =

√
1− 2x− x2 + 1

x
, îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íèé

ðåçóëüòàò∫
dx

1+
√
1−2x−x2

= ln

∣∣∣∣∣
√
1−2x−x2+1−x√
1−2x−x2+1

∣∣∣∣∣− 2 arctg

√
1−2x−x2 + 1

x
+ C. ▶

3.10. Ïåðåòâîðèìî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç 3
√
x 7
√

1 + x 3
√
x dx äî âèãëÿäó

äèôåðåíöiàëüíîãî áiíîìà x
1
3

(
1 + x

4
3

) 1
7

dx. Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî m =
1

3
,

p =
1

7
, n =

4

3
.
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Îñêiëüêè p =
1

7
/∈ Z, òî ïåðøà ïiäñòàíîâêà ×åáèøåâà íà ïiäõîäèòü.

Îñêiëüêè
m+ 1

n
=

1
3 + 1

4
3

= 1 ∈ Z, òî ìîæåìî âèêîðèñòàòè äðóãó ïiäñòàíîâêó

×åáèøåâà, òîáòî 1 + x
4
3 = t7. Òîäi x = (t7 − 1)

3
4 .

Îòæå,∫
x

1
3

(
1 + x

4
3

) 1
7

dx =

∣∣∣∣∣∣ x = (t7 − 1)
3
4 ,

dx = 21
4 t

6(t7 − 1)−
1
4 dt

∣∣∣∣∣∣ = 21

4

∫
t7 dt =

21

32
t8 + C.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨ x, îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàò:∫
3
√
x

7

√
1 + x 3

√
x dx =

21

32
7

√
(1 + x 3

√
x)8 + C. ▶

4.5. Ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç
x+ 1

(x2 + x+ 1)
√
x2 + x+ 1

dx ïåðåòâîðèìî äî

âèãëÿäó
x+ 1

(x2 + x+ 1)
3
2

dx. Òîäi∫
x+ 1

(x2 + x+ 1)
3
2

dx =
1

2

∫
2x+ 1

(x2 + x+ 1)
3
2

dx+
1

2

∫
dx

(x2 + x+ 1)
3
2

= I1 + I2.

Çâiäñè

I1 =
1

2

∫
d(x2 + x+ 1)

(x2 + x+ 1)
3
2

= − 1√
x2 + x+ 1

+ C1.

Ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëà I2 âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòàíîâêó Àáåëÿ, à ñàìå

t =
(√

x2 + x+ 1
)′

=
2x+ 1

2
√
x2 + x+ 1

.

Òîäi

x2 + x+ 1 =
3

4
· 1

1− t2
.

Ç iíøîãî áîêó

dt

dx

√
x2 + x+ 1 + t

(√
x2 + x+ 1

)′
= 1,

òîáòî
dx√

x2 + x+ 1
=

dt

1− t2
.

Îòæå,

I2 =
1

2

∫
dx

(x2+x+1)
√
x2+x+1

=
2

3

∫
dt =

2

3
t+C2 =

2x+1

3
√
x2+x+1

+C2.
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Òîäi

I1 + I2 = − 1√
x2 + x+ 1

+
2x+ 1

3
√
x2 + x+ 1

+ C =
2x− 2

3
√
x2 + x+ 1

+ C. ▶

�1.6. Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü òðèãîíîìåòðè÷íi

ôóíêöi¨.

1. Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫
R(sinx, cosx) dx, äå R(sinx, cosx) � ðàöiîíàëüíà

ôóíêöiÿ, ùî çàëåæèòü âiä sinx òà cosx, â çàãàëüíîìó âèïàäêó çâîäÿòüñÿ

äî iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ íîâî¨ çìiííî¨ ïiäñòàíîâêîþ t = tg x
2 ,

−π < x < π. Äiéñíî,

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2 x
2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
,

x = 2arctg t, dx =
2dt

1 + t2
.

Òîäi ∫
R(sinx, cosx) dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2dt

1 + t2
.

Îòæå, iíòåãðàëè
∫
R(sinx, cosx) dx çàâæäè áåðóòüñÿ ó ñêií÷åííîìó âèäi.

Äàíà ïiäñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ òðèãîíîìåòðè÷íîþ ïiä-

ñòàíîâêîþ.

Çàóâàæèìî, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âîíà ïðèâîäèòü äî ãðîìiçäêèõ iíòå-

ãðàëiâ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿêi ñóòò¹âî âäàñòüñÿ ñïðîñòèòè çíà-

õîäæåííÿ iíòåãðàëiâ
∫
R(sinx, cosx) dx :

à) ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), òî êîðè-

ñíî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäñòàíîâêó cosx = t;

á) ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), òî êîðè-

ñíî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäñòàíîâêó sinx = t;

â) ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), òî êî-

ðèñíî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäñòàíîâêó tg x = t.
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2. Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

sinm x cosn x dx, äå m,n � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà,

x ∈
(
0;
π

2

)
. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âèïàäêè:

à) õî÷à á îäíå iç ÷èñåë m àáî n � íåïàðíå äîäàòíå ÷èñëî. ßêùî n �

íåïàðíå ÷èñëî, òî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà sinx = t, ÿêùî m � íåïàðíå

÷èñëî, òî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà cosx = t;

á) îáèäâà ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ m i n � ïàðíi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà. Òîäi ïðè

iíòåãðóâàííi ïîòðiáíî çàñòîñîâóâàòè ôîðìóëè

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2
;

â) ÿêùî m+ n = −2k, k ∈ N (m+ n ¹ öiëèì ïàðíèì âiä'¹ìíèì ÷èñëîì),

òî äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäñòàíîâêó tg x = t àáî ctg x = t;

ã) â iíøèõ âèïàäêàõ iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

sinm x cosn x dx çðó÷íî çâîäèòè

çàìiíîþ sinx = t äî iíòåãðàëiâ âiä äèôåðåíöiàëüíîãî áiíîìà
∫
tm(1−t2)

n−1
2 dt.

Îñòàííié iíòåãðàë áåðåòüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi òiëüêè ó òðüîõ âèïàäêàõ:

1) ÿêùî
n− 1

2
∈ Z, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiíà t = zk, äå k � çíàìåííèê

÷èñëà m;

2) ÿêùî
m+ 1

2
∈ Z, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiíà 1 − t2 = zk, äå k �

çíàìåííèê ÷èñëà
n− 1

2
;

3) ÿêùî
n− 1

2
+
m+ 1

2
∈ Z, òî çàñòîñîâó¹òüñÿ çàìiíà

1− t2

t2
= zk, äå k �

çíàìåííèê ÷èñëà
n− 1

2
.

3. Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫

tgm x dx àáî
∫

ctgm x dx, äå m � öiëå äîäàòíå

÷èñëî, çíàõîäÿòü, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè

tg2 x =
1

cos2 x
− 1 àáî ctg2 x =

1

sin2 x
− 1.

4. Iíòåãðàëè
∫

sin ax cos bx dx,

∫
cos ax cos bx dx,

∫
sin ax sin bx dx çâî-

äÿòü äî ïðîñòiøèõ çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë:

sin ax cos bx =
1

2
(sin(a+ b)x+ sin(a− b)x) ,



�1.6. Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié 45

cos ax cos bx =
1

2
(cos(a− b)x+ cos(a+ b)x) ,

sin ax sin bx =
1

2
(cos(a− b)x− cos(a+ b)x) .

Âïðàâè

1. Çíàéòè iíòåãðàëè, âèêîðèñòîâóþ÷è óíiâåðñàëüíó òðèãîíîìåòðè÷íó ïiä-

ñòàíîâêó:

1)
∫

dx

4− 3 sinx
, 2)

∫
dx

1 + 2 cosx
,

3)
∫

dx

sinx+ cosx+ 2
, 4)

∫
1 + sin x

sinx(1 + cos x)
dx,

5)
∫

2− sinx

2 + cos x
dx, 6)

∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
,

7)
∫

dx

8− 4 sinx+ 7 cosx
, 8)

∫
6 + cos x

5 + 4 sinx
dx,

9)
∫

sinx+ 2 cosx− 3

sinx− 2 cosx+ 3
dx, 10)

∫
2 sinx+ cosx

3 sinx+ 4 cosx− 2
dx.

2. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

cos5 x dx, 2)
∫

sin6 x dx,

3)
∫

cos5 x

sin2 x
dx, 4)

∫
sin2 x

cosx+ cos 2x
dx,

5)
∫

sin3 x

cos4 x
dx, 6)

∫
sin3 x

cos 2x
dx,

7)
∫

sin5 x cos 2x dx, 8)
∫

cos2 x

sinx cos 3x
dx,

9)
∫

cos 3x

sinx+ cos 2x
dx, 10)

∫
sin4 x

cos6 x
dx,

11)
∫

sin2 x cos4 x dx, 12)
∫

sin5 x cos5 x dx,

13)
∫

dx

sin3 x cos5 x
, 14)

∫
dx

sin4 x cos4 x
,

15)
∫

dx

1 + sin2 x
, 16)

∫
dx

1− sin4 x
,

17)
∫

dx

(1 + cos2 x)2
, 18)

∫
ctg6 x dx,
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19)
∫

tg5 x dx, 20)
∫

(tg x+ ctg x)3 dx.

3. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

dx√
sin3 x cos5 x

, 2)
∫

dx

cosx
3
√
sin2 x

,

3)
∫

dx
3
√
tg x

, 4)
∫

dx√
tg x

,

5)
∫

sin3 x
3
√
cos4 x

dx, 6)
∫

sin 3x cos 5x dx,

7)
∫

cosx cos 2x cos 3x dx, 8)
∫

sinx sin
x

2
sin

x

3
dx,

9)
∫

cos2 ax cos2 bx cos 3x dx, 10)
∫

tg x tg(x+ a) dx,

11)
∫

sin2 x

1 + sin2 x
dx, 12)

∫
sinx cosx

sinx+ cosx
dx,

13)
∫

cos2 x

(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)2
dx, 14)

∫
sinx

sin3 x+ cos3 x
dx,

15)
∫

dx

sin4 x+ cos4 x
, 16)

∫
cos2 x sin2 x

sin8 x+ cos8 x
dx,

17)
∫

sin2 x− cos2 x

sin4 x+ cos4 x
dx, 18)

∫
dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
,

19)
∫

dx

sin6 x+ cos6 x
, 20)

∫
dx

(sin2 x+ 2 cos2 x)2
.

4. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

sin(n+ 1)x cosn−1 x dx, 2)
∫

cos(n+ 1)x sinn−1 x dx,

3)
∫

sin(2n+ 1)x

sinx
dx, 4)

∫
cos(2n+ 1)x

sinx
dx,

5)
∫

sin 2nx

sinx
dx, 6)

∫
cos 2nx

sinx
dx,

7)
∫

sin(2n+ 1)x

cosx
dx, 8)

∫
sin 2nx

cosx
dx,

9)
∫

cos(2n+ 1)x

cosx
dx, 10)

∫
cos 2nx

cosx
dx,

11)
∫

sin 2x

sinn x
dx, 12)

∫
sin 4x

sinn x
dx,
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13)
∫

cos 3x

sinn x
dx, 14)

∫
sin 4x

cosn x
dx,

15)
∫

sin 5x

cosn x
dx, 16)

∫
cos 5x

sinn x
dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.8. Çðîáèìî çàìiíó t = tg
x

2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
.

Òîäi ∫
6 + cos x

5 + 4 sinx
dx =

∣∣∣t = tg
x

2

∣∣∣ = ∫ 6 + 1−t2

1+t2

5 + 8t
1+t2

· 2dt

1 + t2
=

= 2

∫
5t2 + 7

5t2 + 8t+ 5
· dt

1 + t2
= 2

∫
t2 + 7

5

(t2 + 8
5t+ 1)(t2 + 1)

dt.

Äî îñòàííüîãî iíòåãðàëà çàñòîñó¹ìî ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ:

t2 + 7
5

(t2 + 8
5t+ 1)(t2 + 1)

=
At+B

t2 + 8
5t+ 1

+
Dt+ E

t2 + 1
=

=
At3 + At+Bt2 +B +Dt3 + 8

5Dt
2 +Dt+ Et2 + 8

5Et+ E

(t2 + 8
5t+ 1)(t2 + 1)

.

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

A+D = 0,

B + 8
5D + E = 1,

A+D + 8
5E = 0,

B + E = 7
5 .

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ¹ A =
1

4
, B =

7

5
, D = −1

4
, E = 0. Òîäi

2

∫
t2 + 7

5

(t2 + 8
5t+ 1)(t2 + 1)

dt = 2

∫ 1
4t+

7
5

t2 + 8
5t+ 1

dt− 1

2

∫
tdt

t2 + 1
= I1 + I2.

Çíàõîäèìî I1, I2 :

I1 = 2

∫ 1
4t+

7
5

(t+ 4
5)

2 + 9
25

dt =

∣∣∣∣∣∣t+
4
5 = z,

dt = dz

∣∣∣∣∣∣ = 2

∫ 1
4z −

1
5 +

7
5

z2 + 9
5

dz =

=
1

2

∫
zdz

z2 + 9
25

+
12

5

∫
dz

z2 + 9
25

=
1

4
ln
(
z2 +

9

25

)
+ 4arctg

5z

3
+ C1 =
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=
1

4
ln
(
t2 +

8

5
t+ 1

)
+ 4arctg

5t+ 4

4
+ C1.

I2 = −1

2

∫
tdt

t2 + 1
= −1

4
ln(t2 + 1) + C2.

Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî:

2

∫
t2 + 7

5

(t2 + 8
5t+ 1)(t2 + 1)

dt =
1

4
ln
t2 + 8

5t+ 1

t2 + 1
+ 4 arctg

5t+ 4

3
+ C.

Çðîáèâøè çâîðîòíó çàìiíó, ìàòèìåìî:∫
6 + cos x

5 + 4 sinx
dx =

1

4
ln

tg2 x
2 +

8
5 tg

x
2 + 1

tg2 x
2 + 1

+ 4 arctg
5 tg x

2 + 4

3
+ C. ▶

2.19. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó 1 + tg2 x =
1

cos2 x
· Òîäi tg2 x =

1

cos2 x
− 1 i∫

tg5 x dx =

∫
tg3 x

( 1

cos2 x
− 1
)
dx =

∫
tg3 x

cos2 x
dx−

∫
tg3 x dx =

=

∫
tg3 x d(tg x)−

∫
tg x

( 1

cos2 x
− 1
)
dx =

=

∫
tg3 x d(tg x)−

∫
tg x d(tg x)+

∫
tg x dx =

tg4 x

4
− tg2 x

2
− ln | cosx|+C. ▶

3.5. Ìà¹ìî iíòåãðàë âèãëÿäó
∫

sinm x cosn x dx, äå m � íåïàðíå, n � ðà-

öiîíàëüíå. Âèäiëèâøè sinx, âíåñåìî éîãî ïiä çíàê äèôåðåíöiàëó i çàìiíèìî

sin2 x âèðàçîì 1− cos2 x. Îòæå,

I =

∫
sin3 x
3
√
cos4 x

dx = −
∫

sin2 x d(cosx)
3
√
cos4 x

= −
∫

(1− cos2 x) d(cosx)
3
√
cos4 x

.

Â îòðèìàíîìó iíòåãðàëi çðîáèìî çàìiíó cosx = t. Òîäi

I =
∣∣∣ cosx = t

∣∣∣ = −
∫

(1− t2)
3
√
t4

dt = −
∫

(t−
4
3 − t

2
3 ) dt =

= −t
− 1

3

−1
3

+
t
5
3

5
3

+ C =
3
3
√
t
+

3

5

3
√
t5 + C.

Ïiäñòàâèâøè çàìiñòü t ôóíêöiþ cosx, îòðèìà¹ìî:

I =
3

3
√
cosx

+
3

5

3
√
cos5 x+ C. ▶
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4.14. Çâåäåìî äî iíòåãðàëà âèãëÿäó
∫
R(sinx, cosx) dx, ïîíèçèâøè â ïiä-

iíòåãðàëüíié ôóíêöi¨ êðàòíiñòü àðãóìåíòà. Òîäi∫
sin 4x

cosn x
dx =

∫
4 sinx cosx(2 cos2 x− 1)

cosn x
dx =

= −4

∫
(2 cos3 x− cosx) d(cosx)

cosn x
=
∣∣∣ cosx = t

∣∣∣ = −4

∫
(2t3 − t) dt

tn
=

= −8

∫
t−n+3 dt+ 4

∫
t1−n dt = −8 · t

−n+4

4− n
+ 4 · t

2−n

2− n
+ C =

=
8

n− 4
· 1

tn−4
+

4

2− n
· 1

tn−2
+ C.

Çðîáèâøè çâîðîòíó çàìiíó t = cosx, îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî:

I =
8

n− 4
· 1

cosn−4 x
+

4

2− n
· 1

cosn−2 x
+ C. ▶
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Ðîçãëÿíåìî iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ, ùî ìiñòÿòü òðàíñöåíäåíòíi ôóíêöi¨.

1. Iíòåãðàëè âèäó
∫
R(shx, chx) dx áåðóòüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi çà äîïî-

ìîãîþ ïiäñòàíîâêè t = th
x

2
.

Äiéñíî,

shx =
2 sh x

2 ch
x
2

ch2 x
2 − sh2 x

2

=
2 th x

2

1− th2 x
2

=
2t

1− t2
,

chx =
ch2 x

2 + sh2 x
2

ch2 x
2 − sh2 x

2

=
1 + th2 x

2

1− th2 x
2

=
1 + t2

1− t2
,

x = 2arth t, dx = 2
(1
2
ln

1 + t

1− t

)′
=

2dt

1− t2
.

Òîäi, ∫
R(shx, chx) dx =

∫
R
( 2t

1− t2
,
1 + t2

1− t2

)
· 2dt

1− t2

¹ iíòåãðàëîì âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Çà àíàëîãi¹þ äî iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié ìîæíà ðîçãëÿ-

íóòè îêðåìi âèïàäêè, êîëè iíòåãðóâàííÿ âèðàçó R(shx, chx)dx ñóòò¹âî ñïðî-

ùó¹òüñÿ:
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à) ÿêùî R(− shx, chx) = −R(shx, chx), òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà

chx = t,

á) ÿêùî R(shx,− chx) = −R(shx, chx), òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà

shx = t,

â) ÿêùî R(− shx,− chx) = R(shx, chx), òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäñòàíîâêà

thx = t.

2. Iíòåãðàë âèäó
∫
R(ex) dx, äå R(ex) � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ùî çàëå-

æèòü âiä ex, áåðåòüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè t = ex.

Äiéñíî, òîäi x = ln t, dx =
dt

t
i
∫
R(t)

t
dt � iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨

ôóíêöi¨.

3. Iíòåãðàëè âèäó
∫
xneax cos bx dx i

∫
xneax sin bx dx, n ∈ N, áåðóòüñÿ â

ñêií÷åííîìó âèãëÿäi çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ç âðà-

õóâàííÿì òîãî, ùî∫
eax sin bx dx =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + C,∫

eax cos bx dx =
b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax + C.

Äiéñíî,

∫
xneax sin bx dx =

∣∣∣∣∣∣
U = xn, dV = eax sin bx dx,

dU = nxn−1 dx, V =
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax

∣∣∣∣∣∣ =
= xn

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax − na

a2 + b2

∫
xn−1eax sin bx dx+

+
nb

a2 + b2

∫
xn−1eax cos bx dx,

∫
xneax cos bx dx =

∣∣∣∣∣∣
U = xn, dV = eax cos bx dx,

dU = nxn−1 dx, V =
b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax

∣∣∣∣∣∣ =
= xn

b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax − nb

a2 + b2

∫
xn−1eax sin bx dx−

− na

a2 + b2

∫
xn−1eax cos bx dx.
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Öi ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äîçâîëÿþòü çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ çâåñòè

âèõiäíi iíòåãðàëè äî âèãëÿäó
∫
eax sin bx dx àáî

∫
eax cos bx dx.

4. Âiäîìî, ùî iíòåãðàëè âèäó
∫
P (x) sin bx dx, äå P (x) � ìíîãî÷ëåí n-ãî

ñòåïåíÿ, áåðóòüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ

÷àñòèíàìè. Îäíàê, äðîáîâi âèðàçè
ex

xn
dx,

sinx

xn
dx,

cosx

xn
dx, äå n ∈ N, âæå

íå iíòåãðóþòüñÿ â ñêií÷åííîìó âèäi.

Çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë âîíè ìîæóòü áóòè çâåäåíi

äî òðüîõ îñíîâíèõ iíòåãðàëiâ:∫
ex

x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ex = t,

x = ln t,

dx = dt
t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

dt

ln t
= li t � iíòåãðàëüíèé ëîãàðèôì,

∫
cosx

x
dx = cix � iíòåãðàëüíèé êîñèíóñ,∫

sinx

x
dx = six � iíòåãðàëüíèé ñèíóñ.

Âïðàâè

1. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

dx

1 + 2 chx
, 2)

∫
dx

3 ch x+ 5 shx+ 2
,

3)
∫

1 + chx

shx(1 + 2 chx)
dx, 4)

∫
1 + sh x

shx(1 + chx)
dx,

5)
∫

sh5 x

ch3 x
dx, 6)

∫
dx

sh3 x ch4 x
,

7)
∫

sh 4x

ch4 x
dx, 8)

∫
ch 2x

shx+ sh 2x
dx,

9)
∫

ch7 x

sh2 x
dx, 10)

∫
ch3 x

sh5 x
dx,

11)
∫

ch 4x

shx sh 2x
dx, 12)

∫
ch 3x

shx+ ch 2x
dx,

13)
∫

dx

shx− 4 shx chx+ 9 ch2 x
, 14)

∫
dx

ch6 x
,

15)
∫

th2x

ch4 x
dx, 16)

∫
dx

1− sh4 x
,

17)
∫

th5x dx, 18)
∫

cth7x dx,
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19)
∫

dx

shn x
, n > 2, 20)

∫
dx

chn x
, n > 2.

2. Çíàéòè iíòåãðàëè:

1)
∫

e3x

1 + e2x
dx, 2)

∫
ex − 3

ex + 1
dx,

3)
∫

dx

e2x + ex − 2
, 4)

∫
dx

(1 + ex)3
,

5)
∫

dx

1 + e
x
2 + e

x
3 + e

x
6

, 6)
∫

2e2x − ex − 3

e2x − 2ex − 3
dx,

7)
∫

dx√
e2x + ex + 1

, 8)
∫ √

ex − 1

ex + 1
dx,

9)
∫

dx√
ex + 1 +

√
1− ex

, 10)
∫ √

e2x + 4ex − 1 dx.

3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)
∫

arsh
x

a
dx, 2)

∫
arch

x

a
dx,

3)
∫

arth
x

a
dx, 4)

∫
arcth

x

a
dx,

5)
∫
x arsh

x

a
dx, 6)

∫
x arch

x

a
dx,

7)
∫
x arth

x

a
dx, 8)

∫
x arcth

x

a
dx,

9)
∫

1

x2
arshx dx, 10)

∫
archx√
(x2 + 1)3

dx.

4. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)
∫
e−x arcsin ex dx, 2)

∫
(2x+ 1)earctg x dx,

3)
∫ √

3x − 1 dx, 4)
∫
e2x sin ex dx,

5)
∫
ex ln(ex + 2) dx, 6)

∫
x2e2x sin 3x dx,

7)
∫
xe3x sin 3x cos 2x dx, 8)

∫
x3ex cos2 x dx,
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9)
∫
x2e2x sin3 x cosx dx, 6)

∫
xe4x sin3 x cos5 x dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.4. Ìà¹ìî iíòåãðàë âèãëÿäó R(shx, chx) dx. Òîäi âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòà-

íîâêó t = th
x

2
:

∫
1 + sh x

shx(1 + chx)
dx =

∣∣∣∣∣∣ t = th x
2 ,

dx = 2dt
1−t2

∣∣∣∣∣∣ =
∫

1 + 2t
1−t2

2t
1−t2 (1 +

1+t2

1−t2 )
· 2dt

1− t2
=

= 2

∫
1 + 2t− t2

4t
dt =

1

2

∫ (1
t
+ 2− t

)
dt =

1

2

(
ln |t|+ 2t− t2

2

)
+ C.

Âèêîíóþ÷è çâîðîòíþ çàìiíó, îòðèìà¹ìî∫
1 + sh x

shx(1 + chx)
dx =

1

2

(
ln
∣∣∣ th x

2

∣∣∣+ 2 th
x

2
−

th2 x
2

2

)
+ C. ▶

2.8. Ïðîâåäåìî çàìiíó

√
ex − 1

ex + 1
= t. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà

ïðè x ⩾ 0, äðiá
ex − 1

ex + 1
< 1, òîìó 0 ⩽ t < 1. Â òàêîìó âèïàäêó

ex − 1

ex + 1
= t2,

ex =
t2 + 1

1− t2
. Çâiäñè x = ln

t2 + 1

1− t2
, dx =

4t dt

(t2 + 1)(1− t2)
.

Îòæå,∫ √
ex − 1

ex + 1
dx =

∫
t · 4t dt

(t2 + 1)(1− t2)
= −4

∫
t2dt

(t2 + 1)(t2 − 1)
=

= −2

∫
dt

t2 + 1
− 2

∫
dt

t2 − 1
= −2 arctg t− ln

1− t

t+ 1
+ C.

Îñêiëüêè, t =

√
ex − 1

ex + 1
, òî

∫ √
ex − 1

ex + 1
dx = −2 arctg

√
ex − 1

ex + 1
− ln

√
ex + 1−

√
ex − 1√

ex − 1 +
√
ex + 1

+ C. ▶

3.10. Çðîáèìî çàìiíó archx = t. Òîäi x = ch t, dx = sh t dt.

Îòæå, ∫
archx√
(x2 + 1)3

dx =

∫
t sh tdt√
(1 + ch2 t)3

.
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Îñòàííié iíòåãðàë çðó÷íî ïðîiíòåãðóâàòè ÷àñòèíàìè, ïîçíà÷èâøè U = t,

dV =
sh t dt√

(1 + ch2 t)3
. Òîäi dU = dt, à V =

∫
d(ch t)√
(1 + ch2t)3

.

Ïðîâiâøè çàìiíó ch t = z, ìà¹ìî

V =

∫
dz√

(1 + z2)3
=

∣∣∣∣∣∣ z = tg y,

dz = dy
cos2 y

∣∣∣∣∣∣ =
∫ dy

cos2 y
1

cos3 y

=

∫
cos y dy =

= sin y + C = sin(arctg z) + C = sin
(
arcsin

z√
1 + z2

)
+ C =

=
z√

1 + z2
+ C =

ch t√
1 + ch2t

+ C.

Òîäi∫
t sh t dt√
(1 + ch2 t)3

=
t ch t√
1 + ch2t

−
∫

ch t dt√
1 + ch2t

=
t ch t√
1 + ch2t

−
∫

d(sh t)√
2 + sh2t

=

=
t ch t√
1 + ch2t

− ln | sh t+
√

2 + sh2t|+ C.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨ i âðàõîâóþ÷è, ùî ch(arch x) = x,

sh(archx) =
√
x2 − 1, ìàòèìåìî∫

archx√
(x2 + 1)3

dx =
x archx√
1 + x2

− ln |
√
x2 − 1 +

√
x2 + 1|+ C. ▶

4.7. Â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi xe3x sin 3x cos 2x dx ïåðåòâîðèìî äîáóòîê

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié â ñóìó

sin 3x cos 2x =
1

2
(sin 5x+ sinx).

Òîäi∫
xe3x sin 3x cos 2x dx =

1

2

∫
xe3x sin 5x dx+

1

2

∫
xe3x sinx dx = I1 + I2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî∫
eax sin bx dx =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + C

i ∫
eax cos bx dx =

b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax + C,
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ïðîiíòåãðó¹ìî iíòåãðàëè I1 òà I2 ÷àñòèíàìè:

I1 =
1

2

∫
xe3x sin 5x dx =

∣∣∣∣∣∣ U = x, dV = e3x sin 5x dx,

dU = dx, V =
3 sin 5x− 5 cos 5x

34
e3x

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

68
x(3 sin 5x− 5 cos 5x)e3x − 1

68

∫
(3 sin 5x− 5 cos 5x)e3x dx =

=
1

68
x(3 sin 5x− 5 cos 5x)e3x − 3

68

∫
sin 5x e3x dx+

5

68

∫
cos 5x e3x dx =

=
1

68
x(3 sin 5x− 5 cos 5x)e3x − 3

68

(3 sin 5x− 5 cos 5x

34
e3x
)
+

+
5

68

(5 sin 5x+ 3 cos 5x

34
e3x
)
+ C1 =

( 3

68
x+

2

289

)
sin 5x e3x−

−
( 5

68
x− 15

1156

)
cos 5x e3x + C1.

I2 =
1

2

∫
xe3x sinx dx =

∣∣∣∣∣∣ U = x, dV = e3x sinx dx,

dU = dx, V =
3 sinx− cosx

10
e3x

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

20
x(3 sinx− cosx)e3x − 1

20

∫
(3 sinx− cosx)e3x dx =

=
1

20
x(3 sinx− cosx)e3x − 3

20

∫
sinx e3x dx+

1

20

∫
cosx e3x dx =

=
1

20
x(3 sinx− cosx)e3x − 3

20

(3 sinx− cosx

10
e3x
)
+

+
1

20

(sinx+ 3 cosx

10
e3x
)
+ C2 =

( 3

20
x− 1

25

)
sinx e3x−

−
( 1

20
x− 3

100

)
cosx e3x + C2.

Òîäi

I1 + I2 = e3x
(( 3

68
x+

2

289

)
sin 5x+

( 3

20
x− 1

25

)
sinx−

−
( 5

68
x− 15

1156

)
cos 5x−

( 1

20
x− 3

100

)
cosx

)
+ C. ▶



56 ÐÎÇÄIË I. Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

Iíäèâiäóàëüíi çàâäàííÿ äî ðîçäiëó I

1. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

∫
ex dx

e2x − 1
, 2)

∫
dx

x 3
√
lnx

, 3)

∫
5x4 dx√
x5 + 2

,

4)

∫
sin2 2x cos 2x dx, 5)

∫
arcsinx+ 1√

1− x2
dx, 6)

∫
tg2 x

cos2 x
dx,

7)

∫
dx

x
√
1 + ln x

, 8)

∫ √
arcsinx

1− x2
dx, 9)

∫
4x dx√
5− 2x2

,

10)

∫
x dx

3
√
1 + x2

, 11)

∫
(lnx+ 5)2

x
dx, 12)

∫
cosx dx

sin7 x
,

13)

∫
arctg3 x dx

1 + x2
, 14)

∫
3
√
sinx cosx dx, 15)

∫
1 + ln x

x
dx,

16)

∫
arccosx+ 3√

1− x2
dx, 17)

∫
etg x

cos2 x
dx, 18)

∫
(ex − e2x + 3)ex dx,

19)

∫
e3xdx

1 + e6x
, 20)

∫
earcsinx

√
1− x2

dx, 21)

∫
4 arctg3 x

1 + x2
dx,

22)

∫ 3
√
1 + ln x

x
dx, 23)

∫
(4− ctg x)2

sin2 x
dx, 24)

∫
2tg x

cos2 x
dx,

25)

∫
dx√

1− x2 arcsinx
, 26)

∫
2xex

2

dx, 27)

∫
6x2ex

3

dx,

28)

∫
(e2x + 1)ex dx, 29)

∫
(arccosx)4√

1− x2
dx, 30)

∫ √
arccosx

1− x2
dx.

2. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

∫
2 sin 2x

sin2 x− 9
dx, 2)

∫
dx

sin2 x+ cos 2x
, 3)

∫
sin

√
x

2
√
x
dx,

4)

∫
5x+1ex dx, 5)

∫
sin 2x

cos2 x+ 5
dx, 6)

∫ √
1 +

√
x

2
√
x

dx,

7)

∫
5
√
5− 3x dx, 8)

∫
cos2 x dx, 9)

∫
cos3 x dx,

10)

∫
dx

5
√
8− 2x

, 11)

∫
cos2 5x dx, 12)

∫ (1 + x

x

)2
dx,

13)

∫
2xex+3 dx, 14)

∫
18x8

√
1− x9 dx, 15)

∫
dx√
3x+ 1

,

16)

∫
1 + ctg x

1 + tg x
dx, 17)

∫
2 sin 2x

9 + sin2 x
dx, 18)

∫
8x3

3
√
4− x4 dx,

19)

∫
1 + sin2 x

1 + cos 2x
dx, 20)

∫
tg2 x dx, 21)

∫
cos

√
x√

x
dx,

22)

∫
ctg2 x dx, 23)

∫
dx

sin2 x+ cos 2x
, 24)

∫
sin2 x cosx

sin2 x+ 1
dx,

25)

∫
sin

√
x

3
√
x
dx, 26)

∫
3 dx

3
√
1− 4x

, 27)

∫
ee

x · ex dx,

28)

∫
1 + sin 2x

sinx+ cosx
dx, 29)

∫
52x+3e3x dx, 30)

∫
x2ex

3

dx.

3. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:
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1)

∫
x3 + 3x− 1

x+ 2
dx, 2)

∫
2x− 5

x− 3
dx, 3)

∫
x4 + x3 + 5x2 + 4x+ 5

x2 + 4
dx,

4)

∫
x2 + 8

3− x
dx, 5)

∫
x2 + 5

x2 + 4
dx, 6)

∫
2x+1 + 5x

10x
dx,

7)

∫
3x − 2x−1

6x
dx, 8)

∫
x− 1

x+ 1
dx, 9)

∫
x5 − 1

x+ 2
dx,

10)

∫
e3x − 3

ex + 1
dx, 11)

∫
x2 + 5x− 1√

x
dx, 12)

∫
x2 + 9

x2 + 10
dx,

13)

∫
dx√

x+ 1−
√
x
, 14)

∫
x3 + 9x√
x2 + 9

dx, 15)

∫
(3x+ 2)3 dx,

16)

∫
(2x + 3)2 dx, 17)

∫
arccosx− x√

1− x2
dx, 18)

∫
x2 + 2x− 1

3
√
x

dx,

19)

∫
x4

x+ 1
dx, 20)

∫
e−x(ex + 5) dx, 21)

∫
(3x + 2x)2 dx,

22)

∫
dx√

x+ 2−
√
x− 1

, 23)

∫
x3 + 2x2 − 1

4
√
x

dx, 24)

∫
2x(3− 3x)2 dx,

25)

∫
arcsinx− 2x√

1− x2
dx, 26)

∫
x4

x2 + 1
dx, 27)

∫
2x− 1

2x+ 1
dx,

28)

∫
e2x − 4

ex + 2
dx, 29)

∫
x3 + 1

x+ 1
dx, 30)

∫
(
√
x− 1)(x+

√
x+ 1) dx.

4. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

∫
dx

1 + sin x
, 2)

∫
esin

2 x sin 2x dx, 3)

∫
dx

1− cosx
,

4)

∫
5sinx+1 cosx dx, 5)

∫
dx

ex + e−x
, 6)

∫
esinx−1 cosx dx,

7)

∫
cos 4x cos 7x dx, 8)

∫
2x ctg(x2 + 1) dx, 9)

∫
1− 5x2

x2(1− x2)
dx,

10)

∫
dx

e2x + e−2x + 2
, 11)

∫
dx

sin2 x cos2 x
, 12)

∫
cos 2x dx

sin2 x cos2 x
,

13)

∫ √
x

√
x
√
x dx, 14)

∫
3

√
x

3

√
x 3
√
x dx, 15)

∫
2x · 32x dx,

16)

∫
e3x+242x dx, 17)

∫
cos2 x sin 2x dx, 18)

∫
sin2 x cos 2x dx,

19)

∫
earctg x + x ln2(1 + x2)

1 + x2
dx, 20)

∫
4 · 3x − 3 · 4x

2x
dx, 21)

∫
sin 2x sin 4x dx,

22)

∫
x
√
4 + 2x2 dx, 23)

∫
earcsinx + 1√

1− x2
dx, 24)

∫
arctg3 x+ 1

1 + x2
dx,

25)

∫
e− tg x

1 + cos 2x
dx, 26)

∫
e

2
x
+3

x2
dx, 27)

∫
tg3 x

1 + cos 2x
dx,

28)

∫
2 sin2 x dx, 29)

∫
3−

√
4 + x2

4 + x2
dx, 30)

∫
9x8

3
√
1− x9 dx.

5. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä ôóíêöié, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí:
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1)

∫
dx

2x2 − 5x+ 7
, 2)

∫
dx

16− 3x− x2
, 3)

∫
dx

x2 + 7x+ 10
,

4)

∫
dx

1− x− x2
, 5)

∫
dx

3− x− x2
, 6)

∫
dx

x2 + 8x+ 11
,

7)

∫
dx

x2 + 9x+ 23
, 8)

∫
dx

3− x− 4x2
, 9)

∫
dx

5− 12x− 9x2
,

10)

∫
dx

x2 − 7x+ 10
, 11)

∫
dx

x2 + 2x+ 5
, 12)

∫
dx

x2 − 8x+ 7
,

13)

∫
dx

x2 − 6x+ 10
, 14)

∫
dx

x2 − x− 1
, 15)

∫
dx

4x2 + 4x+ 5
,

16)

∫
dx

2x2 + 3x+ 2
, 17)

∫
dx

x2 + 2x+ 17
, 18)

∫
dx

x2 − 2x+ 2
,

19)

∫
dx

x2 − 6x+ 1
, 20)

∫
dx

x2 − 4x+ 3
, 21)

∫
dx

x2 − 3x+ 3
,

22)

∫
dx

8− 6x− x2
, 23)

∫
dx

2x2 − 4x+ 5
, 24)

∫
dx

x2 − 8x+ 12
,

25)

∫
dx

3x2 − 7x+ 1
, 26)

∫
dx

3x2 + 2x+ 10
, 27)

∫
dx

10x− x2 + 20
,

28)

∫
dx

2x− x2 + 3
, 29)

∫
dx

3x2 + 6x+ 5
, 30)

∫
dx

x2 + 2x− 10
.

6. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä ôóíêöié, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí:

1)

∫
3 + x

x2 − 7x+ 6
dx, 2)

∫
x− 1

2x2 − 2x+ 1
dx, 3)

∫
x+ 8

6− 2x− x2
dx,

4)

∫
x

x2 + 3x− 6
dx, 5)

∫
x+ 14

x2 − 4x+ 5
dx, 6)

∫
x+ 1

1− x− x2
dx,

7)

∫
x− 3

3x2 − 4x+ 7
dx, 8)

∫
2x− 1

x2 − 4x+ 5
dx, 9)

∫
x+ 2

5x2 + 6x+ 1
dx,

10)

∫
4x− 1

16− 6x+ x2
dx, 11)

∫
x− 1

x2 + 4x+ 7
dx, 12)

∫
x+ 1

3 + 4x+ 4x2
dx,

13)

∫
x+ 1

2x2 − x− 1
dx, 14)

∫
x+ 5

8x2 + 3x+ 1
dx, 15)

∫
x+ 4

2− x− x2
dx,

16)

∫
x

5x2 − 2x+ 1
dx, 17)

∫
4x− 3

3x2 − 2x+ 6
dx, 18)

∫
3x− 6

5 + 4x+ x2
dx,

19)

∫
3x− 2

x2 − 4x+ 5
dx, 20)

∫
3x+ 4

x2 + 6x− 8
dx, 21)

∫
x+ 1

2x2 − 7x+ 12
dx,

22)

∫
3x+ 1

x2 − 3x+ 5
dx, 23)

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx, 24)

∫
2x+ 3

2x2 − 6x+ 15
dx,

25)

∫
6x− 5

3x2 − 7x+ 6
dx, 26)

∫
3x− 2

x2 + 3x− 2
dx, 27)

∫
2x− 3

5x2 − 7x+ 6
dx,

28)

∫
2x− 1

4x2 − 4x− 3
dx, 29)

∫
2x+ 1

x2 + 2x+ 5
dx, 30)

∫
x+ 3

4x2 + 4x+ 3
dx.

7. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä ôóíêöié, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí:
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1)

∫
dx√

17− 4x− x2
, 2)

∫
dx√

2x2 − 5x+ 7
, 3)

∫
dx√

1− x− x2
,

4)

∫
dx√

x2 + 2x+ 19
, 5)

∫
dx√

15− x− x2
, 6)

∫
dx√

x2 + 4x+ 11
,

7)

∫
dx√

x2 + 8x+ 10
, 8)

∫
dx√

9− x− x2
, 9)

∫
dx√

x2 − 7x+ 10
,

10)

∫
dx√

5− 12x− 9x2
, 11)

∫
dx√

x2 − 8x+ 7
, 12)

∫
dx√

x2 + 2x+ 5
,

13)

∫
dx√
x− x2

, 14)

∫
dx√

10 + 6x− x2
, 15)

∫
dx√

2 + 3x− 2x2
,

16)

∫
dx√

4x2 + 4x+ 5
, 17)

∫
dx√

2x2 − 2x+ 1
, 18)

∫
dx√

17− 2x− x2
,

19)

∫
dx√

x2 − 4x+ 3
, 20)

∫
dx√

6x− x2
, 21)

∫
dx√

8− 6x− x2
,

22)

∫
dx√

2x2 − 7x+ 12
, 23)

∫
dx√

−12 + 8x− x2
, 24)

∫
dx√

2x2 − 4x+ 5
,

25)

∫
dx√

x2 + 2x+ 10
, 26)

∫
dx√

3x2 − 7x+ 1
, 27)

∫
dx√

2x− x2 + 3
,

28)

∫
dx√

20 + 10x− x2
, 29)

∫
dx√

10− 2x− x2
, 30)

∫
dx√

3x2 + 6x+ 5
.

8. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä ôóíêöié, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòíèé òðè÷ëåí:

1)

∫
x+ 7√

1− x− x2
dx, 2)

∫
3x+ 4√

x2 + 4x+ 7
dx, 3)

∫
5− 2x√

x2 + 6x− 11
dx,

4)

∫
x− 3√

12− 3x− x2
dx, 5)

∫
x√

6x− x2
dx, 6)

∫
x+ 5√

3x2 + 5x− 9
dx,

7)

∫
x− 1√

2x2 − 2x+ 1
dx, 8)

∫
3x+ 1√

6 + 7x− x2
dx, 9)

∫
4x− 1√

16− 6x+ x2
dx,

10)

∫
x+ 2√

5x2 + 6x+ 1
dx, 11)

∫
x+ 1√

3 + 4x− 4x2
dx, 12)

∫
x+ 1√

7− 4x− x2
dx,

13)

∫
x+ 5√

8x2 + 3x+ 1
dx, 14)

∫
x+ 1√

2x2 − x− 1
dx, 15)

∫
x+ 1√

5x2 − 2x+ 1
dx,

16)

∫
x+ 4√

2− x− x2
dx, 17)

∫
3x− 6√

5 + 4x− x2
dx, 18)

∫
4x− 3√

x2 − 2x+ 6
dx,

19)

∫
3x+ 4√

6x− x2 − 8
dx, 20)

∫
3x− 1√

x2 − 4x+ 5
dx, 21)

∫
3x+ 1√
x2 − x+ 5

dx,

22)

∫
x− 2√

3 + 3x− x2
dx, 23)

∫
2x− 3√

x2 − 6x+ 16
dx, 24)

∫
2x− 1√

1− x− 2x2
dx,

25)

∫
3x− 2√

2− 3x− 5x2
dx, 26)

∫
6x− 5√

1 + 6x− x2
dx, 27)

∫
x+ 2√

3 + 4x− 4x2
dx,

28)

∫
2x+ 1√

x2 − 7x+ 8
dx, 29)

∫
x+ 3√

4x2 + 4x+ 3
dx, 30)

∫
2x− 1√

5 + 2x− x2
dx.

9. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:
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1)

∫
x23x dx, 2)

∫
xex dx, 3)

∫
x sin 2x dx,

4)

∫
(x− 1) cosx dx, 5)

∫
(x2 + 1) cosx dx, 6)

∫
(x+ 5)ex dx,

7)

∫
(x+ 7) sin 5x dx, 8)

∫
x2 sin 2x dx, 9)

∫
(x+ 3) cos 2x dx,

10)

∫
(2x− 1) cos 2x dx, 11)

∫
x2 sinx dx, 12)

∫
(4x+ 3) sin 4x dx,

13)

∫
(3x− 2)e−2x dx, 14)

∫
(x2 − 1) cosx dx, 15)

∫
xe3x dx,

16)

∫
(x− 1)3x dx, 17)

∫
2x sin 2x dx, 18)

∫
(x+ 3)e−2x dx,

19)

∫
(x− 1) cos(x− 1) dx, 20)

∫
(x2 + 2x− 1) cosx dx, 21)

∫
8x cos(x− 1) dx,

22)

∫
4x sin

x

4
dx, 23)

∫
(2− x)e2x+1 dx, 24)

∫
(x2 − 1) cos

x

2
dx,

25)

∫
x5x dx, 26)

∫
(2x− 5)e3x dx, 27)

∫
(x+ 4) cos(2− x) dx,

28)

∫
(2x2 + 1) sin

x

4
dx, 29)

∫
x cosx

sin3 x
dx, 30)

∫
(x+ 5) sin(x+ 5) dx.

10. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

1)

∫
lnx

x2
dx, 2)

∫
x arcsinx dx, 3)

∫
x arccosx dx,

4)

∫
x2 arctg x dx, 5)

∫
log3 x

x2
dx, 6)

∫
x lnx dx,

7)

∫
ln2 x√
x
dx, 8)

∫
arccos

√
1− x√
x

dx, 9)

∫
arcsin

√
x√

1− x
dx,

10)

∫
arctg

√
x√

x
dx, 11)

∫
x arctg x dx, 12)

∫ √
x lnx dx,

13)

∫
arccos

√
x√

1− x
dx, 14)

∫
(x+ 1) arctg x dx, 15)

∫
x arcctg x dx,

16)

∫
(x+ 3) lnx dx, 17)

∫
ln(tg x)

cos2 x
dx, 18)

∫
arcsinx√
x+ 1

dx,

19)

∫
sinx ln(cosx) dx, 20)

∫
lg x

x3
dx, 21)

∫
(x2 − 1) ln(x− 1) dx,

22)

∫
x arctg x√
1 + x2

dx, 23)

∫
(x− 1) ln2 x dx, 24)

∫
ln(x2 + 1) dx,

25)

∫
(x2 − 1) ln2 x dx, 26)

∫
x2 lnx dx, 27)

∫
x arctg

√
x dx,

28)

∫
ln cosx

cos2 x
dx, 29)

∫
arcsin2 x dx, 30)

∫
ln sinx

sin2 x
dx.

11. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

1)

∫
ex cosx dx, 2)

∫
e2x sin 3x dx, 3)

∫
ex sin(x+ 1) dx,

4)

∫
e−3x cos 2x dx, 5)

∫
4x sin 3x dx, 6)

∫
4−x sin 4x dx,
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7)

∫
e−2x cosx dx, 8)

∫
e−x cos(x+ 1) dx, 9)

∫
ex cos 2x dx,

10)

∫
ex sin(2x− 1) dx, 11)

∫
cos(lnx) dx, 12)

∫
e2x sin(x− 1) dx,

13)

∫
e−3x sinx dx, 14)

∫
e2x sin(x+ 1) dx, 15)

∫
e2x sin 3x dx,

16)

∫
ex sin 7x dx, 17)

∫
sin(lnx) dx, 18)

∫
e−2x cos(1− 2x) dx,

19)

∫
e−x sin 3x dx, 20)

∫
e3x cos 2x dx, 21)

∫
2x cosx dx,

22)

∫
5x sinx dx, 23)

∫
e2x sin 2x dx, 24)

∫
2x sin(x− 1) dx,

25)

∫
sin(3x+ 1)ex dx, 26)

∫
2x cos 2x dx, 27)

∫
sinx ln(cosx) dx,

28)

∫
ex cos(2x+ 1) dx, 29)

∫
3x sinx dx, 30)

∫
cos(2 lnx) dx.

12. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)

∫
x− 1

(x+ 1)(x+ 2)(x2 + 1)
dx, 2)

∫
x− 1

x3 + 5x2 + 6x
dx,

3)

∫
x+ 8

(x+ 1)(x2 + 4x− 12)
dx, 4)

∫
x3 + x2 + 1

x3 + 4x
dx,

5)

∫
3x+ 5

x3 − 9x2 + 20x
dx, 6)

∫
x6 + 1

x3 − 9x
dx,

7)

∫
x4 − 3x+ 2

x3 + 3x2 + 2x
dx, 8)

∫
−8x+ 10

x3 − 7x2 + 10x
dx,

9)

∫
3x2 + 12x+ 4

(x2 − 4)(x+ 6)
dx, 10)

∫
4x2 + 2x− 10

(x+ 3)(x2 − 3x+ 2)
dx,

11)

∫
3x2 − 4x− 5

(x− 4)(x2 + 2x− 15)
dx, 12)

∫
x2 − 8x+ 25

(x+ 5)(x2 − 7x+ 12)
dx,

13)

∫
x4 + 15x− 20

x3 − 7x2 + 10x
dx, 14)

∫
x4 + 4x+ 2

x3 + 3x2 + 2x
dx,

15)

∫
3x2 + 6x+ 2

x3 + 3x2 + 2x
dx, 16)

∫
2x2 − 7x

(x− 2)(x2 − 5x)
dx,

17)

∫
2x2 − 2x− 4

(x− 1)(x2 + x− 6)
dx, 18)

∫
4x2 + 12x− 8

(x+ 6)(x2 − 4)
dx,

19)

∫
3x2 − 14x+ 10

(x2 − 2x)(x− 5)
dx, 20)

∫
x2 − 4x+ 10

x3 − 7x2 + 10x
dx,

21)

∫
2x2 − 6x+ 10

(x− 3)(x2 + x− 20)
dx, 22)

∫
5x2 + 8x+ 2

x3 + 3x2 + 2x
dx,

23)

∫
4x2 + 7x+ 2

x3 + 3x2 + 2x
dx, 24)

∫
x2 − 6x− 1

(x2 + x− 20)(x− 3)
dx,

25)

∫
2x2 + 8x+ 8

(x− 2)(x2 + 8x+ 12)
dx, 26)

∫
3x2 − 7

(x− 2)(x2 + 2x− 3)
dx,

27)

∫
x2 − 3x+ 5

(x2 + x− 6)(x− 1)
dx, 28)

∫
x5 + x4 − 8

x3 − 4x
dx,
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29)

∫
2x2 + 4x− 16

(x+ 2)(x2 + 4x− 12)
dx, 30)

∫
15x2 − 4x− 81

(x− 3)(x+ 4)(x− 1)
dx.

13. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)

∫
x+ 1

x(x− 1)2
dx, 2)

∫
2x+ 1

(x− 1)2(x+ 1)
dx, 3)

∫
x2 + x

x3(x− 1)
dx,

4)

∫
x5 + 1

(x− 1)2(x+ 1)3
dx, 5)

∫
x3 + 7

x2(x− 2)2
dx, 6)

∫
x− 3

x(x− 3)3
dx,

7)

∫
2x2 + x− 2

x3 − x2
dx, 8)

∫
−9x2 + 13x− 6

(x− 1)2(x− 2)
dx, 9)

∫
x+ 1

(x− 2)(x− 1)2
dx,

10)

∫
14x2 + 16

x(x+ 2)2
dx, 11)

∫
3x2 + x+ 8

x(x+ 2)2
dx, 12)

∫
x+ 8

x(x− 1)2
dx,

13)

∫
−7x2 + 7x− 1

(x− 1)2(x− 2)
dx, 14)

∫
4x2 − x− 2

x2 − x3
dx, 15)

∫
5x2 + 4

x2(x+ 1)
dx,

16)

∫
5x2 + 6x+ 9

(x− 3)2(x+ 1)
dx, 17)

∫
x2 − x+ 14

(x− 4)2(x− 2)
dx, 18)

∫
−2x2 − 3x+ 4

x2(x− 2)
dx,

19)

∫
6x2 + 4x+ 1

x2(x+ 1)
dx, 20)

∫
x2 + 3x+ 1

x(x+ 1)2
dx, 21)

∫
x2 + x− 1

x3 − x2
dx,

22)

∫
x2 − x+ 2

x2(x+ 4)
dx, 23)

∫
2x2 + 10x+ 8

x(x+ 2)2
dx, 24)

∫
−18x2 + 26x− 12

(x− 1)2(x− 2)
dx,

25)

∫
2x2 − 6x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
dx, 26)

∫
3x2 + x− 8

x(x+ 2)2
dx, 27)

∫
2x2 + 2x+ 2

x2(x+ 1)
dx,

28)

∫
2x2 + x+ 5

(x− 1)x2
dx, 29)

∫
3x2 + 13x+ 11

(x+ 1)2(x+ 2)
dx, 30)

∫
x2 + x− 2

x2 − x3
dx.

14. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)

∫
x4 + 1

x3 + 4x
dx, 2)

∫
x5 − 1

x3 + 1
dx, 3)

∫
x− 1

x3 + 4x
dx,

4)

∫
x2 + 4x+ 5

(x− 1)(x2 + 9)
dx, 5)

∫
x− 3

x2(x2 + 4)
dx, 6)

∫
x

(x− 2)(x3 + 4x)
dx,

7)

∫
x+ 8

x3 + 4x
dx, 8)

∫
2x2 + 6x+ 9

(x− 1)(x2 + 6x+ 10)
dx, 9)

∫
x2 − 2x− 5

x3 + 4x2 + 5x
dx,

10)

∫
x3 + x+ 1

x(x2 + 1)
dx, 11)

∫
x2 − 2x− 16

(x− 1)(x2 + 6x+ 10)
dx, 12)

∫
dx

x3 + 1
,

13)

∫
2x2 + 3x+ 8

x3 + 4x
dx, 14)

∫
dx

x3 + x
, 15)

∫
4x2 + 10x+ 10

x(x2 + 4x+ 5)
dx,

16)

∫
dx

(x+ 1)(x2 + 4)
, 17)

∫
2x2 + 2x+ 2

x3 + x2 + x+ 1
dx, 18)

∫
2

x3 + 2x
dx,

19)

∫
x2 + 2x− 4

4x+ x3
dx, 20)

∫
3x2 + 2x+ 9

(x+ 1)(x2 + 9)
dx, 21)

∫
x2 − 5

x(x2 + 4x+ 5)
dx,

22)

∫
4

(x− 2)(x2 + 3)
dx, 23)

∫
5x2 + 14x− 2

(x− 1)(x2 + 6x+ 10)
dx, 24)

∫
x

1 + x3
dx,

25)

∫
3x2 + 2x+ 1

x3 + x2 + x+ 1
dx, 26)

∫
−18

x3 + 9x
dx, 27)

∫
3x3 − x− 4

x3 + 4x
dx,
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28)

∫
x2 − 5

x3 + 4x2 + 5x
dx, 29)

∫
2x2 + 5x+ 5

x3 + 4x2 + 5x
dx, 30)

∫
−7x2 + 5

x3 − x2 + 5x− 5
dx.

15. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)

∫
x+ 1√
x+ 2

dx, 2)

∫
x√
x+ 1

dx, 3)

∫
3
√
x√

x+ 2
dx,

4)

∫
6
√
x

3
√
x+

√
x
dx, 5)

∫ √
x

3
√
x+ 1

dx, 6)

∫
2
√
x

3
√
x+ 2

√
x
dx,

7)

∫
x+ 3

√
x

x(1 +
√
x)
dx, 8)

∫
1−

√
x

1 + 2
√
x
dx, 9)

∫
3
√
x

2
√
x− 3

√
x2
dx,

10)

∫
x+

3
√
x2 + 5

√
x

x(1 + 3
√
x)

dx, 11)

∫
1− 2

√
x

1 + 3 3
√
x
dx, 12)

∫
(1− 6

√
x)3

3
√
x

dx,

13)

∫
3
√
x

2
√
x− 3

√
x
dx, 14)

∫ √
x

4
√
x3 + 1

dx, 15)

∫
dx

√
x+

3
√
x2
,

16)

∫ √
x

3
√
x2 −

√
x
dx, 17)

∫
dx√

x− 3
√
x
, 18)

∫
3
√
x

x(
√
x+ 3

√
x)
dx,

19)

∫
1− 2

√
x

1 + 3
√
x
dx, 20)

∫
dx√

x(1 + 4
√
x)2

, 21)

∫ √
x+ 3

√
x√

x( 3
√
x− 1)

dx,

22)

∫
6
√
x

x( 3
√
x+ 4

√
x)
dx, 23)

∫
x−

√
x

( 3
√
x− 1)

4
√
x3
dx, 24)

∫ √
x

1 + 3
√
x
dx,

25)

∫
dx

4
√
x+

√
x
, 26)

∫
dx

3
√
x+

√
x
, 27)

∫ √
x

x+ 2
dx,

28)

∫
x+

3
√
x2

x(1 + 3
√
x)
dx, 29)

∫ √
x

1 +
√
x
dx, 30)

∫
3
√
x

3
√
x2 +

√
x
dx.

16. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)

∫
3

√
1− x

1 + x
dx, 2)

∫
3
√
x+ 1− 2

1 + 3
√
x+ 1

dx, 3)

∫ √
x− 2 + 1

x− 2−
√
x− 2

dx,

4)

∫
dx√

1 + x+ 2 3
√
1 + x

, 5)

∫
x dx√

x+ 1 + 3
√
x+ 1

, 6)

∫
(x− 3)

√
x+ 2

x− 2
dx,

7)

∫
1

(1− x)2
3

√
1 + x

1− x
dx, 8)

∫
x√

2x+ 1 + 1
dx, 9)

∫
1

(2− x)2

√
2− x

2 + x
dx,

10)

∫
x+ 1

3
√
3x+ 1

dx, 11)

∫
x dx√

x+ 2 + 3
√
x+ 2

, 12)

∫
x dx√

2− x− 4
√
2− x

,

13)

∫ √
x+ 1 + 1√
x+ 1− 1

dx, 14)

∫
dx√

1− x− 4
√
1− x

, 15)

∫ √
x− 1 +

√
x+ 1√

x− 1−
√
x+ 1

dx,

16)

∫
x+ 2

x− 2

√
x+ 2

x− 2
dx, 17)

∫
3

√
x+ 1

x− 1
dx, 18)

∫ √(1 + x

1− x

)3
dx,

19)

∫
1

x− 1
3

√
x+ 1

x− 1
dx, 20)

∫ √
3− 4x

9− 5x
dx, 21)

∫
1

x

√
x− 1

x+ 1
dx,

22)

∫
(x− 2)

√
1 + x

1− x
dx, 23)

∫
dx

(2 + x)
√
1 + x

, 24)

∫ √
x+ 1 + 2

(x+ 1)2 −
√
x+ 1

dx,

25)

∫ √
2x− 1

3
√
2x− 1

dx, 26)

∫
x+ 3

x2
√
2x+ 3

dx, 27)

∫
1

(x− 1)3
3

√
x+ 1

x− 1
dx,
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28)

∫
dx

3
√

(x− 2)2(x− 1)4
, 29)

∫
6
√
x+ 3− 1

(x+ 3)(1 + 6
√
x+ 3)

dx, 30)

∫
dx

3
√

(x+ 1)2(x− 2)4
.

17. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié:

1)

∫ √
1 +

√
x

x
4
√
x3

dx, 2)

∫
5
√

(1 +
√
x)4

x
10
√
x9

dx, 3)

∫
3
√

1 +
√
x

x
3
√
x2

dx,

4)

∫
5
√
(1 + 3

√
x)4

x
5
√
x3

dx, 5)

∫ √
1 + 3

√
x

x
√
x

dx, 6)

∫ 5

√
(1 +

3
√
x2)4

x 5
√
x

dx,

7)

∫
3
√
1 + 3

√
x

x
9
√
x4

dx, 8)

∫ 5

√
(1 +

4
√
x3)4

x2
20
√
x7

dx, 9)

∫
3
√

1 + 3
√
x

x
9
√
x8

dx,

10)

∫ 5
√

1 +
5
√
x4

x2
25
√
x11

dx, 11)

∫
3
√

(1 + 3
√
x)2

x
9
√
x5

dx, 12)

∫ √
1 +

5
√
x4

x2 5
√
x

dx,

13)

∫ 3

√
(1 +

3
√
x2)2

x2 9
√
x

dx, 14)

∫ 3
√

1 +
5
√
x4

x2 15
√
x

dx, 15)

∫
3
√

(1 +
√
x)2

x
6
√
x5

dx,

16)

∫ 3

√
(1 +

5
√
x4)2

x2 3
√
x

dx, 17)

∫ √
1 +

3
√
x2

x2
dx, 18)

∫ 4

√
(1 +

5
√
x4)3

x2
5
√
x2

dx,

19)

∫ √
1 + x

x2
√
x
dx, 20)

∫
3
√

1 + 4
√
x

x 3
√
x

dx, 21)

∫
4
√

(1 +
√
x)3

x
8
√
x7

dx,

22)

∫
3
√

(1 + 4
√
x)2

x
12
√
x5

dx, 23)

∫
4
√

(1 + 3
√
x)3

x
12
√
x7

dx, 24)

∫
4
√
1 + 3

√
x

x
12
√
x5

dx,

25)

∫ 4

√
(1 +

3
√
x2)3

x2 6
√
x

dx, 26)

∫ 4
√

1 +
3
√
x2

x
6
√
x5

dx, 27)

∫ √
1 +

4
√
x3

x2 8
√
x

dx,

28)

∫
3
√

1 + 5
√
x

x
15
√
x4

dx, 29)

∫ 4

√
(1 +

4
√
x3)2

x2 4
√
x

dx, 30)

∫
5
√
1 + 3

√
x

x
5
√
x2

dx.

18. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:

1)

∫
dx

2 cosx+ sinx+ 5
, 2)

∫
dx

2 + sin x
, 3)

∫
dx

1 + cos x
,

4)

∫
dx

2− sinx+ 3 cosx
, 5)

∫
dx

sinx+ cosx+ 3
, 6)

∫
dx

3 cosx+ 4 sinx+ 5
,

7)

∫
dx

5 + 4 sinx
, 8)

∫
dx

8− 4 sinx+ 7 cosx
, 9)

∫
dx

2 sinx− cosx
,

10)

∫
dx

5− 3 cosx
, 11)

∫
dx

sin3 x
, 12)

∫
dx

3 + 5 sinx+ 3 cosx
,

13)

∫
dx

3 cosx+ 2
, 14)

∫
sinx dx

sin3 x+ cos3 x
, 15)

∫
dx

3− 2 sinx+ cosx
,

16)

∫
dx

2 + sin x+ cosx
, 17)

∫
dx

2− sinx
, 18)

∫
dx

4 cosx+ 5
,

19)

∫
dx

sinx+ cosx
, 20)

∫
dx

5− 2 sinx
, 21)

∫
dx

1 + cos x
,

22)

∫
dx

2 + sin x
, 23)

∫
dx

1 + sin x
, 24)

∫
dx

2 + cos x
,
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25)

∫
1 + tg x

1− tg x
dx, 26)

∫
1− cosx

1 + cos x
dx, 27)

∫
1 + ctg x

1− ctg x
dx,

28)

∫
sinx+ cosx

1 + cos x
dx, 29)

∫
dx

cosx+ 2 sinx+ 3
, 30)

∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
.

19. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:

1)

∫
cosx dx

3− sinx
, 2)

∫
sinx dx

9 + cos2 x
, 3)

∫
dx

sin3 x cosx
,

4)

∫
cosx dx

(1 + sin x)2
, 5)

∫
cos3 x dx

sinx
, 6)

∫
sinx dx

2− cosx− cos2 x
,

7)

∫
dx

sinx cos2 x
, 8)

∫
sinx dx

5 + cos x
, 9)

∫
cos2 x

sinx
dx,

10)

∫
cosx

7 + sin x
dx, 11)

∫
dx

sin2 x cosx
, 12)

∫
sinx dx

cos2 x− 6 cosx+ 5
,

13)

∫
cosx dx

sin2 x− 6 sinx+ 5
, 14)

∫
cosx dx

(1 + sin x)3
, 15)

∫
sinx dx

(1− cosx)3
,

16)

∫
sinx dx

4 + cos2 x
, 17)

∫
cosx dx

1 + sin x
, 18)

∫
dx

sin2 x cos2 x
,

19)

∫
sinx dx

cos2 x− 2 cosx+ 5
, 20)

∫
dx

sinx cosx
, 21)

∫
sinx dx

1 + cos x
,

22)

∫
dx

cosx sin2 x
, 23)

∫
cosx dx

sin2 x− 2 sinx+ 5
, 24)

∫
cos3 x− cos5 x

sin2 x+ sin4 x
dx,

25)

∫
cosx dx

1 + sin2 x
, 26)

∫
dx

sin2 x cosx
, 27)

∫
cosx dx

(1− sinx)2
,

28)

∫
dx

cos3 x sinx
, 29)

∫
sinx dx

(1 + cos x)2
, 30)

∫
sin2 x

cos3 x
dx.

20. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:

1)

∫
dx

1 + sin2 x
, 2)

∫
dx

1 + tg x
,

3)

∫
dx

1 + 4 cos2 x
, 4)

∫
dx

1− 7 sin2 x
,

5)

∫
dx

sin2 x+ 3 cos2 x− 5
, 6)

∫
dx

6− 5 sin2 x+ 3 cos2 x
,

7)

∫
dx

5 sin2 x− 3 cos2 x+ 4
, 8)

∫
dx

1 + ctg x
,

9)

∫
dx

4 sin2 x− 7 cos2 x
, 10)

∫
dx

cosx sin3 x
,

11)

∫
dx

1 + cos2 x
, 12)

∫
dx

sin2 x+ 3 sinx cosx− cos2 x
,

13)

∫
dx

cos2 x+ 5 sinx cosx
, 14)

∫
dx

3 sinx cosx− 2 cos2 x
,

15)

∫
dx

cos2 x− 3 sinx cosx
, 16)

∫
dx

sin2 x+ tg2 x
,
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17)

∫
1− sin2 x

1 + sin2 x
dx, 18)

∫
dx

1 + 3 cos2 x
,

19)

∫
dx

4 sin2 x− cos2 x
, 20)

∫
sinx

sinx+ cosx
dx,

21)

∫
dx

3 sin2 x+ 5 cos2 x
, 22)

∫
cosx

sinx− cosx
dx,

23)

∫
sin2 x

1 + sin2 x
dx, 24)

∫
dx

sin2 x+ 8 sinx cosx+ 12 cos2 x
,

25)

∫
dx

3 + 4 sin2 x
, 26)

∫
sinx− cosx

sinx+ cosx
dx,

27)

∫
2 sinx+ 3 cosx

sin2 x cosx− 9 cos3 x
dx, 28)

∫
dx

sin2 x+ 2 cosx sinx+ cos2 x
,

29)

∫
dx

sinx cos3 x
, 30)

∫
sinx+ 2 cosx

sinx− cosx
dx.

21. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:

1)

∫
cos3 x√
sinx

dx, 2)

∫
sin5 x

cosx
dx, 3)

∫ 3
√
sinx

cos3 x
dx,

4)

∫
cos5 x

sinx
dx, 5)

∫
cos3 x sin7 x dx, 6)

∫
cos3 x sin4 x dx,

7)

∫
sin2 x cos4 x dx, 8)

∫
cos4 x dx, 9)

∫
sin3 x cos4 x dx,

10)

∫
tg3 x dx, 11)

∫
tg7 x dx, 12)

∫
ctg3 2x dx,

13)

∫
sin3 x dx, 14)

∫
sin3 x

cos2 x
dx, 15)

∫
sin5 x√
cosx

dx,

16)

∫
sin4 x cos2 x dx, 17)

∫
cos5 x

sin3 x
dx, 18)

∫
ctg2 x dx,

19)

∫
sin4 x dx, 20)

∫
cos3 x
4
√
sinx

dx, 21)

∫
sin2 x cos2 x dx,

22)

∫ √
sinx

cos9 x
dx, 23)

∫
cos4 2x dx, 24)

∫
sin7 2x dx,

25)

∫
3

√
sinx

cos7 x
dx, 26)

∫
cos5 x

sin6 x
dx, 27)

∫
tg2 3x dx,

28)

∫ √
sin5 x

cosx
dx, 29)

∫
ctg4 x dx, 30)

∫
sin2 x

cos4 x
dx.

22. Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:

1)

∫
sin 2x cos 7x dx, 2)

∫
sin 2x sin2 x dx, 3)

∫
sin

x

2
cos

x

6
dx,

4)

∫
sin2 2x cos3 4x dx, 5)

∫
cos 5x cos 8x dx, 6)

∫
sin 2x cos 6x dx,

7)

∫
sin 3x sin 6x dx, 8)

∫
sin 2x sin 5x dx, 9)

∫
sin 3x cos 5x dx,

10)

∫
sin

x

2
sin

x

3
dx, 11)

∫
sin(2x+ 3) cos(3x+ 2) dx, 12)

∫
sin 3x sinx dx,
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13)

∫
cosx cos2 2x dx, 14)

∫
sin(2x− 1) cos2(3x+ 2) dx, 15)

∫
sin

x

3
sin

2x

3
dx,

16)

∫
cosx cos 2x cos 3x dx, 17)

∫
sin2(x+ 1) cos(2x− 1) dx, 18)

∫
sinx cos2 x dx,

19)

∫
sinx sin 2x sin 3x dx, 20)

∫
sin(3x− 2) sin(3x+ 2) dx, 21)

∫
sin 10x sin 15x dx,

22)

∫
sinx sin

x

2
sin

x

3
dx, 23)

∫
cos(5x− 1) cos(6x+ 2) dx, 24)

∫
sin 2x sin 3x cos 4x dx,

25)

∫
cosx cos

x

2
cos

x

4
dx, 26)

∫
cos(2x+ 3) cos(2x− 3) dx, 27)

∫
sinx cos 2x cosx dx,

28)

∫
sin2 3x cosx dx, 29)

∫
sin2 4x cos3 x dx, 30)

∫
cos 4x sin3 2x dx.



ÐÎÇÄIË II. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë

�2.1. Ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà

Íåõàé f(x) âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [a; b]. Ðîçiá'¹ìî öåé âiäðiçîê äîâiëüíèì

÷èíîì íà ÷àñòèíè òî÷êàìè xi, i = 0, n, ïðè÷îìó a = x0 < x1 < . . . < xi <

xi+1 < . . . < xn = b. Íàéáiëüøó ç ðiçíèöü ∆xi = xi+1 − xi, i = 0, n− 1,

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç λ.

Â êîæíîìó ç ÷àñòèííèõ âiäðiçêiâ [xi;xi+1] äîâiëüíî âiçüìåìî òî÷êó x = ξi,

xi ⩽ ξi ⩽ xi+1, i = 0, n− 1, i ñêëàäåìî ñóìó σ =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi. Ñêií÷åííà ãðà-

íèöÿ I ñóìè σ ïðè λ → 0 íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨

f(x) íà ïðîìiæêó âiä a äî b i ïîçíà÷à¹òüñÿ

I = lim
λ→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =

b∫
a

f(x)dx.

Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ òàêî¨ ãðàíèöi ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíîþ

íà âiäðiçêó [a; b].

Íàâåäåíå îçíà÷åííÿ íàëåæèòü Ðiìàíó i äîñèòü ÷àñòî òàêèé iíòåãðàë íàçè-

âà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ðiìàíà , à ñóìó σ íàçèâàþòü ðiìàíîâîþ ñóìîþ àáî

iíòåãðàëüíîþ ñóìîþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç mi òà Mi âiäïîâiäíî òî÷íó íèæíþ i òî÷íó âåðõíþ ìåæó

çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x) â i-îìó âiäðiçêó [xi;xi+1] i ñêëàäåìî âiäïîâiäíi ñóìè
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s =
n−1∑
i=0

mi∆xi, S =
n−1∑
i=0

Mi∆xi.

Öi ñóìè íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî íèæíüîþ i âåðõíüîþ ñóìàìè Äàðáó.

Äëÿ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè σ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü s ⩽ σ ⩽ S. Îòæå, ïðè

ôiêñîâàíîìó ðîçáèòòi ñóìè s, S áóäóòü ñòàëèìè, òîäi ÿê ñóìà σ çìiíþ¹òüñÿ

â ñèëó äîâiëüíîñòi âèáîðó òî÷êè ξi, i = 0, n− 1.

Ñóìè Äàðáó ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) ÿêùî äî òî÷îê ïîäiëó äîäàòè íîâi òî÷êè, òî íèæíÿ ñóìà Äàðáó âiä

öüîãî ìîæå òiëüêè çðîñòè, à âåðõíÿ ñóìà Äàðáó ìîæå òiëüêè çìåíøèòèñü,

2) êîæíà íèæíÿ ñóìà Äàðáó íå ïåðåâèùó¹ êîæíî¨ âåðõíüî¨ ñóìè Äàðáó,

íàâiòü äëÿ âèïàäêó iíøîãî ðîçáèòòÿ.

Ìíîæèíà {s} íèæíiõ ñóì Äàðáó îáìåæåíà çâåðõó, íàïðèêëàä áóäü-ÿêîþ

âåðõíüîþ ñóìîþ Äàðáó S. Â öüîìó âèïàäêó öÿ ìíîæèíà ìà¹ òî÷íó âåðõíþ

ìåæó I∗ = sup{s} i I∗ ⩽ S.

Îñêiëüêè ìíîæèíà {S} âåðõíiõ ñóì Äàðáó îáìåæåíà çíèçó ÷èñëîì I∗,

òî âîíà ìà¹ òî÷íó íèæíþ ìåæó I∗ = inf{S}, îòæå, I∗ ⩽ I∗. Â ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

s ⩽ I∗ ⩽ I∗ ⩽ S

äëÿ áóäü-ÿêèõ íèæíiõ òà âåðõíiõ ñóì Äàðáó.

×èñëà I∗ òà I∗ íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî íèæíiì i âåðõíiì iíòåãðàëîì

Äàðáó.

Êðèòåði¨ iíòåãðîâíîñòi ôóíêöi¨ f(x) íà âiäðiçêó [a; b]. Äëÿ òîãî,

ùîá âèçíà÷åíà i îáìåæåíà íà âiäðiçêó [a; b] ôóíêöiÿ f(x) áóëà iíòåãðîâíîþ

íà öüîìó âiäðiçêó, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

lim
λ→0

(S − s) = 0.

Ñôîðìóëüîâàíèé êðèòåðié äà¹ çìîãó âèäiëèòè êëàñè iíòåãðîâíèõ ôóíêöié.

1. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [a; b], òî âîíà ¹ iíòå-

ãðîâíîþ íà öüîìó âiäðiçêó.
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2. ßêùî îáìåæåíà ôóíêöiÿ f(x) íà âiäðiçêó [a; b] ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó

êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó, òî âîíà ¹ iíòåãðîâíîþ íà öüîìó âiäðiçêó.

3. Ìîíîòîííà îáìåæåíà ôóíêöiÿ f(x) íà âiäðiçêó [a; b] ¹ iíòåãðîâíîþ íà

öüîìó âiäðiçêó.

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà i íåïå-

ðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b] i F (x) � ¨¨ ïåðâiñíà, òîáòî F ′(x) = f(x), òî

b∫
a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a).

Öÿ ôîðìóëà ¹ îñíîâíîþ ôîðìóëîþ iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ.

Âïðàâè

1. Çíàéòè íèæíþ i âåðõíþ ñóìè Äàðáó äëÿ ôóíêöi¨ f(x) íà âiäðiçêó [a; b],

ïîäiëèâøè îñòàííié íà n ðiâíèõ ÷àñòèí, ÿêùî:

1) f(x) = x3 − 3x2 + 3x+ 2, a = −2, b = 2, n = 4,

2) f(x) = x2 + x+ 1, a = 0, b = 1, n = 6,

3) f(x) =
x

8
+

2

x
, a = 1, b = 6, n = 5,

4) f(x) =
x

x2 + 4
, a = −4, b = 0, n = 4,

5) f(x) =
∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣, a = −2, b = 0, n = 4,

6) f(x) = |x2 + x− 2| − ln
1

x
, a =

1

2
, b = 2, n = 3,

7) f(x) = 2 · 23x − 9 · 22x + 12 · 2x, a = −1, b = 1, n = 4,

8) f(x) = 3x
2+2x−1, a = −2, b = 0, n = 2,

9) f(x) =
1

2
x lnx− x ln 2, a = 1, b = 4, n = 3,

10) f(x) =
1

3
x lnx− 1

6
x ln 9, a = 1, b = 3, n = 4.

2. Çíàéòè iíòåãðàëüíi ñóìè äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = x3 íà âiäðiçêó [1; 3], ÿêùî:

1) xi = 1 +
2i

n
, i = 0, 1, . . . , n, ξi = xi−1, i = 1, n,

2) xi = 1 +
2i

n
, i = 0, 1, . . . , n, ξi = xi, i = 1, n,

3) xi = 1 +
2i

n
, i = 0, 1, . . . , n, ξi =

xi−1 + xi
2

, i = 1, n,

4) xi = (
n
√
3)i, i = 0, 1, . . . , n, ξi = xi−1, i = 1, n,
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5) xi = (
n
√
3)i, i = 0, 1, . . . , n, ξi = xi, i = 1, n,

6) xi = (
n
√
3)i, i = 0, 1, . . . , n, ξi =

√
xi−1 · xi, i = 1, n.

3. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè, ðîçãëÿäàþ÷è ¨õ ÿê ãðàíèöi iíòåãðàëü-

íèõ ñóì:

1)

2∫
−1

x2 dx, 2)

1∫
0

ax dx, a > 0,

3)

π
2∫

0

sinx dx, 4)

x∫
0

cos t dt,

5)

b∫
a

dx

x2
, 0 < a < b.

4. Çà äîïîìîãîþ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó çíàéòè ãðàíèöi íàñòóïíèõ ñóì:

1) lim
n→∞

( 1

n2
+

2

n2
+ . . .+

n− 1

n2

)
,

2) lim
n→∞

( 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ n

)
,

3) lim
n→∞

( n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ . . .+

n

n2 + n2

)
,

4) lim
n→∞

1

n

(
sin

π

n
+ sin

2π

n
+ . . .+ sin

(n− 1)π

n

)
,

5) lim
n→∞

1p + 2p + . . .+ np

np+1
,

6) lim
n→∞

1

n

(√
1 +

1

n
+

√
1 +

2

n
+ . . .+

√
1 +

n

n

)
,

7) lim
n→∞

( 1√
4n2 − 12

+
1√

4n2 − 22
+ . . .+

1√
4n2 − n2

)
,

8) lim
n→∞

n
( 1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ . . .+

1

(2n)2

)
.

5. ×è ìîæíà çàñòîñóâàòè ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíiöà äî îá÷èñëåííÿ ií-

òåãðàëiâ:
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1)

1∫
−1

dx

x
, 2)

π∫
0

dx

cos2 x
,

3)

1∫
0

ex dx, 4)

2∫
0

|1− x| dx,

5)

1∫
−1

d

dx

( 1

1 + 2
1
x

)
dx, 6)

π∫
0

sinx dx,

7)

2∫
−2

dx
3
√
x
, 8)

1∫
−1

d

dx

(
arctg

1

x

)
dx,

9)

100π∫
0

√
1− cos 2x dx, 10)

b∫
a

dx

cos(x− a) cos(x− b)
, 0 < b− a <

π

2
.

6. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè çà ôîðìóëîþ Íüþòîíà-Ëåéáíiöà:

1)

√
3∫

1√
3

dx

1 + x2
, 2)

2∫
1

e
1
xdx

x2
,

3)

1
2∫

− 1
2

dx√
1− x2

, 4)

π
2∫

0

cos5 x sin 2x dx,

5)

1∫
0

x2dx

1 + x6
, 6)

√
e∫

1

dx

x
√

1− ln2 x
,

7)

2∫
1

exdx

ex − 1
, 8)

3∫
2

dx√
5 + 4x− x2

,

9)

3∫
0

xdx√
x+ 1 +

√
5x+ 1

, 10)

π
2∫

−π
2

√
cosx− cos3 x dx.

7. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ àáî íåðiâíiñòü:

1) 3x−log3 2 − 9x = −1

2

2∫
0

|1− x| dx, 2)

x∫
0

cos 2t dt−
x∫

0

sin 2tdt+ 1 = 0,
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3) log1−2x(x
2−3x+5)= 1√

2−1

e∫
1

dx

x
√
1 + ln x

, 4) x1−lg x=
d

dx

( ex∫
2

ln t dt

t

)∣∣∣
x=0,01

,

5)
3

|4− x|
= x lim

t→0

t2∫
0

eu du

t
, 6) 1− 2

x+ 2
<

x∫
3

dt

(t− 2)2
,

7)
x2 + x+ 3

lg(x− 4)
<
( 2π∫

π

sin3 x dx
)′
x
, 8) log23 x+ 3 log3 x < −4

3

π
2∫

π
6

cosx

sin3 x
dx,

9) sinx+ cos 2x >

π
2∫

0

sin 2x dx, 10)
2 · 3x2

π
2∫
0

cos3 x sin 2x dx

>
53x

2

1∫
0

x
√
1− x2 dx

.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.9. Îñêiëüêè n = 3, òî íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ øóêà¹ìî

íà êîæíîìó ç âiäðiçêiâ [1; 2], [2; 3], [3; 4].

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ïîõiäíó ôóíêöi¨ f(x) =
1

2
x lnx− x ln 2. Ìà¹ìî

f ′(x) =
1

2
lnx+

1

2
− ln 2 = ln

√
ex

2
.

Ïðèðiâíÿâøè ¨¨ äî íóëÿ, îäåðæó¹ìî, ùî x =
4

e
¹ ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ.

Íà ïðîìiæêó
[
1;

4

e

]
ôóíêöiÿ f(x) ñïàäà¹, à íà

[4
e
; 4
]
� çðîñòà¹.

Äëÿ âiäðiçêà [1; 2] îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) ó òðüîõ òî÷êàõ

x1 = 1, x2 =
4

e
, x3 = 2 :

f(1) = − ln 2,

f

(
4

e

)
=

2

e
ln

4

e
− 4

e
ln 2 =

2

e
(2 ln 2− 1)− 4

e
ln 2 = −2

e
,

f(2) = ln 2− 2 ln 2 = − ln 2,

Òîäi M1 = − ln 2, m1 = −2

e
� íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f(x) íà [1; 2].
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Äëÿ âiäðiçêiâ [2; 3] òà [3; 4], äå ôóíêöiÿ çðîñòàþ÷à, øóêà¹ìî ¨¨ çíà÷åííÿ

íà êiíöÿõ:

f(2) = ln 2− 2 ln 2 = − ln 2,

f(3) =
3

2
ln 3− 3 ln 2 = 3 ln

√
3

2
,

f(4) = 2 ln 4− 4 ln 2 = 0.

Òîäi M2 = 3 ln

√
3

2
, m2 = − ln 2 � íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ f(x) íà [2; 3], M3 = 0, m3 = 3 ln

√
3

2
� íàéáiëüøå i íàéìåíøå çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ f(x) íà [3; 4].

Çíàéäåìî íèæíþ i âåðõíþ ñóìè Äàðáó, âðàõîâóþ÷è, ùî ∆xi = 1, i = 1, 3.

Òîäi

s =
3∑

i=1

mi∆xi = −2

e
− ln 2 + 3 ln

√
3

2
= −2

e
− ln 2 +

3

2
ln 3− 3 ln 2 =

= −2

e
+

3

2
ln 3− ln 16 = −2

e
+ ln

√
27

16
.

S =
3∑

i=1

Mi∆xi = −2 ln 2 + 3 ln

√
3

2
= ln

√
27

32
. ▶

4.4. Çâåäåìî âèðàç
1

n

(
sin

π

n
+ sin

2π

n
+ . . . + sin

(n− 1)π

n

)
äî âèãëÿäó

iíòåãðàëüíî¨ ñóìè

1

n

(
sin

π

n
+ sin

2π

n
+ . . .+ sin

(n− 1)π

n

)
=

n−1∑
i=0

sin
πi

n
· 1
n
.

Ìîæíà âçÿòè f(x) = sin πx, [a; b] = [0; 1], ∆xi =
1

n
, ξi =

i

n
, i = 0, n− 1.

ßêùî n→ ∞, òî ∆xi → 0.

Îòæå,

lim
n→∞

1

n

(
sin

π

n
+ sin

2π

n
+ . . .+ sin

(n− 1)π

n

)
= lim

n→∞

n−1∑
i=0

sin
πi

n
· 1
n
=

=

1∫
0

sinπx dx = −cosπx

π

∣∣∣1
0
=

2

π
. ▶
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6.10. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x) =
√
cosx− cos3 x ¹ íåïåðåðâíîþ íà

âiäðiçêó
[
− π

2
;
π

2

]
, òîìó çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Íüþòîíà-Ëåéáíiöà äëÿ öüîãî

iíòåãðàëà ¹ ìîæëèâèì. Òîäi
π
2∫

−π
2

√
cosx− cos3 x dx =

π
2∫

−π
2

√
cosx(1− cos2 x) dx =

π
2∫

−π
2

√
cosx| sinx| dx =

= −
0∫

−π
2

√
cosx sinx dx+

π
2∫

0

√
cosx sinx dx =

0∫
−π

2

√
cosx d(cosx)−

−

π
2∫

0

√
cosx d(cosx) =

2 cosx
√
cosx

3

∣∣∣∣0
−π

2

− 2 cosx
√
cosx

3

∣∣∣∣π2
0

=
2

3
+

2

3
=

4

3
. ▶

7.8. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî iíòåãðàë, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â ïðàâié ÷àñòèíi íå-

ðiâíîñòi:
π
2∫

π
6

cosx

sin3 x
dx =

π
2∫

π
6

d(sinx)

sin3 x
= − 1

2 sin2 x

∣∣∣∣π2
π
6

= −1

2
+ 2 =

3

2
.

Òîäi îòðèìà¹ìî ëîãàðèôìi÷íó íåðiâíiñòü

log23 x+ 3 log3 x < −2.

Ââåäåìî çàìiíó log3 x = t. Êâàäðàòè÷íà íåðiâíiñòü t2 + 3t + 2 < 0 ìà¹

ðîçâ'ÿçîê t ∈ (−2;−1). Îòðèìà¹ìî −2 < log3 x < −1 àáî
1

9
< x <

1

3
.

Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi ¹ ïðîìiæîê
(1
9
;
1

3

)
. ▶
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Íàâåäåìî ðÿä âëàñòèâîñòåé âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ

äëÿ îá÷èñëåíü.

1. ßêùî f(x) iíòåãðîâíà íà âiäðiçêó [b; a], òî âîíà iíòåãðîâíà i íà âiäðiçêó

[a; b], ïðè÷îìó
b∫

a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx.
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2. ßêùî f(x) iíòåãðîâíà â íàéáiëüøîìó ç ïðîìiæêiâ [a; b], [a; c] i [c; b], òî

âîíà ¹ iíòåãðîâíîþ i â äâîõ iíøèõ ïðîìiæêàõ, ïðè÷îìó ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà
b∫

a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx,

ÿêå á íå áóëî âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ òî÷îê a, b i c.

3. ßêùî f(x) iíòåãðîâíà íà [a; b], òî i kf(x), äå k = const, ¹ iíòåãðîâíîþ

íà öüîìó âiäðiçêó, ïðè÷îìó
b∫

a

kf(x) dx = k

b∫
a

f(x) dx.

4. ßêùî f(x) i g(x) iíòåãðîâíi íà [a; b] ôóíêöi¨, òî i f(x)± g(x) òàêîæ ¹

iíòåãðîâíîþ íà [a; b], ïðè÷îìó
b∫

a

(f(x)± g(x)) dx =

b∫
a

f(x) dx±
b∫

a

g(x) dx.

5. ßêùî f(x) iíòåãðîâíà íà [a; b] i f(x) ⩾ 0 äëÿ âñiõ x ∈ [a; b], òî
b∫

a

f(x) dx ⩾ 0.

6. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) i g(x) ¹ iíòåãðîâíèìè íà [a; b] i f(x) ⩽ g(x) äëÿ

âñiõ x ∈ [a; b], òî
b∫

a

f(x) dx ⩽

b∫
a

g(x) dx.

7.ßêùî ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà íà âiäðiçêó [a; b], òî |f(x)| ¹ iíòåãðîâíîþ

íà öüîìó âiäðiçêó, ïðè÷îìó∣∣∣ b∫
a

f(x) dx
∣∣∣ ⩽ b∫

a

|f(x)| dx.

8. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ iíòåãðîâíîþ íà [a; b] i äëÿ âñiõ x ∈ [a; b] âèêîíó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü m ⩽ f(x) ⩽M, òî

m(b− a) ⩽

b∫
a

f(x) dx ⩽M(b− a).
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9. Òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ. Íåõàé f(x) iíòåãðîâíà íà [a; b] i

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m ⩽ f(x) ⩽M äëÿ âñiõ x ∈ [a; b]. Òîäi

b∫
a

f(x) dx = µ(b− a),

äå µ ∈ [m;M ].

Çîêðåìà, ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [a; b], òî iñíó¹

c ∈ [a; b] òàêå, ùî
b∫

a

f(x) dx = f(c)(b− a).

×èñëî f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨

f(x) íà âiäðiçêó [a; b].

10. Óçàãàëüíåíà òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ. Íåõàé:

1) ôóíêöi¨ f(x) i g(x) ¹ iíòåãðîâíèìè íà âiäðiçêó [a; b],

2) äëÿ âñiõ x ∈ [a; b] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü m ⩽ f(x) ⩽M,

3) ôóíêöiÿ g(x) íà âñüîìó âiäðiçêó [a; b] íå ìiíÿ¹ çíàê, òîáòî g(x) ⩾ 0

àáî g(x) ⩽ 0. Òîäi
b∫

a

f(x) · g(x) dx = µ

b∫
a

g(x) dx,

äå µ ∈ [m;M ].

Çîêðåìà, ÿêùî f(x) ¹ íåïåðåðâíîþ íà [a; b], òî îñòàííÿ ôîðìóëà ìîæå

áóòè ïåðåïèñàíà ó âèãëÿäi

b∫
a

f(x) · g(x) dx = f(c)

b∫
a

g(x) dx,

äå c ∈ [a; b].

11. Äðóãà òåîðåìà ïðî ñåðåäí¹. Íåõàé:

1) ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) ¹ iíòåãðîâíèìè íà âiäðiçêó [a; b],
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2) ôóíêöiÿ f(x) ¹ ìîíîòîííîþ íà âiäðiçêó[a; b]. Òîäi iñíó¹ òî÷êà ξ ∈ [a; b]

òàêà, ùî

b∫
a

f(x) · g(x) dx = f(a+ 0)

ξ∫
a

g(x) dx+ f(b− 0)

b∫
ξ

g(x) dx.

Çîêðåìà, ÿêùî f(x) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ i íåâiä'¹ìíîþ íà âiäðiçêó [a; b],

òî
b∫

a

f(x) · g(x) dx = f(a+ 0)

ξ∫
a

g(x) dx,

à ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ i íåâiä'¹ìíîþ íà âiäðiçêó [a; b],

òî
b∫

a

f(x) · g(x) dx = f(b− 0)

b∫
ξ

g(x) dx.

Äâi îñòàííi ôîðìóëè íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ïåðøîþ i äðóãîþ ôîðìó-

ëàìè Áîíå.

12. Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) ¹

iíòåãðîâíèìè íà âiäðiçêó [a; b], òî ôóíêöiÿ f(x) ·g(x) ¹ iíòåãðîâíîþ íà öüîìó

âiäðiçêó, ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

( b∫
a

f(x) · g(x) dx
)2

⩽

b∫
a

f 2(x) dx ·
b∫

a

g2(x) dx.

Âïðàâè

1. Ïåðåêîíàòèñü, ùî êîæíèé iç çàäàíèõ iíòåãðàëiâ äîðiâíþ¹ íóëþ:

1)

3∫
−3

x
√
9− x2 dx, 2)

0,5∫
−0,5

ln
1− x

1 + x
dx,

3)

10∫
−10

arcsin
2x

1 + x2
dx, 4)

2∫
−2

(|x− 1|+ |x+ 1| − 2|x|) dx,
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5)

1∫
0

(2 arcsinx− arccos(1− 2x2)) dx,

6)

2∫
0

(
cos4 x− 1

8
cos 4x− 1

2
cos 2x− 3

8

)
dx,

7)

1∫
0

(2 arccosx− arccos(2x2 − 1)) dx,

8)

π
2∫

0

(
sin4 x− 1

8
cos 4x− 1

2
cos 2x− 3

8

)
dx,

9)

10∫
−10

lg(x+
√

1 + x2) dx, 10)

1∫
0

(1
2
arccosx− arccos

√
1 + x

2

)
dx.

2. Ïåðåêîíàòèñü, ùî êîæíèé iç çàäàíèõ iíòåãðàëiâ áiëüøèé âiä íóëÿ:

1)

2∫
−0,25

4− 2x

1 + 3x
dx, 2)

3∫
−5

x+ 2

x3 + x2 + x+ 1
dx,

3)

2
3∫

1
2

(∣∣∣x+ 2

x− 1

∣∣∣− 3
)
dx, 4)

1,5∫
1

(
√
x+ 3−

√
x− 1−

√
2x− 1) dx,

5)

0∫
−1

(log 1√
3
(2x+2 − 4x) + 2) dx, 6)

5π
4∫

π
4

(sinx− cosx) dx,

7)

1∫
−1

(arcsinx+ arccosx) dx, 8)

2∫
1

(
arctg x+ arcctg

1

x

)
dx,

9)

9π
2∫

7π
2

(arcsin(sinx)− x+ 4π + 1) dx, 10)

1
2∫

− 1
2

(
2 arctg x−arctg

2x

1− x2
+1
)
dx.

3. Ïåðåêîíàòèñü, ùî êîæíèé iç çàäàíèõ iíòåãðàëiâ ìåíøèé âiä íóëÿ:
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1)

5∫
2

x2 − 5x+ 6

x− 1
dx, 2)

1∫
1
2

(√2x2 + 7x− 4

x+ 4
− 1

2

)
dx,

3)

−3∫
−4

((1
2

)−|x−1|
− 16

)
dx, 4)

2∫
1

(log20,5 x+ log0,5 x− 2) dx,

5)

π
3∫

π
6

(cos 2x+ sinx− 1) dx, 6)

π
2∫

0

(
x− 2x2

π
− sinx

)
dx,

7)

9π
2∫

7π
2

(arcsin(sinx)− x) dx, 8)

1∫
−1

ln
x+

√
x2 + 1

2
dx,

9)

1∫
1√
2

(
arccos

x+
√
1− x2√
2

− arccosx
)
dx, 10)

−2∫
−3

(
arctg x+arctg

1−x
1+x

)
dx.

4. Âèçíà÷èòè çíàê êîæíîãî ç iíòåãðàëiâ

1)

2π∫
0

x sinx dx, 2)

2∫
−2

x32x dx,

3)

1∫
1
2

x2 lnx dx, 4)

1∫
0

(
x2 − x3 − 1

6

)
dx,

5)

2∫
1

(log23 x+ 4 log3 x+ 3) dx, 6)

1∫
−1

(x3 + 4x− 16) dx,

7)

−1∫
− 5

4

(
√
4x+ 5 +

√
3x+ 12− 4) dx, 8)

π
2∫

0

(
sinx− x+

x3

4

)
dx,

9)

π
4∫

0

(x2
2

+ ln cosx
)
dx,

10)

π
2∫

−π
2

(
cos2

(π
4
− x
)
− sin2

(π
4
− x
)
− sin 2x+ sin2 x

)
dx.

5. ßêèé iç äâîõ iíòåãðàëiâ áiëüøèé
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1)

1∫
0

e−x dx,

1∫
0

e−x2

dx, 2)

π
2∫

0

sin8 x dx,

π
2∫

0

sin2 x dx,

3)

1∫
1
2

dx√
x
,

1∫
1
2

dx
3
√
x
, 4)

1∫
0

√
1 + x2 dx,

1∫
0

x dx,

5)

1
2∫

−1

arcsinx dx,

1∫
− 1

2

arcsinx dx, 6)

1∫
1
2

lnx dx,

1∫
1
2

ln2 x dx,

7)

1
2∫

0

dx√
1− x2

,

1
2∫

0

dx, 8)

2∫
0

e−x2−x dx, e

1∫
0

dx,

9)

1∫
0

x+ 1

x+ 2
dx,

1∫
0

dx, 10)

π
4∫

−π
4

(sinx3−sin3 x+1) dx,

π
4∫

0

e− sinx dx.

6. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹, îöiíèòè äàíi iíòåãðàëè

1)

2π∫
0

dx

1 + 0, 5 cosx
, 2)

1∫
0

x9dx√
1 + x

,

3)

100∫
0

e−xdx

100 + x
, 4)

π
2∫

π
4

√
1 + cos2 x dx,

5)

4∫
1

√
x dx

4 + x2
, 6)

π
3∫

π
4

sinx

x
dx,

7)

3∫
1
2

x2dx

(x2 + 1)2
, 8)

e2∫
0

lnx

1 + x
dx,

9)

√
3∫

1√
3

x arctg x dx, 10)

200π∫
100π

sinx

x
dx.

7. Äîâåñòè íåðiâíîñòi
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1)
π

16
⩽

π
2∫

0

dx

5 + 3 cos2 x
⩽

π

10
, 2) 1 <

1∫
0

ex
2

dx < e,

3) 0 <

1∫
0

x(1− x2) dx ⩽
4

27
, 4)

π

2
⩽

π
2∫

0

esin
2 x dx ⩽

eπ

2
,

5)
3

16
⩽

2∫
0

2x
2−4 dx ⩽ 3, 6) 0 <

1∫
0

sin(arctg x) dx <

√
2

2
,

7)
π cos 1

2
⩽

π
2∫

0

cos(sinx) dx ⩽
π

2
, 8)

−5π

2
<

5∫
0

arcsin(sinx) dx <
5π

2
,

9)
π2

24
<

π
2∫

π
4

arctg(sinx) dx ⩽
π2

16
, 10) 0, 7 <

3
2∫

1

arcsin(arctg x) dx <
π

4
.

8. Îöiíèòè äàíi iíòåãðàëè, êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî:

1)

π∫
0

x
√
sinx dx, 2)

1∫
0

√
1 + x2 ·

√
1 + x3 dx,

3)

1∫
0

√
1 + x4 dx, 4)

π∫
0

√
(1 + x2) sinx dx,

5)

π∫
0

x2
√
sinx dx, 6)

1∫
0

√
1 + x3 dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

2.5. Ðîçâ'ÿæåìî íåðiâíiñòü

log 1√
3
(2x+2 − 4x) + 2 > 0.

Âîíà ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi:

log 1√
3
(2x+2 − 4x) > log 1√

3
3.

Çâiäñè 22x − 4 · 2x < 0,

22x − 4 · 2x + 3 > 0.
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Çðîáèìî çàìiíó 2x = t > 0. Òîäi îòðèìà¹ìî:t(t− 4) < 0,

t2 − 4t+ 3 > 0.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, îäåðæó¹ìî, ùî t ∈ (0; 1) ∪ (3; 4). Ïîâåðòàþ÷èñü

äî ïî÷àòêîâî¨ çìiííî¨ x, ìàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) = log 1√
3
(2x+2 − 4x) + 2

ïðèéìà¹ äîäàòíi çíà÷åííÿ äëÿ âñiõ x ∈ (−∞; 0)∪ (log2 3; 2). Îñêiëüêè f(0) =

log 1√
3
(22−1)+2 > 0, òî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x) > 0 äëÿ âñiõ x ∈ [−1; 0].

Çà âëàñòèâiñòþ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà ìà¹ìî

0∫
−1

(log 1√
3
(2x+2 − 4x) + 2) dx > 0. ▶

6.10. Ïîçíà÷èìî f(x) =
1

x
, g(x) = sinx. Ôóíêöiÿ f(x) =

1

x
� ìîíîòîííî

ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó [100π; 200π], g(x) = sinx � îáìåæåíà íà [100π; 200π].

Òîäi çà ïåðøîþ ôîðìóëîþ Áîíå ìîæåìî çàïèñàòè:

I =

200π∫
100π

sinx

x
dx =

1

100π

ξ∫
100π

sinx dx =

=
1

100π
(− cos ξ + cos 100π) =

1

100π
(1− cos ξ),

äå ξ ∈ [100π; 200π].

Îñêiëüêè −1 ⩽ cos ξ ⩽ 1, ξ ∈ [100π; 200π], òî 0 ⩽ 1− cos ξ ⩽ 2.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îöiíêó iíòåãðàëà

0 ⩽

200π∫
100π

sinx

x
dx ⩽

1

50π
. ▶

7.9. Äîñëiäèìî ôóíêöiþ f(x) = arctg(sinx) íà íàéáiëüøå i íàéìåíøå

çíà÷åííÿ íà âiäðiçêó
[π
4
;
π

2

]
. Çíàéøîâøè ïîõiäíó i ïðèðiâíÿâøè ¨¨ äî íóëÿ,

îòðèìà¹ìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè x =
π

2
+ πn, n ∈ Z.

Îñêiëüêè òî÷îê, ïiäîçðiëèõ íà åêñòðåìóì, ÿêi ëåæàòü âñåðåäèíi
[π
4
;
π

2

]
,

íå iñíó¹, òî ôóíêöiÿ íàáóâà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî i íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ íà
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êiíöÿõ âiäðiçêà. Â íàøîìó âèïàäêó m = f
(π
4

)
= arctg

√
2

2
, M = f

(π
2

)
=

arctg 1 =
π

4
.

Çà âëàñòèâiñòþ 8 ìà¹ìî

π

4
arctg

√
2

2
⩽

π
2∫

π
4

arctg(sinx) dx ⩽
π2

16
.

Îñêiëüêè arctg

√
2

2
> arctg

1√
3
=
π

6
, òî

π2

24
<

π
2∫

π
4

arctg(sin x) dx ⩽
π2

16
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ▶

8.4. Íåõàé f(x) =
√
1 + x2, g(x) =

√
sinx. Òîäi çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿ-

êîâñüêîãî îòðèìà¹ìî:

( π∫
0

√
(1 + x2) sinx dx

)2
⩽

π∫
0

(
√

1 + x2)2 dx ·
π∫

0

(
√
sinx)2 dx =

=
(
x+

x3

3

)∣∣∣π
0
· (− cosx)

∣∣∣π
0
= 2π

(
1 +

π2

3

)
.

Îòæå,

0 ⩽

π∫
0

√
(1 + x2) sinx dx ⩽

√
2π

3
(3 + π2). ▶

�2.3. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Ôîðìóëà çàìiíè çìiííèõ

Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. ßêùî ôóíêöi¨ U = U(x) òà

V = V (x) ìàþòü íà âiäðiçêó [a; b] íåïåðåðâíi ïîõiäíi, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

b∫
a

U dV = UV
∣∣∣b
a
−

b∫
a

V dU.
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ßêùî äëÿ ôóíêöié U òà V iñíóþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî (n+1)-ãî ïîðÿäêó

âêëþ÷íî íà âiäðiçêó [a; b], òî ñïðàâäæó¹òüñÿ óçàãàëüíåíà ôîðìóëà iíòåãðó-

âàííÿ ÷àñòèíàìè:

b∫
a

UV (n+1) dx = (UV (n)−U ′V (n−1)+· · · (−1)nU (n)V )
∣∣∣b
a
+(−1)n+1

b∫
a

U (n+1)V dx.

Ôîðìóëà çàìiíè çìiííî¨. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiä-

ðiçêó [a; b], à φ′(t) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [α; β], ïðè÷îìó φ(α) = a, φ(β) = b

i a ⩽ φ(t) ⩽ b äëÿ âñiõ t ∈ [α; β], òî

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Ç ôîðìóëè çàìiíè çìiííî¨ ó âèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi âèïëèâàþòü íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi.

1. Íåõàé f(x) � íåïåðåðâíà â ñèìåòðè÷íîìó ïðîìiæêó [−a; a], a > 0.

Òîäi, ÿêùî f(x) ¹ íåïàðíîþ, òî

a∫
−a

f(x) dx = 0, ÿêùî f(x) ¹ ïàðíîþ, òî

a∫
−a

f(x) dx = 2

a∫
0

f(x) dx.

2. Íåõàé f(x) � íåïåðåðâíà ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ç ïåðiîäîì ω, òîáòî

f(x + ω) = f(x). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêà äîâæèíîþ ω îòðèìà¹ìî

ôîðìóëó
a+ω∫
a

f(x) dx =

ω∫
0

f(x) dx.

Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíi âëàñòèâîñòi â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ñóòò¹âî ñïðî-

ùóþòü îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:



86 ÐÎÇÄIË II. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë

1)

10∫
−3

sgn
−x2 + 3x+ 18

x+ 6
dx, 2)

3∫
0

|x+ 1|+ |x+ 2|
|x− 1|+ |x− 2|

dx,

3)

3∫
−3

sgn(x3 − x2 − 4x+ 4) dx, 4)

1∫
−3

log3(sgnx+ 3) dx,

5)

3
2∫

1
2

sgn(log5(x
2 + x) + 1) dx, 6)

π
2∫

0

sgn(sinx− cosx) dx,

7)

5,5∫
−2,5

[x] dx, 8)

2∫
0

log2([x]
2 + 4[x] + 3) dx,

9)

5∫
1

ln[x] dx, 10)

π∫
0

x sgn[cosx] dx.

2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)

π∫
−π

ex
2

sinx dx, 2)

π
2∫

−π
2

(cos2 x+ x2 sinx) dx,

3)

π
3∫

−π
3

(
x4 sin 3x+ cos

x

3
+ tg5 x

)
dx, 4)

π
3∫

−π
3

x7 − 2x5 + 3x3 − x+ 1

cos2 x
dx,

5)

π
2∫

−π
2

cosx sin
(
2x− π

4

)
dx, 6)

π
2∫

0

sinx sin 2x sin 3x dx,

7)

1∫
−1

x dx

x2 + x+ 1
, 8)

5π
3∫

π

sin 3x dx,

9)

6π
5∫

π
5

sin4 x cos4 x dx, 10)

8π
3∫

2π
3

dx

5− 3 cosx
.

3. Çíàéòè iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

1)

1∫
0

xe2x dx, 2)

1∫
−1

x arctg x dx,
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3)

1∫
0

x ln(1 + x2) dx, 4)

π∫
0

x2 sinnx dx, n ∈ N,

5)

e∫
1

(1− lnx)2 dx, 6)

a∫
−a

x2√
x2 + a2

dx,

7)

e∫
1

lnx

x5
dx, 8)

π
3∫

π
4

x dx

sin2 x
,

9)

π
3∫

−π
3

x sinx

cos2 x
dx, 10)

1
2∫

0

x arcsinx

(1− x2)2
dx,

11)

π
4∫

0

ln(1 + tg x) dx, 12)

π∫
0

ex cos2 x dx,

13)

π
2∫

0

e2x cosx dx, 14)

π
2∫

0

sinn x dx, n ∈ N,

15)

π
2∫

0

cosn x dx, n ∈ N, 16)

π
4∫

0

tg2n x dx, n ∈ N,

17)

1∫
0

(1− x2)n dx, n ∈ N, 18)

1∫
0

xn dx√
1− x2

, n ∈ N,

19)

π∫
0

sinn−1 x cos(n+ 1)x dx, n ∈ N, 20)

π∫
0

cosn−1 x sin(n+ 1)x dx n ∈ N.

4. Çíàéòè iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè çàìiíè çìiííî¨ ó âèçíà÷åíîìó

iíòåãðàëi:

1)

4∫
1

x dx√
3 + 2x

, 2)

1∫
−1

x dx√
5− 4x

,

3)

1∫
0

√
x+ 1√
x+ 2

dx, 4)

ln 8∫
ln 3

dx√
ex + 1

,

5)

ln 2∫
0

√
ex − 1 dx, 6)

1∫
0

√
ex√

ex + e−x
dx,



88 ÐÎÇÄIË II. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë

7)

1∫
−1

dx

(1 + x2)2
, 8)

a∫
0

x2
√
a2 − x2 dx,

9)

π
2∫

0

dx

3 + 2 cosx
, 10)

π
2∫

0

cosx dx

6− 5 sinx+ sin2 x
,

11)

1∫
0

arcsin
√
x√

x(1− x)
dx, 12)

2∫
−2

ln(x+
√
x2 + 1) dx,

13)

1∫
0

arctg
√
x dx, 14)

3∫
0

arcsin

√
x

x+ 1
dx,

15)

π
2∫

π
6

ctg x ln sinx dx, 16)

0,75∫
0

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

,

17)

π
4∫

0

√
tg x dx, 18)

π
4∫

−π
4

dx

(ex + 1) cosx
,

19)

π∫
0

x sinx

1 + cos2 x
dx, 20)

1∫
−1

x4 arcsin5 x dx.

5. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)

2∫
1
2

(
1 + x− 1

x

)
ex+

1
x dx, 2)

π
4∫

0

sinx

sinx+ cosx
dx,

3)

2∫
−2

ln(4− x)

ln(16− x2)
dx, 4)

π
2∫

−π
2

ln(sinx+
√

sin2 x+ ecosx) dx,

5)

1∫
−1

dx

(ex + 1)(x2 + 1)
, 6)

1∫
e−2nπ

∣∣∣( cos ln 1

x

)′∣∣∣ dx, n ∈ N,

7)

1∫
0

xm lnn x dx, m, n ∈ N, 8)

1∫
0

xm(1− x)n dx, m, n ∈ N,

9)

π∫
0

ch ax cos bx dx, 10)

π
a∫

0

x ch ax sin bx dx.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.8. Ðîçïèøåìî çíà÷åííÿ ôóíêöié y1 = [x] òà y2 = [x2] íà âiäðiçêó [0; 2] :

y1 =


0, x ∈ [0; 1),

1, x ∈ [1; 2),

2, x = 2,

y2 =



0, x ∈ [0; 1),

1, x ∈ [1;
√
2),

2, x ∈ [
√
2;
√
3),

3, x ∈ [
√
3; 2),

4, x = 2.

Òîäi âiäðiçîê iíòåãðóâàííÿ [0; 2] ðîçiá'¹ìî íà ÷îòèðè ïðîìiæêè [0; 1],

[1;
√
2], [

√
2;
√
3], [

√
3; 2] i íà ïðàâîìó êiíöi êîæíîãî ç íèõ y1 òà y2 áóäåìî

äîîçíà÷óâàòè, âèáðàâøè òóò çíà÷åííÿ òàêi æ ÿê íà ïiâiíòåðâàëàõ [0; 1),

[1;
√
2), [

√
2;
√
3), [

√
3; 2).

Îòæå,

2∫
0

log2([x]
2+4[x]+3) dx =

1∫
0

log2 3 dx+

√
2∫

1

log2 8 dx+

√
3∫

√
2

log2 9 dx+

2∫
√
3

log2 10 dx =

= log2 3 + (
√
2− 1) log2 8 + (

√
3−

√
2) log2 9 + (2−

√
3) log2 10 =

= log2 3 + 3(
√
2− 1) + 2(

√
3−

√
2) log2 3 + (2−

√
3) + (2−

√
3) log2 5 =

= (2−
√
3) log2 5 + (1− 2

√
2 + 2

√
3) log2 3 + 3

√
2−

√
3− 1. ▶

2.9. Çíàéäåìî ïåðiîä ôóíêöi¨ f(x) = sin4 x cos4 x, ïîïåðåäíüî ñïðîñòèâøè

¨¨. Òîäi

f(x) =
(1− cos 2x

2

)2(1 + cos 2x

2

)2
=

1

16
sin4 2x =

1

64
(1− 2 cos 4x+cos2 4x) =

=
1

64

(
1− 2 cos 4x+

1 + cos 8x

2

)
=

1

128
(cos 8x− 4 cos 4x+ 3).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ω =
π

2
� îñíîâíèé ïåðiîä öi¹¨ ôóíêöi¨. Çà âëàñòèâi-

ñòþ iíòåãðóâàííÿ ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìàòèìåìî:
6π
5∫

π
5

sin4 x cos4 x dx =

π
5+π∫
π
5

sin4 x cos4 x dx =
1

128

π∫
0

(cos 8x− 4 cos 4x+ 3) dx =
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=
1

128

(sin 8x
8

− sin 4x+ 3x
)∣∣∣π

0
=

3π

128
. ▶

3.14. Ïîçíà÷èìî In =

π
2∫

0

sinn x dx. Òîäi

In=

π
2∫

0

sinn−1 x d(− cosx)=

∣∣∣∣∣∣ U=sinn−1 x, dV =d(− cosx),

dU=(n− 1) sinn−2 x cosxdx, V =− cosx

∣∣∣∣∣∣=

=− cosx sinn−1 x
∣∣∣π2
0
+(n−1)

π
2∫

0

sinn−2 x cos2 x dx=(n−1)

π
2∫

0

sinn−2 x(1−sin2 x) dx=

= (n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x dx− (n− 1)

π
2∫

0

sinn x dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

Çâiäñè

In = (n− 1)In−2 − (n− 1)In,

òîäi

In =
n− 1

n
In−2.

ßêùî n = 2k, òî

I2k =

π
2∫

0

sin2k x dx =
2k − 1

2k
I2k−2 = . . . =

=
(2k − 1)(2k − 3) · . . . · 3 · 1

2k(2k − 2) · . . . · 4 · 2

π
2∫

0

dx =
(2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2
.

ßêùî n = 2k + 1, òî

I2k+1 =

π
2∫

0

sin2k+1 x dx =
2k

2k + 1
I2k−1 = . . . =

=
2k(2k − 2) · . . . · 4 · 2

(2k + 1)(2k − 1) · . . . · 3 · 1

π
2∫

0

sinx dx =
(2k)!!

(2k + 1)!!
. ▶
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4.9. Äî çàäàíîãî iíòåãðàëà çàñòîñó¹ìî óíiâåðñàëüíó òðèãîíîìåòðè÷íó ïiä-

ñòàíîâêó t = tg
x

2
. Òîäi

π
2∫

0

dx

3 + 2 cosx
=

∣∣∣∣∣∣ t = tg x
2 , dx = 2dt

1+t2 ,

cosx = 1−t2

1+t2 , t1 = 0, t2 = 1

∣∣∣∣∣∣ =
1∫

0

2dt
1+t2

3 + 2 · 1−t2

1+t2

=

= 2

1∫
0

dt

t2 + 5
=

2√
5
arctg

t√
5

∣∣∣1
0
=

2
√
5

5
arctg

√
5

5
. ▶
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Ìíîãîêóòíîþ îáëàñòþ àáî ìíîãîêóòíèêîì áóäåìî íàçèâàòè äîâiëüíó ñêií-

÷åííó ïëîñêó ôiãóðó, îáìåæåíó îäíi¹þ àáî êiëüêîìà çàìêíåíèìè ëàìàíèìè.

Äëÿ òàêî¨ ôiãóðè ïîíÿòòÿ ïëîùi âæå äîñòàòíüî âèâ÷åíå â øêiëüíîìó êóðñi

ãåîìåòði¨.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ôiãóðó (P ) íà ïëîùèíi, ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ îáìå-

æåíó çàìêíåíó îáëàñòü. �¨ ìåæó àáî êîíòóð (K) áóäåìî çîáðàæàòè ó âèãëÿäi

çàìêíåíî¨ êðèâî¨ (àáî äåêiëüêîõ êðèâèõ). Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âñåìîæëèâi ìíî-

ãîêóòíèêè (A), ùî öiëêîì ìiñòÿòüñÿ â (P ) i ìíîãîêóòíèêè (B), ùî ìiñòÿòü

â ñîái (P ). ßêùî ÷åðåç A òà B ïîçíà÷èòè âiäïîâiäíi ¨ì ïëîùi, òî A ⩽ B.

Ìíîæèíà ÷èñåë {A} îáìåæåíà çâåðõó áóäü-ÿêèì B. Òîäi ìíîæèíà {A}

ìà¹ òî÷íó âåðõíþ ìåæó P∗, ïðè÷îìó P∗ ⩽ B.

Àíàëîãi÷íî, ìíîæèíà ÷èñåë {B} îáìåæåíà çíèçó ÷èñëîì P∗. Îòæå, {B}

ìà¹ òî÷íó íèæíþ ìåæó P ∗, ïðè÷îìó P ∗ ⩾ P∗. Öi ãðàíèöi äîñèòü ÷àñòî íà-

çèâàþòü âiäïîâiäíî âíóòðiøíüîþ i çîâíiøíüîþ ïëîùåþ ôiãóðè (P ).

ßêùî îáèäâi ìåæi P∗ = sup{A} i P ∗ = inf{B} ñïiâïàäàþòü, òî ¨õí¹ ñïiëü-

íå çíà÷åííÿ P íàçèâàþòü ïëîùåþ ôiãóðè (P ). Â öüîìó âèïàäêó ôiãóðó (P )

íàçèâàþòü êâàäðîâàíîþ.
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Êðèòåði¨ êâàäðîâàíîñòi ïëîñêî¨ ôiãóðè.

1. Äëÿ òîãî ùîá ôiãóðà (P ) áóëà êâàäðîâàíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

iñíóâàëè òàêi äâi ïîñëiäîâíîñòi ìíîãîêóòíèêiâ {(An)}, {(Bn)}, ÿêi âiäïîâiäíî

ìiñòÿòüñÿ â (P ) i ìiñòÿòü (P ), ïëîùi ÿêèõ ìàëè á ñïiëüíó ãðàíèöþ:

lim
n→∞

An = lim
n→∞

Bn = P.

2. Äëÿ òîãî ùîá ôiãóðà (P ) áóëà êâàäðîâàíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá iñíóâàëè äâi ïîñëiäîâíîñòi êâàäðîâàíèõ ôiãóð {(Qn)}, {(Rn)}, âiäïîâiäíî

òàêèõ, ùî ìiñòÿòüñÿ â (P ) i ìiñòÿòü (P ), ïëîùi ÿêèõ ìàþòü ñïiëüíó ãðàíèöþ:

lim
n→∞

Qn = lim
n→∞

Rn = P.

3. Äëÿ òîãî ùîá ôiãóðà (P ) áóëà êâàäðîâàíîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

¨¨ êîíòóð (K) ìàâ ïëîùó ðiâíó íóëþ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ôiãóðà (P ) îáìåæåíà êiëüêîìà íåïåðåðâíèìè àáî

ãëàäêèìè êðèâèìè, òî âîíà ¹ êâàäðîâàíîþ.

Âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi ïëîùi. Íåõàé ôiãóðà (P ) ðîçêëàäåíà íà

äâi ôiãóðè (P1) òà (P2) òàêèì ÷èíîì, ùî âîíè íå ìàþòü iíøèõ ñïiëüíèõ òî÷îê,

êðiì ìåæîâèõ. Ç êâàäðîâàíîñòi äâîõ ç òðüîõ ôiãóð (P ), (P1) i (P2) âèïëèâà¹

êâàäðîâàíiñòü òðåòüî¨, ïðè÷îìó P = P1 + P2.

Ïëîùà êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ (ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ y = f(x), äå

ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà, íåâiä'¹ìíà i íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b], ïðÿìèìè

x = a, x = b i âiññþ Ox (äèâ. ðèñ. 1)) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S =

b∫
a

f(x)dx.

Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòi àäèòèâíîñòi ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ïðÿìèìè

x = a i x = b òà êðèâèìè y = f(x) i y = g(x), äå f(x), g(x) � âèçíà-

÷åíi, íåâiä'¹ìíi i íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó [a; b] i äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [a; b]

f(x) ⩾ g(x) (äèâ. ðèñ. 2), çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

S =

b∫
a

(f(x)− g(x))dx.
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a b

y = f(x)y

x
a b

y = f(x)

y = g(x)

y

x

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

ßêùî ôiãóðà, îáìåæåíà êðèâîþ y = f(x), äå ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà,

íåäîäàòíà i íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b], ïðÿìèìè x = a, x = b i âiññþ Ox,

òî ¨¨ ïëîùà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = −
b∫

a

f(x)dx.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïëîùà ôiãóðè, îáìåæåíà êðèâîþ y = f(x), äå

ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b], ïðÿìèìè x = a, x = b

i âiññþ Ox, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

S =

b∫
a

|f(x)|dx.

Íåõàé ìåæà ïëîñêî¨ ôiãóðè ¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ çàìêíåíîþ êðèâîþ, çà-

äàíîþ ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè

 x = φ(t),

y = ψ(t),
äå φ(t) i ψ(t) � íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [t0;T ] çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi òî÷îê. Ââàæà¹ìî, ùî òî÷êà M(φ, ψ) ïðè çìiíi t â ìåæàõ âiä t0 äî

T ïðîáiãà¹ ìåæó ôiãóðè, çàëèøàþ÷è íàéáëèæ÷ó ¨¨ ÷àñòèíó çëiâà âiä íàïðÿìó

ðóõó. Òîäi ïëîùà ôiãóðè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà îäíi¹þ iç ôîðìóë:

S = −
T∫

t0

ψ(t)φ′(t) dt, S =

T∫
t0

φ(t)ψ′(t) dt,
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S =
1

2

T∫
t0

(φ(t)ψ′(t)− ψ(t)φ′(t)) dt.

Ðîçãëÿíåìî êðèâó, ÿêà çàäà¹òüñÿ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ðiâíÿííÿì

r = r(φ), äå ôóíêöiÿ r(φ) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [α; β]. Öÿ

êðèâà i äâà ïîëÿðíi ðàäióñè, ïðîâåäåíi âiäïîâiäíî ïiä êóòàìè α i β, ¹ ìåæåþ

ôiãóðè, ÿêó íàçâåìî êðèâîëiíiéíèì ñåêòîðîì. Ïëîùà ñåêòîðà, îáìåæåíîãî

êðèâîþ r = r(φ) i ïîëÿðíèìè ðàäióñàìè, ïðîâåäåíèìè ïiä êóòàìè α i β,

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S =
1

2

β∫
α

r2(φ) dφ.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ãðàôiêîì ôóíêöi¨ y = f(x) i çà-

äàíèìè ïðÿìèìè:

1) y = 4x− x2, x = 2, y = 0,

2) y = 2
√
x, x = 0, y = 6,

3) y = 2x, x = 0, y = 2,

4) y =
(
sin

x

2
+ cos

x

2

)2
, x = 0, x =

π

2
, y = 0,

5) y = 2 ch
x

2
, x = 0, x = 2, y = 0,

6) y = (2− x)
√
3x− 1, x =

1

3
, x =

5

3
, y = 0,

7) y = x4 − 2x2 + 5x, x = 0, x = 1, y = 1,

8) y = lnx, y = ln a, y = ln b, x = 0,

9) y = | lg x|, x = 0, 1, x = 10, y = 0,

10) y = |x|3e−x2

, x = −1, x = 1, y = 0.

2. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ãðàôiêàìè ôóíêöié:

1) y =
|4− x2|

4
, y = 7− |x|,

2) y =
√
x− 2, y =

√
4− x, y = 0,

3) y = |x2 − 4x+ 3|, x = 2, y = x+ 3,

4) y =
∣∣∣1− 2 sin2

3x

2

∣∣∣, y = 1 +
12

π
x, x =

π

2
,
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5) y =
6

x+ 5
, y = |x|,

6) y = sinx, y = cosx, y = 0, 0 ⩽ x ⩽
π

2
,

7) y = arcsinx, y = arccosx, y = 0,

8) y = (x+ 1)2, x = sinπy, y = 0, 0 ⩽ y ⩽ 1,

9) y = sinx, y = sin 2x, 0 ⩽ x ⩽ π,

10) y = −xe−x, y = ln(1 + x), x = 1.

3. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè:

1) x2 + y2 = 4, y = |x|, y > 0,

2)
x2

a2
+
y2

b2
= 1,

3) x2 + y2 = 4, x+ y = 2,

4) x2 + y2 = 2, y = x2, y > 0,

5) x2 + y2 = 2, y2 = 2x− 1, x ⩾
1

2
,

6)
x2

4
+
y2

9
= 1, y =

9

32
x2, y ⩽

9

32
x2,

7)
x2

4
+ y2 = 1, y = 2x,

8) x2 +
y2

4
= 1, y2 − 6x = 0, x ⩾

y2

6
,

9)
x2

16
− y2

9
= 1, x = 5,

10)
x2

16
− y2

9
= 1, 9x− 4y = 36.

4. Çíàéòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ïàðàìåòðè÷íî çàäàíîþ êðèâîþ:

1) x = a cos t, y = b sin t, a > 0, b > 0, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

2) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), a > 0, y = 0, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

3) x = a cos3 t, y = a sin3 t, a > 0, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

4) x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t), a > 0, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

5) x = a(2 cos t− cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t), a > 0, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

6) x = 3t2, y = 3t− t3, −
√
3 ⩽ t ⩽

√
3,

7) x = a sin 2t, y = a sin t, a > 0, 0 ⩽ t ⩽ π,

8) x =
t2

1 + t2
, y =

t(1− t2)

1 + t2
, −1 ⩽ t ⩽ 1,

9) x =
a sin 3t

sin t
, y =

a sin 3t

cos t
, −π

3
⩽ t ⩽

π

3
,
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10) x = a(1 + cos t) cos t, y = a(1 + cos t) sin t, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

5. Çíàéòè ïëîùi ôiãóð, îáìåæåíèõ êðèâèìè, çàäàíèìè â ïîëÿðíié ñèñòåìi

êîîðäèíàò:

1) r = 2
√
3a cosφ, 2) r = 2a sinφ,

3) r = a sin 3φ, 4) r = a(1 + cosφ),

5) r = 2− cosφ, r = cosφ, 6) r = a cosφ, r = a(cosφ+ sinφ),

7) r2 = a2 cos 2φ, r =
a√
2
, 8) r = 3 + cos 4φ, r = 1− cos 4φ,

9) r = a cos 3φ, 10) r = aφ, 0 ⩽ φ ⩽ 2π.

6. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ y = −x2 + 4x+ 1 i äîòè-

÷íèìè äî íå¨, ïðîâåäåíèìè â òî÷êàõ ç àáñöèñàìè x1 = 0, x2 = 3.

7. Äâi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi B i äîòèêàþòüñÿ äî ïàðàáîëè â òî-

÷êàõ A i C. Äîâåñòè, ùî ïëîùà ∆ABC, îáìåæåíîãî äóãîþ AC ïàðàáîëè i

âiäðiçêàìè AB i BC, äîðiâíþ¹
1

6
AB ·BC · sin∠ABC.

8. Çíàéòè íàéìåíøó ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ïàðàáîëîþ y2 = 2px i íîð-

ìàëëþ äî íå¨.

9. Çíàéòè íàéìåíøó ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ãiïåðáîëîþ xy = 3 i ïðÿ-

ìîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M(1; 4).

10. Ó ÿêîìó âiäíîøåííi ïðÿìà x + y = 2a äiëèòü ïëîùó ëèñòà Äåêàðòà

x3 + y3 = 3axy?

11. Äîâåñòè, ùî ïëîùà ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ y2 =
x3

2a− x
òà ¨¨ àñèì-

ïòîòîþ x = 2a, äîðiâíþ¹ ïîòðî¹íié ïëîùi êðóãà, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷à-

òîê êîîðäèíàò ç öåíòðîì â òî÷öi O(a; 0).

12. Äîâåñòè, ùî ïëîùà ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ y =
8a3

x2 + 4a2
òà ¨¨

àñèìïòîòîþ y = 0, ó ÷îòèðè ðàçè áiëüøà çà ïëîùó êðóãà ðàäióñà a.

13. Äîâåñòè, ùî ïëîùà ôiãóðè, îáìåæåíî¨ öèñî¨äîþ Äiîêëåñà x = 2a sin t,

y =
2a3 sin3 t

cos t
òà ¨¨ àñèìïòîòîþ x = 2a, âòðî¹ áiëüøà çà ïëîùó êðóãà ðàäióñà

a.

14. Äîâåñòè, ùî ïëîùà òðèëèñòíèêà r = a sin 3φ äîðiâíþ¹ ÷âåðòi ïëîùi

îïèñàíîãî íàâêîëî íüîãî êðóãà.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

2.9. Ïîáóäó¹ìî ïëîñêó ôiãóðó, îáìåæåíó çàäàíèìè êðèâèìè (äèâ. ðèñ. 3).

Ïëîùà ïëîñêî¨ ôiãóðè S ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ïëîù S1 òà S2.

Çíàéäåìî àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó öèõ êðèâèõ:

sinx = sin 2x, sinx(2 cosx− 1) = 0,

x = πn, n ∈ Z, x = ±π
3
+ 2πn, n ∈ Z.

π
3

π

y = sinx

y = sin 2x

y

0 π
2

x

Ðèñ. 3

Òîäi

S = S1 + S2 =

π
3∫

0

(sin 2x− sinx) dx+

π∫
π
3

(sinx− sin 2x) dx =

=
(
− cos 2x

2
+ cosx

)∣∣∣π3
0
+
(
− cosx+

cos 2x

2

)∣∣∣π
π
3

=

=
1

4
+

1

2
+

1

2
− 1 + 1 +

1

2
+

1

2
+

1

4
=

5

2
(êâ. îä.). ▶

3.10.Ïîáóäó¹ìî ïëîñêó ôiãóðó, îáìåæåíó çàäàíèìè êðèâèìè (äèâ. ðèñ. 4).

Çíàéäåìî àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó ãiïåðáîëè
x2

16
−y

2

9
= 1 i ïðÿìî¨ 9x−4y = 36,

ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü:
x2

16
− y2

9
= 1,

9x− 4y = 36.
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1 4 5
y = 9x

4 − 9

x2

16 −
y2

9 = 1

y

0 x

Ðèñ. 4Ìàòèìåìî x1 = 4, x2 = 5.

Òîäi ïëîùó çàäàíî¨ ôiãóðè øóêà¹ìî çà ôîðìóëîþ:

S =

5∫
4

3

4

√
x2 − 16 dx−

5∫
4

9x− 36

4
dx =

=
(3
8
x
√
x2 − 16− 6 ln |x+

√
x2 − 16|

)∣∣∣5
4
− 1

4

(9x2
2

− 36x
)∣∣∣5

4
=

=
45

8
+6 ln

1

2
− 1

4

(225
2

− 144

2
− 36

)
=

45

8
− 9

8
− 6 ln 2 =

9

2
− 6 ln 2 (êâ. îä.). ▶

−a a

−a

a
y

0 x

Ðèñ. 5
4.3. Äàíó êðèâó (àñòðî¨äó) ìîæíà çîáðàçèòè â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäè-

íàò (äèâ. ðèñ. 5). Çà ôîðìóëîþ îá÷èñëåííÿ ïëîùi ïëîñêî¨ ôiãóðè, îáìåæåíî¨

ïàðàìåòðè÷íî çàäàíîþ êðèâîþ, ìà¹ìî

S = −
2π∫
0

a sin3 t · (a cos3 t)′ dt = 3a2
2π∫
0

sin4 t cos2 t dt =
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=
3a2

4

2π∫
0

sin2 t sin2 2t dt =
3a2

4

2π∫
0

1− cos 2t

2
· 1− cos 4t

2
dt =

=
3a2

16

2π∫
0

(1− cos 2t− cos 4t+ cos 2t cos 4t) dt =

=
3a2

16

2π∫
0

(
1− cos 2t− cos 4t+

1

2
cos 6t+

1

2
cos 2t

)
dt =

=
3a2

16

2π∫
0

(
1− 1

2
cos 2t− cos 4t+

1

2
cos 6t

)
dt =

=
3a2

16

(
t− 1

4
sin 2t− 1

4
sin 4t− 1

12
sin 6t

)∣∣∣2π
0

=
3πa2

8
(êâ. îä.). ▶

0

π
2

π

3π
2

r = cosφ

r = 2− cosφ

Ðèñ. 6

5.5. Çîáðàçèìî ôiãóðó â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (äèâ. ðèñ. 6). Òîäi

S = S1 − S2 =
1

2

2π∫
0

(2− cosφ)2 dφ− 1

2

π
2∫

−π
2

cos2 φdφ =

=
1

2

2π∫
0

(
4− 4 cosφ+

1 + cos 2φ

2

)
dφ− 1

2

π
2∫

−π
2

1 + cos 2φ

2
dφ =
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=
1

2

(
4φ− 4 sinφ+

φ

2
+

sin 2φ

4

)∣∣∣2π
0

− 1

4

(
φ+

1

2
sin 2φ

)∣∣∣π2
−π

2

=

= 4π +
π

2
− π

4
=

17

4
π (êâ. îä.). ▶

�2.5. Îá÷èñëåííÿ äîâæèíè äóãè êðèâî¨

Íåõàé ïëîñêà êðèâà Γ çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè x = φ(t),

y = ψ(t), äå φ i ψ � íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó [a; b] ôóíêöi¨. ßêùî ðîçãëÿíóòè

ïàðàìåòð t ÿê ÷àñ, òî ðiâíÿííÿ x = φ(t), y = ψ(t), a ⩽ t ⩽ b âèçíà÷àþòü

çàêîí ðóõó òî÷êè M ç êîîðäèíàòàìè x òà y íà ïëîùèíi, à êðèâà Γ ¹

òðà¹êòîði¹þ ðóõîìî¨ òî÷êè. Îòæå, äîâæèíó äóãè êðèâî¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê øëÿõ, ïðîéäåíèé ðóõîìîþ òî÷êîþ.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êðèâà ¹ ãëàäêîþ, òîáòî ôóíêöi¨ x = φ(t), y = ψ(t) íà

âiäðiçêó [a; b] ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi, ÿêi ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó çàäàþòü

âåêòîð øâèäêîñòi −→v (t) = (φ′(t);ψ′(t)) â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t ç ÷àñîâîãî

ïðîìiæêó [a; b].

Òîäi äîâæèíà äóãè êðèâî¨ Γ íà ïðîìiæêó [a; b] îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

l =

b∫
a

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

ßêùî êðèâà Γ ¹ ãðàôiêîì íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f(x) íà

âiäðiçêó [a; b], òî äîâæèíà äóãè êðèâî¨ Γ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

l =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

ßêùî êðèâà çàäàíà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, òîáòî r = r(φ),

α ⩽ φ ⩽ β, òî ôîðìóëà îá÷èñëåííÿ äîâæèíè äóãè êðèâî¨ ìàòèìå âèãëÿä

l =

β∫
α

√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ.

Íåõàé ìà¹ìî ïðîñòîðîâó êðèâó Γ, çàäàíó ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè

x = φ(t), y = ψ(t), z = λ(t), a ⩽ t ⩽ b. Ââàæà¹ìî, ùî êðèâà Γ ãëàäêà, òîáòî
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ôóíêöi¨ x = φ(t), y = ψ(t), z = λ(t) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè. Òîäi

äîâæèíà äóãè ïðîñòîðîâî¨ êðèâî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

l =

b∫
a

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 + (λ′(t))2 dt.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè êðèâî¨:

1) y = x
3
2 , 0 ⩽ x ⩽ 4,

2) y =
√
x, 0 ⩽ x ⩽ 1,

3) y = ex, 0 ⩽ x ⩽ ln 5,

4) y = ln sin x,
π

2
⩽ x ⩽ 3,

5) y = arcsin ex, − ln 5 ⩽ x ⩽ − ln 2,

6) y = e
x
2 + e−

x
2 , 0 ⩽ x ⩽ 2,

7) y =
√
x− x2 + arcsin

√
x, 0 ⩽ x ⩽ 1,

8) y = arcsin(sinx), 0 ⩽ x ⩽ π,

9) y =
√
1− x2 + arcsinx, 0 ⩽ x ⩽

9

16
,

10) y = 2(
√
ex − 1− arctg

√
ex − 1), 0 ⩽ x ⩽ 2.

2. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè êðèâî¨:

1) x = 3t− 1, y = −4t+ 2, 0 ⩽ t ⩽ 1,

2) x = t2 − t+ 1, y = t2 + t+ 1, 0 ⩽ t ⩽ 1,

3) x = 8t3, y = 6t2 − 3t4, 0 ⩽ t ⩽
√
2,

4) x = 6− 3t2, y = 4t3, −
√
2 ⩽ t ⩽

√
2,

5) x =
2− t

2 + t
, y =

t

2 + t
, 1 ⩽ t ⩽ 2,

6) x =
1√

1 + t2
, y =

t√
1 + t2

, 0 ⩽ t ⩽ 1,

7) x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

8) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ⩽ t ⩽ 8π,

9) x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t), 0 ⩽ t ⩽ π,
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10) x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t, y = (t2 − 2) cos t− 2t sin t, 0 ⩽ t ⩽ π.

3. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè êðèâî¨:

1) r = a cosφ, 2) r = a cos3
φ

3
,

3) r = a(1 + cosφ), 4) r = aφ, 0 ⩽ φ ⩽ 2π,

5) r = a sin3
φ

3
, 6) r =

a

1 + cosφ
, −π

2
⩽ φ ⩽

π

2
,

7) r = 2a
sin2 φ

cosφ
, 0 ⩽ φ ⩽

π

3
, 8) r = a sin4

φ

4
,

9) r =
a

sin3 φ
3

,
π

2
⩽ φ ⩽

5π

2
, 10) r =

a

cos4 φ
4

, 3π ⩽ φ ⩽ 5π.

4. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè ïðîñòîðîâî¨ êðèâî¨:

1) x = 2t, y = ln t, z = t2, 1 ⩽ t ⩽ 2,

2) x = 3t− t2, y = 3t2, z = 3t+ t3, 0 ⩽ t ⩽ 1,

3) x = et, y = e−t, z =
√
2t, 0 ⩽ t ⩽ 1,

4) x = at, y = a
√
t sin t, z = a

√
t cos t, 4 ⩽ t ⩽ 9,

5) x = at cos t, y = at sin t, z =
at2

2
, 0 ⩽ t ⩽ 2,

6) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), z = 4a cos
t

2
, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

7) x = a cos3 t, y = a sin3 t, z = cos 2t, 0 ⩽ t ⩽ 2π,

8) x3 = 3a2y, 2xz = a2,
a

3
⩽ y ⩽ 9a,

9) 4ax = (y + z)2, 4x2 + 3y2 = 3z2, 0 ⩽ x ⩽ a, z ⩾ 0,

10) x = a sin
y

a
, z =

a

4
ln
a+ x

a− x
, 0 ⩽ y ⩽

aπ

6
.

5. Çíàéòè ïåðèìåòð ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâèìè:

1) x2 = (y + 1)3, y = 4, 2) y3 = x2, y =
√
2− x2,

3) y2 = 2px, 2x = p.

6. Çíàéòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó îñi Ox, ÿêà äiëèòü àðêó öèêëî¨äè

x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t), 0 ⩽ t ⩽ 2π, íà òðè äóãè îäíàêîâî¨

äîâæèíè.

7. Äîâåñòè, ùî äîâæèíà åëiïñà x = a cos t, y = b sin t, äîðiâíþ¹ äîâæèíi

ñèíóñî¨äè y = c sin
x

b
, 0 ⩽ x ⩽

2π

b
, c =

√
a2 − b2.
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8. Ïàðàáîëà 4ay = x2 �êîòèòüñÿ� áåç êîâçàííÿ âçäîâæ îñi Ox. Äîâåñòè,

ùî ôîêóñ ïàðàáîëè îïèñó¹ ëàíöþãîâó ëiíiþ x = a ch
x

a
.

9. ßêùî êàðäiî¨äà r = a(1−sinφ) �êîòèòüñÿ� ïî öèêëî¨äi x= a(t−sin t),

y = a(1− cos t), òî ¨¨ âiñòðÿ îïèñó¹ ïðÿìó ëiíiþ. Äîâåñòè öå.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.7. Çíàéäåìî ïîõiäíó çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

y′ = (
√
x− x2 + arcsin

√
x)′ =

1− 2x

2
√
x− x2

+
1√
1− x

· 1

2
√
x
=

=
2− 2x

2
√
x− x2

=

√
1− x

x
.

Òîäi çà ôîðìóëîþ îá÷èñëåííÿ äîâæèíè äóãè êðèâî¨, âðàõîâóþ÷è, ùî

0 ⩽ x ⩽ 1, çàïèøåìî:

l =

1∫
0

√
1 +

1− x

x
dx =

1∫
0

dx√
x
= 2

√
x
∣∣∣1
0
= 2 (ëií. îä.). ▶

2.10. Çíàéäåìî ïîõiäíi:

x′t = 2t sin t+ (t2 − 2) cos t+ 2 cos t− 2t sin t = t2 cos t,

y′t = 2t cos t− (t2 − 2) sin t− 2 sin t− 2t cos t = −t2 sin t.

Òîäi

l =

π∫
0

√
t4 cos2 t+ t4 sin2 t dt =

π∫
0

t2
√

cos2 t+ sin2 t dt =

=

π∫
0

t2 dt =
t3

3

∣∣∣π
0
=
π3

3
(ëií. îä.). ▶

3.5. Ôóíêöiÿ r = a sin3
φ

3
¹ ïåðiîäè÷íîþ, òîìó êðèâà ¹ çàìêíåíîþ (äèâ.

ðèñ. 7). Çíàéäåìî ïåðiîä ôóíêöi¨, ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ ïîíèæåííÿ ñòå-

ïåíÿ:

sin3
α

3
=

3

4
sin

α

3
− 1

4
sin 3α.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ω = 6π � îñíîâíèé ïåðiîä.
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Òîìó

l =

6π∫
0

√
a2 sin4

φ

3
· cos2 φ

3
+ a2 sin6

φ

3
dφ = a

6π∫
0

sin2
φ

3

√
sin2

φ

3
+ cos2

φ

3
dφ =

= a

6π∫
0

sin2
φ

3
dφ = a

6π∫
0

1− cos 2φ
3

2
dφ =

a

2

(
φ−3

2
sin

2φ

3

)∣∣∣6π
0

= 3πa (ëií. îä.). ▶

0

π
2

π

3π
2

r = a sin3
φ

3

Ðèñ. 7

6. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî äîâæèíó äóãè ïåðøî¨ àðêè öèêëî¨äè (äèâ. ðèñ. 8):

l =

2π∫
0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t dt = a

2π∫
0

√
2(1− cos t) dt =

= 2a

2π∫
0

sin
t

2
dt = −4a cos

t

2

∣∣∣2π
0

= 8a (ëií. îä.).

Íåõàé t0 � ïàðàìåòð, ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi A íà öèêëî¨äi, ïðè÷îìó äîâ-

æèíà äóãè OA ðiâíà
8a

3
. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè t0, ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ:

t0∫
0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t dt =

8a

3
.

Çâiäñè t0 = 2arccos
1

3
.
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Ùîá çíàéòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî îñi Ox, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i,

ïiäñòàâèìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ t0 ó âèðàç a(1− cos t). Òîäi

y0 = a
(
1− cos

(
2 arccos

1

3

))
= a
(
1− cos2

(
arccos

1

3

)
+ sin2

(
arccos

1

3

))
=

= a
(
1− 1

9
+

8

9

)
=

16

9
a.

aπ 2aπ

2a
y

O

A B

C

x

Ðèñ. 8

Îñêiëüêè àðêà öèêëî¨äè ìà¹ âiñü ñèìåòði¨ x = πa, òî ïðÿìà y =
16

9
a ïåðåòíå

àðêó ùå â òî÷öi B òàêié, ùî äîâæèíà äóãè BC ðiâíà
8a

3
(äèâ. ðèñ. 8).

Îòæå, y =
16

9
a � ïðÿìà, ÿêà äiëèòü ïåðøó àðêó öèêëî¨äè íà òðè ÷àñòèíè

îäíàêîâî¨ äîâæèíè. ▶

�2.6. Îá÷èñëåííÿ îá'¹ìiâ ïðîñòîðîâèõ òië

Íåõàé çàäàíî òiëî (V ) äîâiëüíî¨ ôîðìè, òîáòî îáìåæåíà çàìêíåíà îáëàñòü

â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði. Ìåæåþ (S) òiëà (V ) ¹ çàìêíåíà ïîâåðõíÿ (àáî

äåêiëüêà òàêèõ ïîâåðõîíü).

Ðîçãëÿäà¹ìî ìíîãîãðàííèêè (X) îá'¹ìó X, ùî öiëêîì ìiñòÿòüñÿ â òiëi

(V ) i ìíîãîãðàííèêè (Y ) îá'¹ìó Y, ùî ìiñòÿòü â ñîái òiëî (V ). Iñíó¹ òî÷íà

âåðõíÿ ìåæà V∗ äëÿ {X} i òî÷íà íèæíÿ ìåæà V ∗ äëÿ {Y }, ïðè÷îìó V∗ < V ∗.

�õ íàçèâàþòü âiäïîâiäíî âíóòðiøíiì i çîâíiøíiì îá'¹ìîì òiëà.
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ßêùî îáèäâi ìåæi V∗ = sup{X}, V ∗ = inf{Y } ñïiâïàäàþòü, òî ¨õ ñïiëüíå

çíà÷åííÿ V íàçèâà¹òüñÿ îá'¹ìîì òiëà (V ). Â öüîìó âèïàäêó ñàìå òiëî (V )

íàçèâà¹òüñÿ êóáîâíèì.

Âëàñòèâiñòü àäèòèâíîñòi. ßêùî òiëî (V ) ðîçêëàäåíå íà äâà òiëà

(V1) òà (V2) òàê, ùî âîíè íå ìàþòü iíøèõ ñïiëüíèõ òî÷îê, êðiì ìåæîâèõ, òî

iç iñíóâàííÿ îá'¹ìó äëÿ äâîõ ç öèõ òðüîõ òië âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ îá'¹ìó äëÿ

òðåòüîãî òiëà, ïðè÷îìó V = V1 + V2.

Êðèòåði¨ êóáîâíîñòi òiëà.

1. Äëÿ òîãî, ùîá òiëî (V ) ìàëî îá'¹ì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíó-

âàëè òàêi äâi ïîñëiäîâíîñòi âiäïîâiäíèõ ìíîãîãðàííèêiâ {(Xn)} i {(Yn)}, ùî

ìiñòÿòüñÿ â òiëi (V ) i ùî ìiñòÿòü â ñîái òiëî (V ), îá'¹ìè ÿêèõ ìàëè á ñïiëüíó

ãðàíèöþ

lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

Yn = V.

2. Äëÿ òîãî, ùîá òiëî (V ) ìàëî îá'¹ì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè

òàêi äâi ïîñëiäîâíîñòi âiäïîâiäíèõ êóáîâíèõ òië {(Tn)} i {(Un)}, ùî ìiñòÿòüñÿ

â òiëi (V ) i ùî ìiñòÿòü â ñîái òiëî (V ), îá'¹ìè ÿêèõ ìàëè á ñïiëüíó ãðàíèöþ

lim
n→∞

Tn = lim
n→∞

Un = V.

Çàóâàæèìî, ùî òiëî, îáìåæåíå îäíi¹þ àáî äåêiëüêîìà íåïåðåðâíèìè ïî-

âåðõíÿìè, ìà¹ îá'¹ì.

Íåõàé êóáîâíå òiëî (V ) ìiñòèòüñÿ ìiæ äâîìà ïëîùèíàìè x = a òà x = b,

à êîæíà ïëîùèíà x = c, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñi Ox, ó ïåðåðiçi ç òiëîì (V )

äà¹ êâàäðîâàíó ôiãóðó, ïëîùà ÿêî¨ ðiâíà P (x), äå P (x) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

íà âiäðiçêó [a; b]. Òîäi

V =

b∫
a

P (x) dx.

Òiëîì îáåðòàííÿ íàçèâà¹ìî ïðîñòîðîâe òiëî, ÿêå ìîæíà äiñòàòè îáåð-

òàííÿì äåÿêî¨ êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ íàâêîëî îñi. Êîæíå òiëî îáåðòàííÿ ¹
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êóáîâíèì òiëîì. Îá'¹ì òiëà, ÿêå äiñòà¹ìî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Ox êðè-

âîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨, îáìåæåíî¨ ïðÿìèìè x = a, x = b, êðèâîþ y = f(x) òà

âiññþ Ox, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

V = π

b∫
a

f 2(x) dx.

Íåõàé ôóíêöiÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè x = φ(t), y = ψ(t),

t0 ⩽ t ⩽ T, äå ôóíêöiÿ φ(t) ìà¹ íåïåðåðâíó íåâiä'¹ìíó ïîõiäíó íà âiäðiçêó

[t0;T ] i φ(t0) = a, φ(T ) = b, à ôóíêöiÿ ψ(t) íåïåðåðâíà i íåâiä'¹ìíà íà [t0;T ].

Îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Ox êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨,

îáìåæåíî¨ ïàðàìåòðè÷íî çàäàíîþ êðèâîþ, ïðÿìèìè x = a, x = b, y = 0,

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

V = π

T∫
t0

ψ2(t)φ′(t) dt.

ßêùî ôóíêöiÿ y = f(x) íåïåðåðâíà i íåâiä'¹ìíà íà âiäðiçêó [a; b],

0 ⩽ a ⩽ b, òî îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Oy ôiãóðè,

îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè y = f(x), x = a, x = b, y = 0, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

V = 2π

b∫
a

xf(x) dx.

ßêùî êðèâîëiíiéíèé ñåêòîð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ êðèâîþ r = r(φ), φ ∈ [α; β],

äå 0 ⩽ α ⩽ β ⩽ π, îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ïîëÿðíî¨ îñi, òî îá'¹ì òiëà îáåðòàííÿ,

ùî ïðè öüîìó óòâîðþ¹òüñÿ, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

V =
2

3
π

β∫
α

r3(φ) sinφdφ.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Ox ôiãóðè,

îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè:
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1) y = 1− x2, y = 0, x = 0,

2) y =
x2 − x

2
, y = 0,

3) x2 + (y − b)2 = a2, 0 < a ⩽ b,

4) y = a ch
x

a
, x = −a, x = a,

5) y =
√
x, y =

√
2− x, y = 0,

6) y = x2 − 2x+ 4, y = 4 + x,

7) y = sin2 x, y = x sinx, x = 0, x = π,

8) x2 − y2 = 1,
x2

4
− y2 = −1, x = 1,

9) y = tg x, y = ctg x, x =
π

6
,

10) y = 2−|x−1| + 1, x = 1, y = x+
3

2
.

2. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi Ox ôiãóðè,

îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè:

1) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ⩽ t ⩽ 2π,

2) x = 2a cos t− a cos 2t, y = 2a sin t− a sin 2t,

3) x = 2a sin t, y = a sin t cos t,

4) x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

3. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi íàâêîëî ïîëÿðíî¨ îñi

ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ëiíiÿìè:

1) r = a cos2 φ, 2) r = a(1 + cosφ),

3) r = aφ, 0 ⩽ φ ⩽ π, 4) r = a
√
2 sin 2φ,

5) r = eφ, 0 ⩽ φ ⩽ π, 6) x4 + y4 = a2x2,

7) r = a cos3 φ, 8) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2),

9) x(x2 − y2) = a(x2 + y2), x = 3a, 10) (x2 + y2)3 = a2x4.

4. Äîâåñòè, ùî îá'¹ì ïàðàáîëî¨äà îáåðòàííÿ, ÿêèé ìà¹ iç çàäàíèì öèëií-

äðîì ñïiëüíó îñíîâó òà âèñîòó, äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi îá'¹ìó öèëiíäðà.

5. Çíàéòè îá'¹ì çðiçàíî¨ ïiðàìiäè ç âèñîòîþ h òà ïëîùàìè îñíîâ S1 òà

S2.
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6. Çíàéòè îá'¹ì çðiçàíîãî êîíóñà ç âèñîòîþ h, îñíîâàìè ÿêîãî ¹ åëiïñè ç

ïiâîñÿìè A, B òà a, b.

7. Äîâåñòè, ùî îá'¹ì ïîñóäèíè, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi êðèâî¨

y = r + b sin
2π

h
x, 0 ⩽ x ⩽ h, íàâêîëî îñi Ox, äîðiâíþ¹ πr2h+

1

2
πb2h.

8. Iç íàõèëåíî¨ öèëiíäðè÷íî¨ öèñòåðíè ðàäióñîì a òà âèñîòîþ h âèëèâà¹-

òüñÿ ÷åðåç êðàé ðiäèíà. Äîâåñòè, ùî â òîé ìîìåíò, êîëè çâiëüíèòüñÿ ïîëîâèíà

äíà, îá'¹ì çàëèøåíî¨ ðiäèíè äîðiâíþâàòèìå
2

3
a2h.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.9. Ïëîñêà ôiãóðà, ÿêà îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi Ox, çîáðàæåíà íà ðèñ. 9.

Çíàéäåìî àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó êðèâèõ ç ðiâíÿííÿ tg x = ctg x. Òîäi îäåð-

æèìî, ùî x =
π

4
+ πn, n ∈ Z.

π
6

π
4

1

y

x

y = ctgx

y = tgx

Ðèñ. 9

Çãiäíî ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ îá'¹ìó òiëà, óòâîðåíîãî îáåðòàííÿì íàâêîëî îñi

Ox êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨, ìàòèìåìî:

V = π

π
4∫

π
6

(ctg2 x− tg2 x) dx = π

π
4∫

π
6

( 1

sin2 x
− 1

cos2 x

)
dx =

= π(− ctg x− tg x)
∣∣∣π4
π
6

= π
(
− 2 +

√
3 +

1√
3

)
=

4
√
3− 6

3
π (êóá. îä.). ▶



110 ÐÎÇÄIË II. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë

2.4. Àñòðî¨äà ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî îñåé êîîðäèíàò, òîäi îá'¹ì òiëà

îáåðòàííÿ äîðiâíþ¹ ïîäâî¹íîìó îá'¹ìó òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi êðè-

âîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨, îáìåæåíî¨ êðèâîþ, çàäàíîþ ïàðàìåòðè÷íî x = a cos3 t,

y = a sin3 t, 0 ⩽ t ⩽
π

2
, ïðÿìèìè x = 0, y = 0.

Ïðè x = 0 i x = a âiäïîâiäíî ìà¹ìî, ùî t =
π

2
i t = 0. Òîäi

V = 2π

0∫
π
2

a2 sin6 t(a cos3 t)′dt = −6πa3

π
2∫

0

sin6 t cos2 t(− sin t) dt =

= −6πa3

π
2∫

0

(1− cos2 t)3 cos2 t d(cos t) =

= −6πa3

π
2∫

0

(cos2 t− 3 cos4 t+ 3 cos6 t− cos8 t) d(cos t) =

= −6πa3
(cos3 t

3
− 3

5
cos5 t+

3

7
cos7 t− 1

9
cos9 t

)∣∣∣π2
0
=

= −6πa3
(
− 1

3
+

3

5
− 3

7
+

1

9

)
=

32πa3

105
(êóá. îä). ▶

3.10. Ïåðåéäåìî ñïî÷àòêó äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ïiäñòàâëÿþ÷è

x = r(φ) cosφ, y = r(φ) sinφ ó ðiâíÿííÿ êðèâî¨, ìàòèìåìî

r6(φ)(cos2 φ+ sin2 φ)3 = a2r4(φ) cos4 φ.

Çâiäñè r(φ) = a cos2 φ =
a

2
(1 + cos 2φ). Ôóíêöiÿ r(φ) ïåðiîäè÷íà ç ïåðiî-

äîì ω = π i ïàðíà, òîìó êðèâà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi i

ïîëþñà. Òîäi îá'¹ì òiëà îáåðòàííÿ íàâêîëî ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi îá÷èñëþ¹ìî çà

ôîðìóëîþ:

V = 2 · 2
3
π

π
2∫

0

a3 cos6 φ sinφdφ = −4

3
πa3

π
2∫

0

cos6 φd(cosφ) =

= −4

3
πa3 · cos

7 φ

7

∣∣∣π2
0
=

4πa3

21
(êóá. îä.). ▶
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6. Íåõàé íèæíÿ îñíîâà çðiçàíîãî êîíóñà ëåæèòü â ïëîùèíi yOz. Òîäi,

âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ïëîù ïîäiáíèõ ôiãóð, ìîæåìî çàïèñàòè

S(h)

S(0)
=

(H − h)2

H2
,

äå S(h) = πab, S(0) = πAB i H � âèñîòà êîíóñà, ïîáóäîâàíîãî ÿê ïðîäîâæå-

ííÿ çðiçàíîãî êîíóñà. Çâiäñè

√
ab√
AB

=
H − h

H
, H =

h
√
AB√

AB −
√
ab
.

Àíàëîãi÷íî

S(x)

S(0)
=

(H − x)2

H2
, S(x) =

πAB

H2
(H − x)2,

äå x ∈ (0;h).

Òîäi

V =

h∫
0

πAB

H2
(H − x)2dx = −πAB

3H2
(H − x)3

∣∣∣h
0
=
πAB

3H2
(H3 − (H − h)3).

Îñêiëüêè

H − h =
h
√
AB√

AB −
√
ab

− h =
h
√
ab√

AB −
√
ab
,

òî

V =
πAB(

√
AB −

√
ab)2h3

3h2AB

(
(
√
AB)3

(
√
AB −

√
ab)3

− (
√
ab)3

(
√
AB −

√
ab)3

)
=

=
πh

3
(AB +

√
ABab+ ab).

Âðàõîâóþ÷è ùî
A

a
=
B

b
, îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

V =
πh

3
(AB + Ab+ ab) =

πh

3
(AB + aB + ab) (êóá. îä.). ▶
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�2.7. Îá÷èñëåííÿ ïëîùi ïîâåðõíi îáåðòàííÿ

Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) íåâiä'¹ìíà i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà âiä-

ðiçêó [a; b]. Òîäi ïëîùà ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ ïðè îáåðòàííi ãðàôiêà ôóíêöi¨

y = f(x) íàâêîëî îñi Ox, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

b∫
a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx.

ßêùî ó ïiâïëîùèíi y ⩾ 0 êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè

x = φ(t), y = ψ(t), t0 ⩽ t ⩽ T, äå ôóíêöi¨ φ(t) i ψ(t) íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíi, òî ïëîùà ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ ïðè îáåðòàííi öi¹¨ êðèâî¨

íàâêîëî îñi Ox, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

T∫
t0

ψ(t)
√

(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

ßêùî êðèâà çàäàíà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò r = r(φ), 0 ⩽ α ⩽ φ ⩽

β ⩽ π, äå ôóíêöiÿ r(φ) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà âiäðiçêó [α; β], òî

ïëîùà ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ ïðè îáåðòàííi öi¹¨ êðèâî¨ íàâêîëî ãîðèçîíòàëüíî¨

îñi, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

β∫
α

r(φ) sinφ
√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ.

ßêùî âiäïîâiäíi êðèâi îáåðòàòè íàâêîëî îñi Oy, òî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëå-

ííÿ ïëîùi ïîâåðõíi îáåðòàííÿ äëÿ âèùåíàâåäåíèõ êðèâèõ ìàòèìóòü âèãëÿä

S = 2π

b∫
a

x
√

1 + (f ′(x))2 dx � äëÿ ÿâíî çàäàíî¨ êðèâî¨,

S = 2π

T∫
t0

φ(t)
√

(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt � äëÿ ïàðàìåòðè÷íî çàäàíî¨ êðèâî¨,

S = 2π

β∫
α

r(φ) cosφ
√

(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ � äëÿ êðèâî¨, çàäàíî¨ â ïîëÿð-

íié ñèñòåìi êîîðäèíàò.
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Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà [a; b]

i Ax + By + C = 0 � ïðÿìà, íå ïàðàëåëüíà êîîðäèíàòíèì îñÿì, òàêà, ùî

äîâiëüíà ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîåêöi¨ ãðàôiêà ôóíêöi¨

íà çàäàíó ïðÿìó ïåðïåíäèêóëÿðíî äî íå¨, ìà¹ ç öèì ãðàôiêîì ëèøå îäíó

ñïiëüíó òî÷êó.

Òîäi ïëîùà ïîâåðõíi, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi ãðàôiêà ôóíêöi¨

y = f(x) íàâêîëî ïðÿìî¨ Ax+By + C = 0, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

b∫
a

|Ax+Bf(x) + C|√
A2 +B2

√
1 + (f ′(x))2 dx.

ßêùî êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè x = φ(t), y = ψ(t),

t0 ⩽ t ⩽ T, äå φ(t), ψ(t) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó

[t0;T ], i çàäîâîëüíÿ¹ çàçíà÷åíó âèùå óìîâó âiäíîñíî ïðÿìî¨ Ax+By+C = 0,

òî ïëîùà ïîâåðõíi, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi ãðàôiêà ôóíêöi¨ íàâêîëî

ïðÿìî¨ Ax+By + C = 0, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

T∫
t0

|Aφ(t) +Bψ(t) + C|√
A2 +B2

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïîâåðõíi, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi äóãè êðèâî¨

íàâêîëî âêàçàíî¨ îñi:

1) y = 2x, x ∈ [2; 3], Ox, Oy, 2) y =
1

4
x3, x ∈ [0; 2], Ox,

3) y = a cos
πx

2b
, |x| ⩽ b, Ox, 4) y = a ch

x

a
, x ∈ [0; a], Ox,

5) x2 + (y − b)2 = r2, r < b, Ox, 6) y2 = 4ax, x ∈ [0; 3a], Ox,

7) 9y2 = x(3− x)2, x ∈ [0; 3], Ox, 8) y = x

√
x

a
, x ∈ [0; a], Ox,

9) y = tg x, x ∈
[
0;
π

4

]
, Ox, 10) y2 + 4x = 2 ln y, y ∈ [1; 2], Oy,

11) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0; 2π], Ox, Oy,
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12) x = a cos3 t, y = a sin3 t, Ox,

13) x = a cos t, y = b sin t, a > b, Ox, Oy,

14) x = a(t sin t+ cos t), y = a(sin t− t cos t), 0 ⩽ t ⩽ π,

15) r = a(1 + cosφ), Ox, 16) r = a
√
cos 2φ, Ox, Oy,

17) r = 2a sinφ, Ox, 18) r = a(1− cosφ), Ox.

2. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ ïðè îáåðòàííi çàäàíî¨ êðèâî¨ íàâ-

êîëî âêàçàíî¨ ïðÿìî¨:

1) y = x2, 0 ⩽ x ⩽ 1, y = x

2) y2 = 2px, 0 ⩽ x ⩽ 4p, y = 2x,

3) y =
x3

3
, 0 ⩽ x ⩽ 4

√
2, y =

√
2x

3
,

4) y = arcsin
√
x+

√
x− x2, 0 ⩽ x ⩽ 1, x = 0,

5) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t),
π

2
⩽ t ⩽

3π

2
, y = a,

6) x =
√
2 sin t, y =

1

4
sin 2t, 0 ⩽ t ⩽ π, x = 0,

7) x = t2, y =
t3

3
− t, |t| ⩽

√
6, x = 3,

8) x = a cos3 t, y = a sin3 t, y = x,

9) 4x2 + y2 = 4, x = 0,

10) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), y = x.

3. Òiëî, óòâîðåíå îáåðòàííÿì íàâêîëî îñi Ox ôiãóðè, ùî îáìåæåíà ïàðà-

áîëîþ ay = a2 − x2, a > 0, i âiññþ Ox. Çíàéòè âiäíîøåííÿ ïëîùi ïîâåðõíi

öüîãî òiëà äî ïëîùi ïîâåðõíi ðiâíîâåëèêî¨ êóëi.

4. Çíàéòè ïëîùó òi¹¨ ÷àñòèíè ïîâåðõíi öèëiíäðà x2 + y2 = ax, ÿêà ìiñòè-

òüñÿ âñåðåäèíi ñôåðè x2 + y2 + z2 = a2.

5. Îñi äâîõ êðóãîâèõ öèëiíäðiâ ç îäíàêîâèìè îñíîâàìè ïåðåòèíàþòüñÿ

ïiä ïðÿìèì êóòîì. Îá÷èñëèòè ïëîùó ïîâåðõíi òiëà, ùî ñòàíîâèòü ñïiëüíó

÷àñòèíó îáîõ öèëiíäðiâ.
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6. Êðèâà y = cosx, x ∈
[
− π

2
;
π

2

]
îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ïðÿìî¨ y = c,

c ⩾ 0. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi c ïëîùà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ áóäå íàéìåíøîþ?

Çíàéòè íàéìåíøó ïëîùó ïîâåðõíi îáåðòàííÿ.

7. Êóá îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ñâî¹¨ äiàãîíàëi. Çíàéòè ïëîùó ïîâåðõíi, ÿêó

îïèñóþòü ïðè îáåðòàííi âñi ðåáðà êóáó.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.15. Âiçüìåìî 0 ⩽ φ ⩽ π. Òîäi r′(φ) = −a sinφ i çà ôîðìóëîþ îá÷èñëåí-

íÿ ïëîùi ïîâåðõíi, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi êðèâî¨, çàäàíî¨ â ïîëÿðíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò, îòðèìà¹ìî

S = 2π

π∫
0

a(1 + cosφ) sinφ
√
a2(1 + cosφ)2 + a2 sin2 φdφ =

= 2πa2
π∫

0

(1+cosφ) sinφ
√

2(1 + cosφ)dφ = 4πa2
π∫

0

(1+cosφ) sinφ cos
φ

2
dφ =

= 16πa2
π∫

0

cos4
φ

2
sin

φ

2
dφ = −32πa2

π∫
0

cos4
φ

2
d
(
cos

φ

2

)
=

= −32πa2

5
cos5

φ

2

∣∣∣π
0
=

32πa2

5
(êâ. îä.). ▶

2.10. Êðèâà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà âiäíîñíî êîîðäè-

íàòíèõ îñåé. Ïåðåéøîâøè äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè, ìàòèìåìî

(r2(φ) cos2 φ+ r2(φ) sin2 φ)2 = a2(r2(φ) cos2 φ− r2(φ) sin2 φ)

àáî r(φ) = a
√
cos 2φ.

Ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ áà÷èìî, ùî êðèâà çíàõîäèòüñÿ ìiæ ái-

ñåêòðèñàìè I-ãî i III-ãî êîîðäèíàòíèõ êóòiâ, áî πn− π

4
⩽ φ ⩽

π

4
+πn, n ∈ Z.

Îäíi¹þ ç òàêèõ áiñåêòðèñ ¹ çàäàíà ïðÿìà y = x. Òîìó äîñòàòíüî îá÷èñëèòè

ïëîùó ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ îáåðòàííÿì íàâêîëî ïðÿìî¨ y = x ÷àñòèíè êðèâî¨,

ùî çíàõîäèòüñÿ â I-ié òà IV-ié ÷âåðòi. Öÿ äóãà ïðîåêòó¹òüñÿ íà âiñü îáåðòàííÿ

îäíîçíà÷íî ïðè φ ∈
(
− π

4
; 0
)
i φ ∈

(
0;
π

4

)
, áî ôóíêöiÿ r(φ) = a

√
cos 2φ ó

âêàçàíèõ ïðîìiæêàõ ¹ âiäïîâiäíî çðîñòàþ÷îþ i ñïàäíîþ.



116 ÐÎÇÄIË II. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë

Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì ìiæ äåêàðòîâèìè i ïîëÿðíèìè êîîð-

äèíàòàìè, ïåðåéäåìî äî ïàðàìåòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ x = a
√
cos 2φ cosφ,

y = a
√
cos 2φ sinφ. Òîäi

x′φ = − a sin 2φ√
cos 2φ

cosφ− a
√

cos 2φ sinφ = − a sin 3φ√
cos 2φ

,

y′φ = − a sin 2φ√
cos 2φ

sinφ+ a
√

cos 2φ cosφ =
a cos 3φ√
cos 2φ

.

Çà ôîðìóëîþ äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi ïîâåðõíi îáåðòàííÿ ìà¹ìî

S = 2 · 2π√
2

( 0∫
−π

4

a
√

cos 2φ(cosφ− sinφ)

√
a2 sin2 3φ

cos 2φ
+
a2 sin2 3φ

cos 2φ
dφ+

+

π
4∫

0

a
√

cos 2φ(cosφ− sinφ)

√
a2 sin2 3φ

cos 2φ
+
a2 sin2 3φ

cos 2φ
dφ
)
=

=
4πa2√

2

( 0∫
−π

4

(cosφ− sinφ)dφ+

π
4∫

0

(cosφ− sinφ)dφ
)
=

= 2
√
2πa2

(
(sinφ+ cosφ)

∣∣∣0
−π

4

+ (sinφ+ cosφ)
∣∣∣π4
0

)
=

= 2
√
2πa2

((
1 +

√
2

2
−

√
2

2

)
+
(√2

2
+

√
2

2
− 1
))

= 4πa2 (êâ. îä.). ▶

6. Îñêiëüêè êðèâà y = cosx, x ∈
[
− π

2
;
π

2

]
, îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ïðÿìî¨

y = c, òî çäiéñíèìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ãðàôiêà ôóíêöi¨ íà c îäèíèöü

âãîðó. Òîäi ïëîùà ïîâåðõíi îáåðòàííÿ îòðèìàíî¨ êðèâî¨ íàâêîëî ïðÿìî¨ y = c

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

S = 2π

π
2∫

−π
2

(cosx+ c)
√

1 + sin2 xdx =

= 2π

π
2∫

−π
2

cosx
√
1 + sin2 xdx+ 2πc

π
2∫

−π
2

√
1 + sin2 xdx.

Î÷åâèäíî, ùî âåëè÷èíà ïîâåðõíi áóäå íàéìåíøîþ ó âèïàäêó, êîëè c = 0,

áî îáèäâà iíòåãðàëè ïðèéìàþòü äîäàòíi çíà÷åííÿ.
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Òîäi

S = 2π

π
2∫

−π
2

cosx
√

1 + sin2 xdx = 2π

π
2∫

−π
2

√
1 + sin2 xd(sinx) =

= 4π
(sinx

2

√
1 + sin2 x+

1

2
ln
∣∣ sinx+√1 + sin2 x

∣∣)∣∣∣π2
0
=

= 4π
(√2

2
+

1

2
ln(1 +

√
2)
)
= 2π(

√
2 + ln(1 +

√
2)) (êâ. îä.). ▶

�2.8. Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà ó ôiçèöi

Ç êóðñó ôiçèêè âiäîìî, ùî ñòàòè÷íèé ìîìåíò M ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè ìà-

ñîþ m âiäíîñíî äåÿêî¨ îñi ðiâíèé äîáóòêó ìàñè m íà âiäñòàíü d âiä öi¹¨

îñi. Ó âèïàäêó ñèñòåìè n ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê ç ìàñàìè m1, m2, . . . , mn, ùî

ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi ç âiññþ âiäïîâiäíî íà âiäñòàíÿõ d1, d2, . . . , dn âiä îñi,

ñòàòè÷íèé ìîìåíò ìîæíà âèðàçèòè ñóìîþ M =
n∑

i=1

midi. Ïðè öüîìó âiäñòàíi

äî òî÷îê, ùî ëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îñi áåðóòüñÿ iç çíàêîì �+�, à ïî iíøó

ñòîðîíó � iç çíàêîì �−�.

Íåõàé ìàñè çîñåðåäæåíi íå â îêðåìèõ òî÷êàõ, à çàïîâíþþòü ëiíiþ àáî

ïëîñêó ôiãóðó ïîâíiñòþ.

Çíàéäåìî ñòàòè÷íi ìîìåíòè Mx òà My ïëîñêî¨ äóãè êðèâî¨ âiäíîñíî êî-

îðäèíàòíèõ îñåé. Ââàæà¹ìî ïðè öüîìó êðèâó îäíîðiäíîþ, òîáòî ¨¨ ëiíiéíà

ãóñòèíà ϱ ¹ ñòàëîþ (äëÿ ñïðîùåííÿ ââàæà¹ìî, ùî ϱ = 1). Âðàõîâóþ÷è òàêi

ïðèïóùåííÿ, ìàñà áóäü-ÿêî¨ äóãè âèìiðþâàòèìåòüñÿ ¨¨ äîâæèíîþ i ïîíÿòòÿ

ñòàòè÷íîãî ìîìåíòó ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé çìiñò.

Îòæå, â íàøîìó âèïàäêó ñòàòè÷íi ìîìåíòè îäíîðiäíî¨ äóãè êðèâî¨ âiäíî-

ñíî îñåé êîîðäèíàò áóäóòü ðiâíi

Mx =

L∫
0

y(l)dl, My =

L∫
0

x(l)dl,
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äå l � ïàðàìåòð, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äîâæèíîþ äóãè êðèâî¨ âiä ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè

äî äîâiëüíî¨ òî÷êè íà äóçi, dl � äèôåðåíöiàë äóãè êðèâî¨, L � äîâæèíà âñi¹¨

äóãè.

Ñòàòè÷íi ìîìåíòè Mx i My äîçâîëÿþòü ëåãêî çíàéòè öåíòð âàãè C(ξ, η)

äóãè êðèâî¨. Òî÷êà C âîëîäi¹ òàêîþ âëàñòèâiñòþ, ùî ÿêùî â íié çîñåðåäè-

òè âñþ ìàñó êðèâî¨, òî ñòàòè÷íèé ìîìåíò öi¹¨ ìàñè âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ îñi

ñïiâïàäàòèìå iç ñòàòè÷íèì ìîìåíòîì êðèâî¨ âiäíîñíî òi¹¨ æ îñi. Òîáòî

Lξ =My =

L∫
0

x(l)dl, Lη =Mx =

L∫
0

y(l)dl,

çâiäñè

ξ =
My

L
=

L∫
0

x(l)dl

L
, η =

Mx

L
=

L∫
0

y(l)dl

L
.

ßêùî êðèâà y = f(x), äå f(x) âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [a; b], ¹ îäíîðiäíîþ,

òî êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

ξ =

b∫
a

x
√

1 + (f ′(x))2dx

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2dx

, η =

b∫
a

y
√
1 + (f ′(x))2dx

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2dx

.

ßêùî êðèâà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî, òî ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ êîîðäè-

íàò öåíòðà ìàñ ìàòèìóòü âèãëÿä

ξ =

T∫
t0

φ(t)
√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt

T∫
t0

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt

, η =

T∫
t0

ψ(t)
√

(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt

T∫
t0

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt

.
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ßêùî êðèâà r = r(φ), φ ∈ [α, β], çàäàíà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò,

òî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ öåíòðà ìàñ äóãè êðèâî¨ çàïèøóòüñÿ ó âèäi

ξ =

β∫
α

r(φ) cosφ
√
(r′(φ))2+(r(φ))2dφ

β∫
α

√
(r′(φ))2 + (r(φ))2dφ

, η =

β∫
α

r(φ) sinφ
√

(r′(φ))2+(r(φ))2dφ

β∫
α

√
(r′(φ))2 + (r(φ))2dφ

.

Íåõàé ïî êðèâîëiíiéíié òðàïåöi¨, ùî îáìåæó¹òüñÿ êðèâîþ y = f(x),

f(x) ⩾ 0, âiññþ Ox i ïðÿìèìè x = a, x = b, ðîçïîäiëåíà ìàñà iç ñòàëîþ

ãóñòèíîþ, ðiâíîþ îäèíèöi. Òàêó ôiãóðó ÷àñòî íàçèâàþòü îäíîðiäíîþ

ìàòåðiàëüíîþ ïëàñòèíîþ.

Äëÿ ñòàòè÷íèõ ìîìåíòiâ òàêî¨ ïëàñòèíè âiäíîñíî âiäïîâiäíèõ êîîðäèíà-

òíèõ îñåé ìàòèìåìî:

Mx =
1

2

b∫
a

f 2(x) dx, My =

b∫
a

xf(x) dx.

Öåíòðîì ìàñ ìàòåðiàëüíî¨ ïëîñêî¨ ôiãóðè íàçèâàþòü òî÷êó C(ξ, η) òà-

êó, ùî êîëè ìàñó ôiãóðè ïîìiñòèòè â íå¨, òî îòðèìà¹ìî ìàòåðiàëüíó òî÷êó,

ñòàòè÷íi ìîìåíòè ÿêî¨ âiäíîñíî îñåé Ox i Oy ðiâíi âiäïîâiäíèì ñòàòè÷íèì

ìîìåíòàì öi¹¨ ôiãóðè.

Îòæå, êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ ìàòåðiàëüíî¨ ïëîñêî¨ îäíîðiäíî¨ ïëàñòèíè

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

ξ =
My

S
, η =

Mx

S
,

äå S � ïëîùà ïëàñòèíè.

ßêùî êðèâîëiíiéíà òðàïåöiÿ îáìåæåíà çâåðõó ïàðàìåòðè÷íî çàäàíîþ êðè-

âîþ x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [t0;T ], ç áîêiâ � ïðÿìèìè x = x(t0) = a,

x = x(T ) = b, çíèçó � âiññþ Ox, òî êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ öi¹¨ òðàïåöi¨
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îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

ξ =

T∫
t0

φ(t)ψ(t)φ′(t) dt

T∫
t0

ψ(t)φ′(t) dt

, η =

1

2

T∫
t0

ψ2(t)φ′(t) dt

T∫
t0

ψ(t)φ′(t) dt

.

ßêùî îäíîðiäíèé êðèâîëiíiéíèé ñåêòîð, çàäàíèé â ïîëÿðíié ñèñòåìi êî-

îðäèíàò íåðiâíîñòÿìè α ⩽ φ ⩽ β, r(φ) ⩾ 0, äå 0 < β − α ⩽ 2π, r(φ)

� íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [α; β] ôóíêöiÿ, òî êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ öüîãî

ñåêòîðà îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

ξ =

2

β∫
α

r3(φ) cosφdφ

3

β∫
α

r2(φ)dφ

, η =

2

β∫
α

r3(φ) sinφdφ

3

β∫
α

r2(φ)dφ

.

Ïåðøà òåîðåìà Ãóëüäiíà. Âåëè÷èíà ïîâåðõíi, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè

îáåðòàííi êðèâî¨ íàâêîëî îñi, ùî íå ïåðåòèíà¹ ¨¨, ðiâíà äîâæèíi äóãè öi¹¨

êðèâî¨, ïîìíîæåíié íà äîâæèíó êîëà, ùî îïèñó¹ öåíòð ìàñ çàäàíî¨ êðèâî¨.

Äðóãà òåîðåìà Ãóëüäiíà. Îá'¹ì òiëà îáåðòàííÿ ïëîñêî¨ ôiãóðè íàâ-

êîëî îñi, ùî íå ïåðåòèíà¹ ¨¨, ðiâíèé äîáóòêó ïëîùi öi¹¨ ôiãóðè íà äîâæèíó

êîëà, ùî îïèñó¹ öåíòð ìàñ öi¹¨ ôiãóðè.

Íåõàé ìàòåðiàëüíà òî÷êà M ïiä äi¹þ ñèëè F ïåðåìiùó¹òüñÿ ç òî÷êè a

â òî÷êó b ïî îñi Ox, ïðè÷îìó ñèëà äi¹ â íàïðÿìi, ïàðàëåëüíîìó îñi Ox, à

âåëè÷èíà ¨¨ çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ òî÷êè íà îñi. Ðîáîòà, âèêîíàíà ñòàëîþ

ñèëîþ F ïðè ïåðåìiùåííi ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè íà âiäñòàíü s (ñèëà äi¹ â íàïðÿ-

ìi ïåðåìiùåííÿ), äîðiâíþ¹ A = F ·s. Òîäi åëåìåíò ðîáîòè, âèêîíàíî¨ çìiííîþ

ñèëîþ ïðè ïåðåìiùåííi ç òî÷êè x â òî÷êó x + dx äîðiâíþ¹ dA = F (x) dx, à

ðîáîòà A çìiííî¨ ñèëè F íà âiäðiçêó [a; b] âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðàëîì

A =

b∫
a

F (x)dx.
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Âïðàâè

1. Çíàéòè ñòàòè÷íi ìîìåíòè äàíèõ îäíîðiäíèõ ìàòåðiàëüíèõ äóã:

1) x = R cos t, y = R sin t, t ∈ [0; π], âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

2) x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0;π], âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

3) y =
a

2

(
e

x
a + e−

x
a

)
, x ∈ [0; a], âiäíîñíî îñi Ox,

4)
x2

a2
+
y2

b2
= 1, y ⩾ 0, âiäíîñíî îñi Ox,

5) y2 = 4x, y ⩾ 0, x ∈ [0; 4], âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

6)
x

a
+
y

b
= 1, a > 0, b > 0, x ∈ [0; a], âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

7) y = cosx, x ∈
[
− π

2
;
π

2

]
, âiäíîñíî îñi Ox,

8) y2 = 2px, x ∈
[
0;
p

2

]
, âiäíîñíî ïðÿìî¨ x =

p

2
,

9) r = 2a cosφ, φ ∈
[
0;
π

2

]
, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

10) r = aφ, φ ∈ [0; π], âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé.

2. Çíàéòè êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ äàíèõ îäíîðiäíèõ ìàòåðiàëüíèõ äóã:

1)

 x = a cos t,

y = a sin t,
t ∈ [0; π], 2) x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 , x ∈ [0; a],

3) y =
a

2

(
e

x
a + e−

x
a

)
, x ∈ [−a; a], 4)

 x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),
t ∈ [0; 2π],

5) x =
1

4
y2 − 1

2
ln y, y ∈ [1; 2], 6) 2x+ y − 2 = 0, x ⩾ 0, y ⩾ 0,

7) r = a(1 + cosφ), φ ∈ [0; 2π], 8) r = 2a cosφ, φ ∈
[
0;
π

2

]
,

9) r = a
√

cos 2φ, φ ∈
[
− π

4
;
π

4

]
, 10) r = aeφ, φ ∈ [0; 2π].

3. Çíàéòè ñòàòè÷íi ìîìåíòè îäíîðiäíèõ ìàòåðiàëüíèõ ïëàñòèí, îáìåæåíèõ

äàíèìè êðèâèìè:

1) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), t ∈ [0; 2π], y = 0, âiäíîñíî îñi Ox,

2) x+ y = 1, x = 0, y = 0, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

3) y =
2

1 + x2
, y = x2, âiäíîñíî îñi Ox,

4) y2 = 2px, y = 0, x = 1, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

5) ñòîðîíàìè òðèêóòíèêà ç îñíîâîþ a òà âèñîòîþ h, âiäíîñíî îñíîâè,
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6) y =
2

π
x, y = sinx, x ⩾ 0, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

7) x = a cos t, y = b sin t, t ∈
[
0;
π

2

]
, x = 0, y = 0, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ

îñåé,

8) x2 + 4y − 16 = 0, y = 0, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

9) ax = y2, ay = x2, a > 0, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé,

10) r = a
√

cos 2φ, φ ∈
[
− π

4
;
π

4

]
, âiäíîñíî êîîðäèíàòíèõ îñåé.

4. Çíàéòè êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ îäíîðiäíèõ ìàòåðiàëüíèõ ïëàñòèí, îáìå-

æåíèõ êðèâèìè:

1)
√
x+

√
y =

√
a, x = 0, y = 0, 2) y = cosx, x ∈

[
− π

2
;
π

2

]
, y = 0,

3) x2 + 4y2 = 4, x2 + y2 = 4, x, y > 0, 4) r = a(1 + cosφ),

5) r = aφ, φ ∈ [0;π], 6)

 x = a cos3 t,

y = a sin3 t,
t ∈
[
0;
π

2

]
,

7) x4 + y4 = x2 + y2, 8) r = aeφ, φ ∈
[
0;
π

2

]
,

9) (x2 + y2)3 = 27x2y2, x, y ⩾ 0, 10) x4 − x2y + y3 = 0, x, y ⩾ 0.

5. Îá÷èñëèòè îá'¹ì òà ïëîùó ïîâåðõíi òîðà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi

êðóãà (x− a)2 + (y − b)2 ⩽ r2 : à) íàâêîëî îñi Ox, á) íàâêîëî îñi Oy.

6. Êâàäðàò iç ñòîðîíîþ a îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

îäíó ç éîãî âåðøèí i óòâîðþ¹ êóò φ ç éîãî äiàãîíàëëþ, ïðè÷îìó φ ∈
(π
4
;
π

2

)
.

Çíàéòè îá'¹ì òiëà îáåðòàííÿ i ïëîùó éîãî ïîâåðõíi.

7. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, óòâîðåíîãî ïðè îáåðòàííi ïiâêðóãà ðàäióñà r íàâêîëî

äîòè÷íî¨, ïàðàëåëüíî¨ äiàìåòðó.

8. Äîâåñòè, ùî öåíòð ìàñ ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ìiñòèòüñÿ íà îäíié

òðåòié âèñîòè âiä éîãî îñíîâè.

9. Çíàéòè ðîáîòó, ÿêó ñëiä çàòðàòèòè íà âèêà÷óâàííÿ âîäè ç ïîñóäèíè, ùî

ìà¹ ôîðìó êðóãîâîãî ïiâöèëiíäðà çàâäîâæêè a òà ðàäióñîì r.

10. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî ïðÿìié ïiä äi¹þ ñèëè, ïðîïîðöiéíî¨

âiäñòàíi òî÷êè âiä ïî÷àòêó ðóõó. Âèçíà÷èòè ðîáîòó öi¹¨ ñèëè ïî ïåðåìiùåííþ
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òî÷êè íà âiäñòàíü 15ì âiä ïî÷àòêó ðóõó, ÿêùî íà âiäñòàíi 3ì ñèëà äîðiâíþ¹

1Í.

11. Çíàéòè ðîáîòó, ÿêó òðåáà âèêîíàòè, ùîá íàñèïàòè êóïó ïiñêó êîíi÷íî¨

ôîðìè ç ðàäióñîì îñíîâè r i âèñîòîþ h. Ïèòîìó âàãó ïiñêó ââàæàòè ðiâíîþ

γ.

12. Çíàéòè ðîáîòó, ÿêó òðåáà âèêîíàòè, ùîá âèëèòè âîäó ç ðåçåðâóàðà,

ÿêèé ìà¹ ôîðìó êîíóñà ðàäióñà r i âèñîòîþ h. Âåðøèíà êîíóñà ðîçìiùåíà

âãîði.

13. Çíàéòè ðîáîòó, ÿêó òðåáà âèêîíàòè, ùîá âèêà÷àòè âîäó ç êàçàíà, ÿêèé

ìà¹ ôîðìó ïàðàáîëî¨äà îáåðòàííÿ ç ðàäióñîì îñíîâè r i âèñîòîþ h.

14. Åëåêòðè÷íèé çàðÿä q1, âìiùåíèé ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, âiäøòîâõó¹

çàðÿä q2 iç òî÷êè (a; 0) â òî÷êó (b; 0). Çíàéòè ðîáîòó ñèëè âiäøòîâõóâàííÿ

F.

15. Âîäîïðîâiäíà òðóáà ìà¹ äiàìåòð 6ñì. Îäèí êiíåöü ¨¨ ç'¹äíàíèé iç áà-

êîì, â ÿêîìó ðiâåíü âîäè íà 100ñì âèùèé çà âåðõíié êðàé òðóáè, à äðóãèé

çàêðèòèé çàñëiíêîþ. Çíàéòè ïîâíèé òèñê âîäè íà çàñëiíêó.

16. Çíàéòè òèñê íà ïiâêðóã ðàäióñà r, çàíóðåíèé ó ðiäèíó òàê, ùî äiàìåòð

ëåæèòü íà ïîâåðõíi ðiäèíè. Ïèòîìà âàãà ðiäèíè ðiâíà γ.

17. Îäíîðiäíå òiëî ó ôîðìi ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëiíäðà ç âèñîòîþ h i

ðàäióñîì îñíîâè R îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ñâî¹¨ îñi iç ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäêi-

ñòþ ω. Çíàéòè êiíåòè÷íó åíåðãiþ òiëà, ÿêùî ãóñòèíà ìàòåðiàëó, ç ÿêîãî âîíî

âèãîòîâëåíå, äîðiâíþ¹ ϱ.

18. Ç ÿêîþ ñèëîþ îäíîðiäíèé ñòåðæåíü 0 ⩽ x ⩽ l ç ëiíiéíîþ ãóñòèíîþ ϱ

ïðèòÿãó¹ ìàòåðiàëüíó òî÷êó P (a), a > l, ìàñîþ m?

19. Çà ÿêèé ÷àñ âîäà âèòå÷å ç êîíi÷íî¨ ëiéêè, âèñîòà ÿêî¨ H = 50ñì, ðàäióñ

âåðõíüî¨ îñíîâè R = 5ñì i ðàäióñ íèæíüî¨ îñíîâè r = 0, 2ñì.

20. Ó äíi öèëiíäðè÷íî¨ ïîñóäèíè ç ïëîùåþ îñíîâè 100ñì2 i âèñîòîþ 30ñì

¹ îòâið. Îá÷èñëèòè ïëîùó öüîãî îòâîðó, ÿêùî âiäîìî, ùî âîäà ç ïîñóäèíè

âèëèâà¹òüñÿ çà 2õâ.
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Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

2.7. Îñêiëüêè äóãà êðèâî¨ ¹ îäíîðiäíîþ, òî ââàæà¹ìî, ùî ϱ = 1. Òîäi

äîâæèíà, à îòæå, i ìàñà çàäàíî¨ êðèâî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

L =

2π∫
0

√
a2(1 + cosφ)2 + a2 sin2 φdφ = a

2π∫
0

√
2(1 + cosφ)dφ =

= 2a

2π∫
0

∣∣∣ cos φ
2

∣∣∣dφ = 2a
( π∫

0

cos
φ

2
dφ−

2π∫
π

cos
φ

2
dφ
)
=

= 2a
(
2 sin

φ

2

∣∣∣π
0
− 2 sin

φ

2

∣∣∣2π
π

)
= 8a.

Âðàõóâàâøè, ùî

x = a(1 + cosφ) cosφ, y = a(1 + cosφ) sinφ,

îòðèìà¹ìî

Mx = a2
2π∫
0

(1+cosφ) sinφ
√

2(1 + cosφ)dφ = 2a2
2π∫
0

(1+cosφ) sinφ| cos φ
2
| dφ =

= 8a2
2π∫
0

cos3
φ

2
sin

φ

2
| cos φ

2
| dφ = 8a2

( π∫
0

cos4
φ

2
sin

φ

2
dφ−

2π∫
π

cos4
φ

2
sin

φ

2
dφ
)
=

= 16a2
(
−

π∫
0

cos4
φ

2
d
(
cos

φ

2

)
+

2π∫
π

cos4
φ

2
d
(
cos

φ

2

))
=

= 16a2
(
−

cos5 φ
2

5

∣∣∣π
0
+

cos5 φ
2

5

∣∣∣2π
π

)
= 0.

My = a2
2π∫
0

(1 + cosφ) cosφ
√
2(1 + cosφ)dφ =

= 4a2
2π∫
0

cos2
φ

2
cosφ| cos φ

2
| dφ = 4a2

2π∫
0

(
cos2

φ

2
− 2 cos2

φ

2
sin2

φ

2

)
| cos φ

2
| dφ =

= 4a2
( π∫

0

(
cos3

φ

2
− 2 cos3

φ

2
sin2

φ

2

)
dφ−

2π∫
π

(
cos3

φ

2
− 2 cos3

φ

2
sin2

φ

2

)
dφ
)
=
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= 8a2
( π∫

0

(
2 sin4

φ

2
−3 sin2

φ

2
+1
)
d
(
sin

φ

2

)
−

2π∫
π

(
2 sin4

φ

2
−3 sin2

φ

2
+1
)
d
(
sin

φ

2

))
=

= 8a2
((2 sin5 φ

2

5
− sin3

φ

2
+ sin

φ

2

)∣∣∣π
0
−
(2 sin5 φ

2

5
− sin3

φ

2
+ sin

φ

2

)∣∣∣2π
π

)
=

32

5
a2.

Òîäi

ξ =
My

L
=

32
5 a

2

8a
=

4

5
a, η =

Mx

L
=

0

8a
= 0.

Îòæå, C
(4
5
a; 0
)
� öåíòð ìàñ çàäàíî¨ îäíîðiäíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ êðèâî¨. ▶

4.2. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ïëîùó îäíîðiäíî¨ ïëîñêî¨ ôiãóðè, ââàæàþ÷è

ϱ = 1. Òîäi

S =

π
2∫

−π
2

cosx dx = sinx
∣∣∣π2
−π

2

= 2 (êâ. îä.).

Ñòàòè÷íi ìîìåíòè ïëîñêî¨ ôiãóðè âiäíîñíî îñåé êîîðäèíàò îá÷èñëþ¹ìî çà

ôîðìóëàìè:

Mx =
1

2

π
2∫

−π
2

cos2 x dx =
1

2

π
2∫

0

(1 + cos 2x) dx =
1

2

(
x+

sin 2x

2

)∣∣∣π2
0
=
π

4
,

My =

π
2∫

−π
2

x cosx dx = 0.

Òîäi

ξ =
My

S
= 0, η =

Mx

S
=
π

8
.

Îòæå, C
(
0;
π

8

)
� öåíòð ìàñ çàäàíî¨ ïëîñêî¨ ôiãóðè. ▶

5. Äëÿ îá÷èñëåííÿ îá'¹ìó òà ïëîùi ïîâåðõíi òîðà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè

îáåðòàííi êîëà (x−a)2+(y−b)2 = r2 íàâêîëî îñåé Ox òà Oy, ñêîðèñòà¹ìîñü

íàâåäåíèìè òåîðåìàìè Ãóëüäiíà.

Öåíòð ìàñ êîëà (x − a)2 + (y − b)2 = r2 i êðóãà (x − a)2 + (y − b)2 ⩽ r2

ìiñòèòüñÿ â òî÷öi (a; b). ßêùî êîëî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi Ox, òî öåíòð ìàñ

îïèñó¹ êîëî ðàäióñà b, ÿêùî êîëî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi Oy, òî öåíòð ìàñ
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îïèñó¹ êîëî ðàäióñà a. Äîâæèíè âiäïîâiäíèõ óòâîðåíèõ êië áóäóòü ðiâíi 2πb

i 2πa.

Äîâæèíà êîëà (x − a)2 + (y − b)2 = r2 áóäå ðiâíà 2πr, à ïëîùà êðóãà

(x− a)2 + (y − b)2 ⩽ r2 � ðiâíà πr2.

Òîäi çà ïåðøîþ òåîðåìîþ Ãóëüäiíà ïëîùà ïîâåðõíi òîðà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ

ïðè îáåðòàííi êîëà (x− a)2 + (y− b)2 = r2 íàâêîëî îñi Ox, ðiâíà 2πb · 2πr =

4π2br, íàâêîëî îñi Oy � 4π2ar.

Çà äðóãîþ òåîðåìîþ Ãóëüäiíà îá'¹ì òîðà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi

êðóãà (x − a)2 + (y − b)2 ⩽ r2 íàâêîëî îñi Ox, ðiâíèé 2πb · πr2 = 2π2r2b,

íàâêîëî îñi Oy � 2π2r2a. ▶

18. Âiäïîâiäíî äî çàêîíó Íüþòîíà äiëÿíêà ñòåðæíÿ [xi, xi+1], i = 0, n− 1,

ç ìàñîþ ϱ∆xi, ∆xi = xi+1 − xi, ïðèòÿãó¹ ìàòåðiàëüíó òî÷êó P iç ñèëîþ

∆Fi = −k mϱ∆xi
(a− ci)2

, äå k � êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi (ãðàâiòàöiéíà ñòàëà),

ci ∈ [xi;xi+1]. Òîäi øóêàíà ñèëà F âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

F = lim
max

i
∆xi→0

n−1∑
i=0

∆Fi,

òîáòî

F = −kmϱ
l∫

0

dx

(a− x)2
= − kmϱ

a− x

∣∣∣l
0
=
kmϱ

a
− kmϱ

a− l
= − kmϱl

a(a− l)
. ▶

Iíäèâiäóàëüíi çàâäàííÿ äî ðîçäiëó II

1. Çíàéòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ Íüþòîíà-Ëåéáíiöà:

1)

2∫
0

sin2 x dx, 2)

1∫
0

(ex − 1)4ex dx, 3)

e2∫
e

dx

x lnx
,

4)

e3∫
1

dx

x
√
1 + ln x

, 5)

4∫
3

dx

x2 − 3x+ 2
, 6)

π
4∫

0

cos3 x dx,

7)

2∫
1

dx

x2 + 4x+ 5
, 8)

2∫
1

dx√
x2 + 4x+ 5

, 9)

1∫
−1

4xe2x dx,
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10)

2∫
0

3x+2 dx, 11)

6∫
2

√
x− 2 dx, 12)

π2

4∫
π2

36

sin
√
x√

x
dx,

13)

2∫
1

√
x+ 3 dx, 14)

π2

9∫
0

cos
√
x√

x
dx, 15)

2∫
1

x3 + x22x + 1

x2
dx,

16)

π
6∫

π
2

ctg 3x dx, 17)

1∫
0

x3 dx

x8 + 1
, 18)

2∫
−2

e2x+4 dx,

19)

π
6∫

π
12

sin 3x dx, 20)

2
π∫

1
π

sin 1
x

x2
dx, 21)

π
2∫

−π
2

sinx dx

1 + cos x
,

22)

1∫
−1

x2 dx

x2 + 1
, 23)

2∫
−2

e3x+4 dx, 24)

−3∫
0

dx√
3x+ 25

,

25)

−2∫
−3

dx

9 + (x− 2)2
, 26)

π
2∫

0

sin3 x dx, 27)

π
4∫

0

cos2 x dx,

28)

e∫
1

sin(lnx)

x
dx, 29)

−1∫
−2

dx

(5x+ 11)3
, 30)

0∫
−1

√
2− 3x dx.

2. Çíàéòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ìåòîäîì çàìiíè çìiííî¨:

1)

2∫
0

√
4− x2 dx, 2)

2∫
0

dx√
(4 + x2)3

, 3)

√
3∫

0

x4 dx√
(1− x2)3

,

4)

5
2∫

0

x2 dx√
25− x2

, 5)

4∫
2

√
x2 − 4

x4
dx, 6)

1
√
2∫

0

dx

(1− x2)
√
1− x2

,

7)

1∫
0

x2 dx√
4− x2

, 8)

3
2∫

0

x2 dx√
9− x2

, 9)

3∫
−3

x2 dx√
x2 + 9

,

10)

√
3∫

1

√
1 + x2

x2
dx, 11)

6∫
3

dx

x2
√
x2 − 9

, 12)

2∫
√
2

dx

x5
√
x2 − 1

,

13)

2∫
1

√
1 + x2

x4
dx, 14)

1∫
0

√
(1− x2)3 dx, 15)

6∫
3

√
x2 − 9 dx,

16)

2∫
1

dx

x3
√
x2 − 1

, 17)

1
2∫

0

dx√
10− x2

, 18)

3∫
0

dx√
(9 + x2)3

,

19)

√
6∫

√
6

2

√
6− x2

5x2
dx, 20)

2∫
0

x
√
4 + x2 dx, 21)

5∫
5√
3

√
25 + x2

x2
dx,
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22)

2∫
1

√
x2 − 1

x
dx, 23)

3∫
0

√
9− x2 dx, 24)

5∫
−5

√
25 + x2

x4
dx,

25)

1∫
−1

x2 dx√
1 + x2

, 26)

2∫
1

√
x2 − 1 dx, 27)

5∫
0

√
x2 + 25 dx,

28)

1
2∫

0

x2 dx√
1− x2

, 29)

√
3∫

0

x5
√
1 + x2 dx, 30)

1∫
√
2

2

√
1− x2

x2
dx.

3. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

e2+1∫
e+1

1 + ln(1 + x)

x− 1
dx, 2)

√
8∫

√
3

dx

x
√
x2 + 1

, 3)

1∫
0

x2 + 1

(x3 + 3x+ 1)2
dx,

4)

e∫
1

1 + ln x

x
dx, 5)

1∫
0

4 arctg x− x

1 + x2
dx, 6)

2∫
√
2

dx

x
√
x2 − 1

,

7)

2∫
0

x3

x2 + 4
dx, 8)

e∫
1

x2 + lnx2

x
dx, 9)

2π∫
π

x+ cosx

x2 + 2 sinx
dx,

10)

1∫
0

x dx√
x4 + x2 + 1

, 11)

π
4∫

0

2 cosx+ 3 sinx

(2 sinx− 3 cosx)3
dx, 12)

1∫
0

x3 dx

(x2 + 1)2
dx,

13)

1
2∫

0

8x− arctg 2x

1 + 4x2
dx, 14)

π
4∫

1

tg x ln cosx dx, 15)

4∫
1

1
2
√
x
+ 1(√

x+ x
)2 dx,

16)

0∫
−1

tg(x+ 1)

cos2(x+ 1)
dx, 17)

1∫
0

x dx

x4 + 1
, 18)

1√
2∫

0

(arccosx)3 − 1√
1− x2

dx,

19)

√
8∫

√
3

x+ 1
x√

x2 + 1
dx, 20)

2π∫
π

1− cosx

(x− sinx)2
dx, 21)

√
8∫

√
3

x− 1
x√

x2 + 1
dx,

22)

π
4∫

0

sinx− cosx

(sinx+ cosx)5
dx, 23)

√
3∫

0

x+ arctg x

1 + x2
dx, 24)

π
2∫

π
4

sinx+ x cosx

(x sinx)2
dx,

25)

√
3∫

0

x− arctg4 x

1 + x2
dx, 26)

1∫
0

x3 + x

x4 + 1
dx, 27)

1∫
0

x3 dx

x2 + 1
,

28)

√
3∫

√
2

x dx√
x4 − x2 − 1

, 29)

sin 1∫
0

arcsin2 x+ 1√
x2 − 1

dx, 30)

9∫
2

x dx
3
√
x− 1

.

4. Çíàéòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:
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1)

0∫
−2

(x2−5x+6) cos 2x dx, 2)

0∫
−3

(x2+6x+9) sin 2x dx, 3)

0∫
−2

(x2 − 4) cos 3x dx,

4)

π
4∫

0

(x2 + 5x) sin 2x dx, 5)

0∫
−1

(x2 + 4x+ 3) cosx dx, 6)

π
2∫

0

(1− 5x2) sinx dx,

7)

0∫
−2

(x+ 2)2 cos 3x dx, 8)

3∫
π
4

(3x− x2) sin 2x dx, 9)

0∫
−4

(x2 + 7x+ 12) cosx dx,

10)

2∫
1

x ln2 x dx, 11)

π∫
0

(2x2+4x+7) cos 2x dx, 12)

e2∫
1

ln2 x dx√
x

,

13)

π∫
0

(9x2+9x+11) cos 3x dx, 14)

8∫
1

ln2 x dx
3
√
x2

, 15)

π∫
0

(8x2+16x+17) cos 4xdx,

16)

1∫
0

(x+ 1) ln2(x+ 1) dx, 17)

2π∫
0

(3x2 + 5) cos 2x dx, 18)

3∫
2

(x− 1)3 ln2(x− 1) dx,

19)

2π∫
0

(2x2 − 15) cos 3x dx, 20)

0∫
−1

(x+ 2)3 ln2(x+ 2) dx, 21)

2π∫
0

(3− 7x2) cos 2x dx,

22)

2∫
0

(x+ 1)3 ln2(x+ 1) dx, 23)

2π∫
0

(1− 8x2) cos 4x dx, 24)

e∫
1

√
x ln2 x dx,

25)

0∫
−1

(x2+2x+1) sin 3x dx, 26)

1∫
−1

x2e−
x
2 dx, 27)

3∫
0

(x2 − 3x) sin 2x dx,

28)

1∫
0

x2e3x dx, 29)

π∫
0

(x2−3x+2) sinx dx, 30)

0∫
−2

(x2 + 2)e
x
2 dx.

5. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë:

1)

2 arctg 2∫
π
2

dx

sin2 x(1− cosx)
, 2)

0∫
− 2π

3

cosx dx

1 + cos x− sinx
, 3)

π
2∫

0

cosx dx

2 + cos x
,

4)

0∫
−π

2

cosx dx

(1 + cos x− sinx)2
, 5)

2 arctg 2∫
π
2

dx

sin2 x(1 + cos x)
, 6)

π
2∫

0

cosx dx

(1 + cos x+ sinx)2
,

7)

π
2∫

2 arctg 1
2

cosx dx

(1− cosx)3
, 8)

2 arctg 1
2∫

0

1− sinx

cosx(1 + cos x)
dx, 9)

π
2∫

0

cosx− sinx

(1 + sin x)2
dx,

10)

π
2∫

0

sinx dx

(1 + sin x)2
, 11)

2 arctg 3∫
2 arctg 2

dx

cosx(1− cosx)
, 12)

π
2∫

0

sinx dx

(1 + cos x+ sinx)2
,
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13)

2 arctg 1
2∫

2 arctg 1
3

dx

sinx(1− sinx)
, 14)

0∫
−π

2

sinx dx

(1 + cos x− sinx)2
, 15)

π
2∫

2 arctg 1
2

dx

(1 + sin x− cosx)2
,

16)

0∫
− 2π

3

cos2 x dx

(1 + cos x− sinx)2
, 17)

π
2∫

0

cosx dx

5 + 4 cosx
, 18)

π
2∫

0

sin2 x dx

(1 + cos x+ sinx)2
,

19)

2π
3∫

0

1 + sin x

1 + sin x+ cosx
dx, 20)

2π
3∫

0

cos2 x dx

(1 + cos x+ sinx)2
, 21)

π
2∫

π
3

cosx dx

1 + sin x− cosx
,

22)

2 arctg 2∫
π
2

dx

sinx(1 + sin x)
, 23)

π
2∫

0

sinx dx

1 + cos x+ sinx
, 24)

π
2∫

0

sinx dx

2 + sin x
,

25)

π
2∫

0

1 + cos x

1 + cos x+ sinx
dx, 26)

π
2∫

0

dx

(1 + sin x+ cosx)2
, 27)

2 arctg 1
2∫

0

1 + sin x

(1− sinx)2
dx,

28)

π
4∫

0

dx

cosx(1 + cos x)
, 29)

2∫
0

cosx dx

1 + sin x+ cosx
, 30)

π
2∫

0

sinx dx

5 + 3 sinx
.

6. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

arctg 3∫
π
4

dx

(3 tg x+ 5) sin 2x
, 2)

π
4∫

0

7 + 3 tg x

(sinx+ 2 cosx)2
dx,

3)

π
4∫

arccos 4√
17

2 ctg x+ 1

(2 sinx+ cosx)2
dx, 4)

arcsin 3√
10∫

arcsin 2√
5

2 tg x+ 5

(5− tg x) sin 2x
dx,

5)

arccos 1√
7∫

0

3 + 2 tg x

2 sin2 x+ 3 cos2 x− 1
dx, 6)

0∫
− arccos 1√

10

3 tg2 x− 50

2 tg x+ 7
dx,

7)

arctg 3∫
π
4

4 tg x− 5

1− sin 2x+ cos2 x
dx, 8)

π
4∫

0

5 tg x+ 2

2 sin 2x+ 5
dx,

9)

arctg 1
3∫

0

8 + tg x

18 sin2 x+ 2 cos2 x
dx, 10)

arcsin 2√
5∫

π
4

4 tg x− 5

4 cos2 x− sin 2x+ 1
dx,

11)

arccos
√

2
3∫

0

2 + tg x

sin2 x+ 2 cos2 x− 3
dx, 12)

arcsin
√

7
8∫

0

6 sin2 x

4 + 3 cos 2x
dx,

13)

π
4∫

arccos 1√
37

6 tg x

3 sin 2x+ 5 cos2 x
dx, 14)

0∫
− arccos 1√

5

11− 3 tg x

tg x+ 3
dx,
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15)

π
4∫

0

2 tg2 x− 11 tg x− 22

4− tg x
dx, 16)

arcsin 3√
10∫

0

2 tg x− 5

(4 cosx− sinx)2
dx,

17)

0∫
− arctg 1

3

3 tg x+ 1

2 sin 2x− 5 cos 2x+ 1
dx, 18)

arccos 1√
26∫

π
4

36

(6− tg x) sin 2x
dx,

19)

arctg 3∫
π
4

1 + ctg x

(sinx+ 2 cosx)2
dx, 20)

π
4∫

0

4− 7 tg x

2 + 3 tg x
dx,

21)

arccos 1√
3∫

π
4

tg x

sin2 x− 5 cos2 x+ 4
dx, 22)

π
4∫

− arcsin 2√
5

2− tg x

(3 cosx+ sinx)2
dx,

23)

π
4∫

0

6 sin2 x

3 cos 2x− 4
dx, 24)

arcsin
√

2
3∫

π
4

8 tg x

3 cos2 x+ 8 sin2 x− 7
dx,

25)

arctg 3∫
0

4 + tg x

2 sin2 x+ 18 cos2 x
dx, 26)

arccos 1√
26∫

arccos 1√
10

12

(6 + 5 tg x) sin 2x
dx,

27)

arctg 2∫
0

12 + tg x

3 sin2 x+ 12 cos2 x
dx, 28)

π
3∫

0

tg2 x

4 + 3 cos 2x
dx,

29)

arctg 2
3∫

0

6 + tg x

9 sin2 x+ 4 cos2 x− 7
dx, 30)

arccos 1√
6∫

0

3 tg2 x− 1

tg2 x+ 5
dx.

7. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

1∫
0

4
√
1−x−

√
3x+1

(
√
3x+1+4

√
1−x)(3x+1)2

dx, 2)

8∫
2

√
3− 2x

2x− 7
dx,

3)

64∫
1

1− 6
√
x+ 2 3

√
x

x+ 2
√
x3 +

3
√
x4
dx, 4)

7∫
0

√
x+ 25

(x+ 25)2
√
x+ 1

dx,

5)

− 7
8∫

− 14
15

6
√
x+ 2

(x+ 2)2
√
x+ 1

dx, 6)

2∫
0

4
√
2−x−

√
3x+2

(
√
3x+2+4

√
2−x)(3x+2)2

dx,

7)

9∫
6

√
9− 2x

2x− 21
dx, 8)

2∫
0

e

√
2−x
2+x

dx

(2 + x)
√
4− x2

,

9)

5∫
0

e

√
5−x
5+x

dx

(1 + x)
√
25− x2

, 10)

5∫
3

√
2− x

x− 6
dx,
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11)

12∫
8

√
6− x

x− 14
dx, 12)

1
3∫

1
24

5
√
x+ 1

(x+ 1)2
√
x
dx,

13)

1∫
0

e

√
1−x
1+x

dx

(1 + x)
√
1− x2

, 14)

15∫
9

√
6− x

x− 18
dx,

15)

10
3∫

5
2

√
x+2+

√
x−2

(
√
x+2−

√
x−2)(x−2)2

dx, 16)

1∫
0

4
√
1−x−

√
2x+1

(
√
2x+1+4

√
1−x)(2x+1)2

dx,

17)

8∫
1

5
√
x+ 24

(x+ 24)2
√
x
dx, 18)

64∫
1

2 + 3
√
x

(
6
√
x3 + 2 3

√
x+

√
x)
√
x
dx,

19)

2∫
1

x+
√
3x− 2− 10√

3x− 2 + 7
dx, 20)

4
3∫

16
15

4
√
x

x2
√
x− 1

dx,

21)

2∫
1

√
4− x

x− 13
dx, 22)

6∫
0

e

√
6−x
6+x

dx

(6 + x)
√
36− x2

dx,

23)

2∫
0

4
√
2−x−

√
2x+2

(
√
2x+2+4

√
2−x)(2x+2)2

dx, 24)

64∫
1

6−
√
x+ 4

√
x√

x3 − 7x− 6
4
√
x3
dx,

25)

0∫
− 1

2

x dx

2 +
√
2x+ 1

, 26)

1∫
0

4
√
1− x−

√
x+ 1

(
√
x+ 1 + 4

√
1− x)(x+ 1)2

dx,

27)

4∫
0

e

√
4−x
4+x

dx

(4 + x)
√
16− x2

, 28)

3∫
0

e

√
3−x
3+x

dx

(3 + x)
√
9− x2

,

29)

1∫
1
8

15
√
x+ 3

(x+ 3)2
√
x
dx, 30)

2∫
0

4
√
2− x−

√
x+ 2

(
√
x+ 2 + 4

√
2− x)(x+ 2)2

dx.

8. Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1)

π∫
π
2

sin8 x dx, 2)

π∫
0

sin6 x

2
cos2

x

2
dx, 3)

π∫
0

sin6 x cos2 x dx,

4)

0∫
−π

2

sin4 x cos4 x dx, 5)

2π∫
0

sin4 x cos4 x dx, 6)

π∫
π
2

sin2 x cos6 x dx,

7)

2π∫
0

sin2 x

4
cos6

x

4
dx, 8)

π∫
0

cos8 x dx, 9)

π∫
0

cos8
x

2
dx,

10)

2π∫
0

sin8 x dx, 11)

0∫
−π

2

sin8 x dx, 12)

2π∫
0

sin6 x

4
cos2

x

4
dx,



Iíäèâiäóàëüíi çàâäàííÿ äî ðîçäiëó II 133

13)

π∫
π
2

sin6 x cos2 x dx, 14)

π∫
0

sin4 x

2
cos4

x

2
dx, 15)

π∫
0

sin4 x cos4 x dx,

16)

0∫
−π

2

sin2 x cos6 x dx, 17)

2π∫
0

sin2 x cos6 x dx, 18)

π∫
π
2

cos8 x dx,

19)

2π∫
0

cos8
x

4
dx, 20)

π∫
0

sin8 x dx, 21)

π∫
0

sin8 x

2
dx,

22)

2π∫
0

sin4 x

4
cos4

x

4
dx, 23)

0∫
−π

sin6 x cos2 x dx, 24)

π∫
0

sin2 x

2
cos6

x

2
dx,

25)

π∫
0

sin8 x

2
dx, 26)

2π∫
0

sin6 x cos2 x dx, 27)

π∫
0

sin2 x cos6 x dx,

28)

0∫
−π

2

cos8 x dx, 29)

2π∫
0

cos8 x dx, 30)

2π∫
0

sin4 3x cos4 3x dx.

9. Îá÷èñëèòè ïëîùi ôiãóð, ùî îáìåæåíi ãðàôiêàìè ôóíêöié:

1) y = (x− 2)3, y = 4x− 8, 2) y = x
√
9− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 3,

3) y = 4− x2, y = x2 − 2x, 4) y = sinx cos2 x, y = 0, 0 ⩽ x ⩽
π

2
,

5) y =
√
4− x2, y = 0, x = 0, x = 1, 6) y = x2

√
4− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 2,

7) y = cosx sin2 x, y = 0, 0 ⩽ x ⩽
π

2
, 8) y =

√
ex − 1, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 2,

9) y =
1

x
√
1 + ln x

, x = 1, x = e3, 10) y = arccosx, y = 0, x = 0,

11) y = (x+ 1)2, y2 = x+ 1, 12) y = 2x− x2 + 3, y = x2 − 4x+ 3,

13) y = x
√
36− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 6, 14) x = arccos y, y = 0, x = 0,

15) y = x arctg x, y = 0, x =
√
3, 16) y = x2

√
8− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 2

√
2,

17) x =
√
ey − 1, x = 0, y = ln 2, 18) y = x

√
4− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 2,

19) y =
x

1 +
√
x
, y = 0, x = 1, 20) y=

1

1+cosx
, y = 0, x =

π

2
, x = −π

2
,

21) x = (y − 2)2, x = 4y − 8, 22) y = cos5 x sin 2x, y = 0, 0 ⩽ x ⩽
π

2
,

23) y =
x

(x2 + 1)2
, y = 0, x = 1, 24) x = 4− y2, x = y2 − 2y,

25) x =
1

y
√
1 + ln y

, x = 0, y = 1, 26) y =
e

1
x

x2
, y = 0, x = 2, x = 1,

27) y = x2
√
16− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 4, 28) x =

√
4− y2, x = 0, y = 0, y = 1,
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29) y = (x− 1)2, y2 = x− 1, 30) y = x2 cosx, y = 0, 0 ⩽ x ⩽
π

2
.

10. Îá÷èñëèòè ïëîùi ôiãóð, îáìåæåíèõ çàäàíèìè ëiíiÿìè:

1)

x = 4
√
2 cos3 t,

y = 2
√
2 sin3 t,

x = 2, (x ⩾ 2),

2)

x = 32 cos3 t,

y = sin3 t,

x = 4, (x ⩾ 4),

3)

 x =
√
2 cos t,

y = 2
√
2 sin t,

y = 2, (y ⩾ 2),

4)

x = 3 cos t,

y = 8 sin t,

y = 4, (y ⩾ 4),

5)

x = 4(t− sin t),

y = 4(1− cos t),

y = 4, (0 < x < 8π, y ⩾ 4),

6)

x = 6(t− sin t),

y = 6(1− cos t),

y = 6, (0 < x < 12π, y ⩾ 6),

7)

x = 16 cos3 t,

y = 2 sin3 t,

x = 2, (x ⩾ 2),

8)

x = 8 cos3 t,

y = 4 sin3 t,

x = 3
√
3, (x ⩾ 3

√
3),

9)

x = 2 cos t,

y = 6 sin t,

y = 3, (y ⩾ 3),

10)

x = 6 cos t,

y = 4 sin t,

y = 2
√
3, (y ⩾ 2

√
3),

11)

x = 2(t− sin t),

y = 2(1− cos t),

y = 3, (0 < x < 4π, y ⩾ 3),

12)

x = 10(t− sin t),

y = 10(1− cos t),

y = 15, (0 < x < 20π, y ⩾ 15),

13)

x = 16 cos3 t,

y = sin3 t,

x = 6
√
3, (x ⩾ 6

√
3),

14)

x = 2
√
2 cos3 t,

y =
√
24 sin3 t,

x = 1, (x ⩾ 1),

15)

x = 6 cos t,

y = 2 sin t,

y =
√
3, (y ⩾

√
3),

16)

 x =
√
2 cos t,

y = 4
√
2 sin t,

y = 4, (y ⩾ 4),

17)

x = 3(t− sin t),

y = 3(1− cos t),

y = 3, (0 < x < 6π, y ⩾ 3),

18)

x = t− sin t,

y = 1− cos t,

y = 1, (0 < x < 2π, y ⩾ 1),

19)

x = 8
√
2 cos3 t,

y =
√
2 sin3 t,

x = 4, (x ⩾ 4),

20)

x = 8 cos3 t,

y = 8 sin3 t,

x = 1, (x ⩾ 1),
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21)

x = 2
√
2 cos t,

y = 3
√
2 sin t,

y = 3, (y ⩾ 3),

22)

x = 9 cos t,

y = 4 sin t,

y = 2, (y ⩾ 2),

23)

x = 6(t− sin t),

y = 6(1− cos t),

y = 9, (0 < x < 12π, y ⩾ 9),

24)

x = 8(t− sin t),

y = 8(1− cos t),

y = 12, (0 < x < 16π, y ⩾ 12),

25)

x = 24 cos3 t,

y = 2 sin3 t,

x = 9
√
3, (x ⩾ 9

√
3),

26)

x = 2
√
2 cos t,

y = 5
√
2 sin t,

y = 5, (y ⩾ 5),

27)

x = 3 cos t,

y = 8 sin t,

y = 4
√
3, (y ⩾ 4

√
3),

28)

x = 4(t− sin t),

y = 4(1− cos t),

y = 6, (0 < x < 8π, y ⩾ 6),

29)

x = 2(t− sin t),

y = 2(1− cos t),

y = 2, (0 < x < 4π, y ⩾ 2),

30)

x = 32 cos3 t,

y = 3 sin3 t,

x = 12
√
3, (x ⩾ 12

√
3).

11. Îá÷èñëèòè ïëîùi ôiãóð, îáìåæåíèõ ëiíiÿìè, ùî çàäàíi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ:

1) r = 4 cos 3φ, r = 2, (r ⩾ 2), 2) r = cos 2φ,

3) r =
√
3 cos 3φ, r = sinφ,

(
0 ⩽ φ ⩽

π

2

)
, 4) r = 4 sin 3φ, r = 2, (r ⩾ 2),

5) r = 2 cosφ, r = 2
√
3 sinφ,

(
0 ⩽ φ ⩽

π

2

)
, 6) r = sin 3φ,

7) r = 6 sin 3φ, r = 3, (r ⩾ 3), 8) r = cos 3φ,

9) r = cosφ, r =
√
2 cos

(
φ− π

4

)
,
(
− π

4
⩽ φ ⩽

π

2

)
, 10) r = 1 +

√
2 cosφ,

11) r = 6 cos 3φ, r = 3, (r ⩾ 3), 12) r =
1

2
+ sinφ,

13) r = cosφ, r = sinφ,
(
0 ⩽ φ ⩽

π

2

)
, 14) r = cosφ, r = 2 cosφ,

15) r = sinφ, r =
√
2 cos

(
φ− π

4

)
,
(
0 ⩽ φ ⩽

3π

4

)
, 16) r = sinφ, r = 2 sinφ,

17) r =
1

2
+ cosφ, 18) r = 1 +

√
2 sinφ,

19) r =
5

2
sinφ, r =

3

2
sinφ, 20) r =

3

2
cosφ, r =

5

2
cosφ,

21) r = 4 cos 4φ, 22) r = sin 6φ,

23) r = 2 cosφ, r = 3 cosφ, 24) r = cosφ+ sinφ,

25) r = 2 sin 4φ, 26) r = 2 cos 6φ,
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27) r = cosφ− sinφ, 28) r = 3 sinφ, r = 5 sinφ,

29) r = 2 sinφ, r = 4 sinφ, 30) r = 6 sinφ, r = 4 sinφ.

12. Îá÷èñëèòè äîâæèíè äóã êðèâèõ, çàäàíèõ ðiâíÿííÿìè â ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êî-

îðäèíàò:

1) y = lnx,
√
3 ⩽ x ⩽

√
15, 2) y =

x2

4
− lnx

2
, 1 ⩽ x ⩽ 2,

3) y =
√
1− x2 + arcsinx, 0 ⩽ x ⩽

7

9
, 4) y = ln

5

2x
,

√
3 ⩽ x ⩽

√
8,

5) y = − ln cosx, 0 ⩽ x ⩽
π

6
, 6) y = ex + 6, ln

√
8 ⩽ x ⩽ ln

√
15,

7) y = ln(x2 − 1), 2 ⩽ x ⩽ 3, 8) y = 2 + arcsin
√
x+

√
x− x2,

1

4
⩽ x ⩽ 1,

9) y =
√
1− x2 + arccosx, 0 ⩽ x ⩽

8

9
, 10) y = ln(1− x2), 0 ⩽ x ⩽

1

4
,

11) y = 2 + chx, 0 ⩽ x ⩽ 1, 12) y = 1− ln cosx, 0 ⩽ x ⩽
π

6
,

13) y = ex + 13, ln
√
15 ⩽ x ⩽ ln

√
24, 14) y = − arccos

√
x+

√
x− x2, 0 ⩽ x ⩽

1

4
,

15) y = 2− ex, ln
√
3 ⩽ x ⩽ ln

√
8, 16) y = arcsin

√
x−

√
1− x2, 0 ⩽ x ⩽

15

16
,

17) y = 1− ln sinx,
π

3
⩽ x ⩽

π

2
, 18) y =

√
x− x2 − arccos

√
x+ 5,

1

9
⩽ x ⩽ 1,

19) y = 1− ln(x2 − 1), 3 ⩽ x ⩽ 4, 20) y = − arccosx+
√
1− x2 + 1, 0 ⩽ x ⩽

9

16
,

21) y = ln sin x,
π

3
⩽ x ⩽

π

2
, 22) y = ln 7− lnx,

√
3 ⩽ x ⩽

√
8,

23) y = 3 + chx, 0 ⩽ x ⩽ 1, 24) y = 1 + arcsinx−
√
1− x2, 0 ⩽ x ⩽

3

4
,

25) y = ln cos x+ 2, 0 ⩽ x ⩽
π

6
, 26) y = 26 + ex, ln

√
8 ⩽ x ⩽ ln

√
24,

27) y =
ex + e−x

2
+ 3, 0 ⩽ x ⩽ 2, 28) y = arccos

√
x−

√
x− x2 + 4, 0 ⩽ x ⩽

1

4
,

29) y =
e2x + e−2x + 3

4
, 0 ⩽ x ⩽ 2, 30) y = ex + e, ln

√
3 ⩽ x ⩽ ln

√
15.

13. Îá÷èñëèòè äîâæèíè äóã êðèâèõ, çàäàíèõ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè:

1)

x = 5(t− sin t),

y = 5(1− cos t),
0 ⩽ t ⩽ π, 2)

x = 3(2 cos t− cos 2t),

y = 3(2 sin t− sin 2t),
0 ⩽ t ⩽ 2π,

3)

x = 4(cos t+ t sin t),

y = 4(sin t− t cos t),
0 ⩽ t ⩽ 2π, 4)

x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t,

y = (2− t2) cos t+ 2t sin t,
0 ⩽ t ⩽ π,

5)

x = 10 cos3 t,

y = 10 sin3 t,
0 ⩽ t ⩽

π

2
, 6)

x = et(cos t+ sin t),

y = et(cos t− sin t),
0 ⩽ t ⩽ π,
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7)

x = 3(t− sin t),

y = 3(1− cos t),
π ⩽ t ⩽ 2π, 8)

x = 1
2
cos t− 1

4
cos 2t,

y = 1
2
sin t− 1

4
sin 2t,

π

2
⩽ t ⩽

2π

3
,

9)

x = 3(cos t+ t sin t),

y = 3(sin t− t cos t),
0 ⩽ t ⩽

π

3
, 10)

x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t,

y = (2− t2) cos t+ 2t sin t,
0 ⩽ t ⩽

π

3
,

11)

x = 6 cos3 t,

y = 6 sin3 t,
0 ⩽ t ⩽

π

3
, 12)

x = et(cos t+ sin t),

y = et(cos t− sin t),

π

2
⩽ t ⩽ π,

13)

x = 5
2
(t− sin t),

y = 5
2
(1− cos t),

π

2
⩽ t ⩽ π, 14)

x = 7
2
(2 cos t− cos 2t),

y = 7
2
(2 sin t− sin 2t),

0 ⩽ t ⩽
π

2
,

15)

x = 6(cos t+ sin t),

y = 6(sin t− t cos t),
0 ⩽ t ⩽ π, 16)

x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t,

y = (2− t2) cos t+ 2t sin t,
0 ⩽ t ⩽

π

2
,

17)

x = 8 cos3 t,

y = 8 sin3 t,
0 ⩽ t ⩽

π

6
, 18)

x = et(cos t+ sin t),

y = et(cos t− sin t),
0 ⩽ t ⩽ 2π,

19)

x = 4(t− sin t),

y = 4(1− cos t),

π

2
⩽ t ⩽

2π

3
, 20)

x = 2(2 cos t− cos 2t),

y = 2(2 sin t− sin 2t),
0 ⩽ t ⩽

π

3
,

21)

x = 8(cos t+ t sin t),

y = 8(sin t− t cos t),
0 ⩽ t ⩽

π

4
, 22)

x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t,

y = (2− t2) cos t+ 2t sin t,
0 ⩽ t ⩽ 2π,

23)

x = 4 cos3 t,

y = 4 sin3 t,

π

6
⩽ t ⩽

π

4
, 24)

x = et(cos t+ sin t),

y = et(cos t− sin t),
0 ⩽ t ⩽

3π

2
,

25)

x = 2(t− sin t),

y = 2(1− cos t),
0 ⩽ t ⩽

π

2
, 26)

x = 4(2 cos t− cos 2t),

y = 4(2 sin t− sin 2t),
0 ⩽ t ⩽ π,

27)

x = 2(cos t+ t sin t),

y = 2(sin t− t cos t),
0 ⩽ t ⩽

π

2
, 28)

x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t,

y = (2− t2) cos t+ 2t sin t,
0 ⩽ t ⩽ 3π,

29)

x = 2 cos3 t,

y = 2 sin3 t,
0 ⩽ t ⩽

π

4
, 30)

x = et(cos t+ sin t),

y = et(cos t− sin t),

π

6
⩽ t ⩽

π

4
.

14. Îá÷èñëèòè äîâæèíè äóã êðèâèõ, çàäàíèõ â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò:

1) r = 3e
3φ
4 , −π

2
⩽ φ ⩽

π

2
, 2) r = 2e

4φ
3 , −π

2
⩽ φ ⩽

π

2
,

3) r =
√
2eφ, −π

2
⩽ φ ⩽

π

2
, 4) r = 5e

5φ
12 , −π

2
⩽ φ ⩽

π

2
,

5) r = 6e
12φ
5 , −π

2
⩽ φ ⩽

π

2
, 6) r = 3e

3φ
4 , 0 ⩽ φ ⩽

π

3
,

7) r = 4e
4φ
3 , 0 ⩽ φ ⩽

π

3
, 8) r =

√
2eφ, 0 ⩽ φ ⩽

π

3
,

9) r = 5e
5φ
12 , 0 ⩽ φ ⩽

π

3
, 10) r = 12e

12φ
5 , 0 ⩽ φ ⩽

π

3
,

11) r = 1− cosφ, −π
2
⩽ φ ⩽ −π

6
, 12) r = 2(1− cosφ), −π ⩽ φ ⩽ −π

2
,
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13) r = 3(1 + sinφ), −π
6
⩽ φ ⩽ 0, 14) r = 4(1− sinφ), 0 ⩽ φ ⩽

π

6
,

15) r = 5(1− cosφ), −π
3
⩽ φ ⩽ 0, 16) r = 6(1 + sinφ), −π

2
⩽ φ ⩽ 0,

17) r = 7(1− sinφ), −π
6
⩽ φ ⩽

π

6
, 18) r = 8(1− cosφ), −2π

3
⩽ φ ⩽ 0,

19) r = 2φ, 0 ⩽ φ ⩽
3π

4
, 20) r = 2φ, 0 ⩽ φ ⩽

4π

3
,

21) r = 2φ, 0 ⩽ φ ⩽
5π

12
, 22) r = 2φ, 0 ⩽ φ ⩽

12π

5
,

23) r = 4φ, 0 ⩽ φ ⩽
3π

4
, 24) r = 4φ, 0 ⩽ φ ⩽

4π

3
,

25) r = 5φ, 0 ⩽ φ ⩽
12π

5
, 26) r = 2 cosφ, 0 ⩽ φ ⩽

π

6
,

27) r = 8 cosφ, 0 ⩽ φ ⩽
π

4
, 28) r = 6 cosφ, 0 ⩽ φ ⩽

π

3
,

29) r = 2 sinφ, 0 ⩽ φ ⩽
π

6
, 30) r = 8 sinφ, 0 ⩽ φ ⩽

π

4
.

15. Îá÷èñëèòè îá'¹ìè òië, îáìåæåíèõ ïîâåðõíÿìè:

1)
x2

9
+ y2 = 1, z = y, z = 0, (y ⩾ 0), 2) z = x2 + 4y2, z = 2,

3)
x2

9
+
y2

4
− z2 = 1, z = 0, z = 3, 4)

x2

9
+
y2

4
− z2

36
= −1, z = 12,

5)
x2

9
+
y2

9
+
z2

4
= 1, z = 1, z = 0, 6) x2 + y2 = 9, z = y, z = 0, (y ⩾ 0),

7) z = x2 + 9y2, z = 3, 8)
x2

4
+ y2 − z2 = 1, z = 0, z = 3,

9)
x2

9
+
y2

9
− z2

64
= −1, z = 16, 10)

x2

16
+
y2

9
+
z2

16
= 1, z = 2, z = 0,

11)
x2

3
+
y2

4
= 1, z = y

√
3, z = 0, (y ⩾ 0), 12) z = 2x2 + 8y2, z = 4,

13)
x2

81
+
y2

25
− z2 = 1, z = 0, z = 2, 14)

x2

4
+
y2

9
− z2

36
= −1, z = 12,

15)
x2

16
+
y2

9
+
z2

36
= 1, z = 3, z = 0, 16)

x2

3
+
y2

16
= 1, z = y

√
3, z = 0, (y ⩾ 0),

17) z = x2 + 5y2, z = 5, 18)
x2

9
+
y2

4
− z2 = 1, z = 0, z = 4,

19)
x2

9
+
y2

25
− z2

100
= −1, z = 20, 20)

x2

16
+
y2

9
+
z2

64
= 1, z = 4, z = 0,

21)
x2

27
+
y2

25
= 1, z =

y√
3
, z = 0, (y ⩾ 0), 22) z = 4x2 + 9y2, z = 6,

23) x2 +
y2

4
− z2 = 1, z = 0, z = 3, 24)

x2

25
+
y2

9
− z2

100
= −1, z = 20,

25)
x2

16
+
y2

9
+

z2

100
= 1, z = 5, z = 0, 26)

x2

27
+ y2 = 1, z =

y√
3
, z = 0, (y ⩾ 0),

27) z = 2x2 + 18y2, z = 6, 28)
x2

25
+
y2

9
− z2 = 1, z = 0, z = 2,

29)
x2

16
+
y2

9
− z2

64
= −1, z = 16, 30)

x2

16
+
y2

9
+

z2

144
= 1, z = 6, z = 0.
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16. Îá÷èñëèòè îá'¹ìè òië, óòâîðåíèõ îáåðòàííÿì ôiãóð, ÿêi îáìåæåíi ãðàôiêàìè çà-

äàíèõ ôóíêöié. Ó âàðiàíòàõ 1-15 âiñü îáåðòàííÿ � Ox, ó âàðiàíòàõ 16-30 âiñü îáåðòàííÿ �

Oy.

1) y = −x2 + 5x− 6, y = 0, 2) 2x− x2 − y = 0, 2x2 − 4x+ y = 0,

3) y = 3 sin x, y = sinx, 0 ⩽ x ⩽ π, 4) y = 5 cos x, y = cosx, x = 0, x ⩾ 0,

5) y = sin2 x, x =
π

2
, 6) x = 3

√
y − 2, x = 1, y = 1,

7) y = xex, y = 0, x = 1, 8) y = 2x− x2, y = −x+ 2, x = 0,

9) y = 2x− x2, y = −x+ 2, 10) y = e1−x, y = 0, x = 0, x = 1,

11) y = x2, y2 − x = 0, 12) x2 + (y − 2)2 = 1,

13) y = 1− x2, x = 0, x =
√
y − 2, 14) y = x2, y = 1, x = 2,

15) y = x3, y =
√
x, 16) y = sin

πx

2
, y = x2,

17) y = arccos
x

3
, y = arccosx, y = 0, 18) y = arcsin

x

5
, y = arcsinx, y =

π

2
,

19) y = x2, x = 2, y = 0, 20) y = x2 + 1, y = x, x = 0, x = 1,

21) y =
√
x− 1, y = 0, y = 1, x =

1

2
, 22) y = lnx, x = 2, y = 0,

23) y = (x− 1)2, y = 1, 24) y2 = x− 2, y = 0, y = x3, y = 1,

25) y = x3, y = x2, 26) y = arccos
x

5
, y = arccos

x

3
, y = 0,

27) y = arcsinx, y = arccosx, y = 0, 28) y = x2 − 2x+ 1, x = 2, y = 0,

29) y = arccosx, y = arcsinx, x = 0, 30) y = (x− 1)2, x = 0, x = 1, y = 0.
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�3.1. Ïîíÿòòÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà äëÿ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà

íåñêií÷åííîñòi

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà â ïðîìiæêó [a; +∞) òà iíòåãðîâíà â

áóäü-ÿêié cêií÷åííié éîãî ÷àñòèíi [a;A], òîáòî ôóíêöiÿ F (A) =

A∫
a

f(x)dx

ìà¹ çìiñò äëÿ áóäü-ÿêîãî A > a.

ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
A→+∞

F (A) (ñêií÷åííà ÷è íåñêií÷åííà), òî ¨¨ íàçèâà-

þòü iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x) âiä a äî +∞, àáî íåâëàñíèì iíòåãðàëîì iç

íåñêií÷åííîþ âåðõíüîþ ìåæåþ iíòåãðóâàííÿ i ïîçíà÷àþòü

+∞∫
a

f(x)dx = lim
A→+∞

A∫
a

f(x)dx. (1)

Ó âèïàäêó, ÿêùî ãðàíèöÿ lim
A→+∞

F (A) ¹ ñêií÷åííîþ, òî iíòåãðàë íàçèâàþòü

çáiæíèì , à ôóíêöiþ f(x) íàçèâàþòü iíòåãðîâíîþ íà íåñêií÷åííîìó

ïðîìiæêó [a; +∞). ßêùî ãðàíèöÿ lim
A→+∞

F (A) íåñêií÷åííà àáî íå iñíó¹, òî

íåâëàñíèé iíòåãðàë íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì .

Àíàëîãi÷íî îçíà÷àþòüñÿ íåâëàñíi iíòåãðàëè íà ïðîìiæêàõ (−∞; a] òà

(−∞; +∞) :

a∫
−∞

f(x)dx = lim
A′→−∞

a∫
A′

f(x)dx, A′ < a,
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+∞∫
−∞

f(x)dx = lim
A′→−∞
A→+∞

A∫
A′

f(x)dx.

Äëÿ îñòàííüîãî âèïàäêó, âçÿâøè äîâiëüíå çíà÷åííÿ a ∈ (−∞; +∞), iíòå-

ãðàë ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó (−∞; +∞) ìîæíà îçíà÷èòè ðiâíiñòþ
+∞∫

−∞

f(x)dx =

a∫
−∞

f(x)dx+

+∞∫
a

f(x)dx,

ïðèïóñòèâøè, ùî îáèäâà iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi iñíóþòü, çà âèíÿòêîì,

êîëè âîíè ðiâíi íåñêií÷åííîñòi, àëå ðiçíèõ çíàêiâ.

Âëàñòèâîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà

ç íåñêií÷åííèìè ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ.

1. ßêùî çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx, òî çáiãà¹òüñÿ òàêîæ iíòåãðàë

+∞∫
A

f(x)dx, äå A > a, i íàâïàêè. Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

+∞∫
a

f(x)dx =

A∫
a

f(x)dx+

+∞∫
A

f(x)dx.

2. ßêùî iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx çáiæíèé, òî

lim
A→+∞

+∞∫
A

f(x)dx = 0, A > a.

3. Iç çáiæíîñòi iíòåãðàëà

+∞∫
a

f(x)dx âèïëèâà¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëà

+∞∫
a

cf(x)dx, c = const. Ïðè öüîìó

+∞∫
a

cf(x)dx = c

+∞∫
a

f(x)dx.
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4. ßêùî çáiãàþòüñÿ îáèäâà iíòåãðàëè

+∞∫
a

f(x)dx,

+∞∫
a

g(x)dx, òî çáiãà¹òüñÿ

iíòåãðàë

+∞∫
a

(f(x)± g(x))dx i

+∞∫
a

(f(x)± g(x))dx =

+∞∫
a

f(x)dx±
+∞∫
a

g(x)dx.

5. ßêùî f(x) > 0 àáî f(x) ⩾ 0, òî iíòåãðàë F (A) =

A∫
a

f(x)dx ¹ ìîíîòîí-

íî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ A. Òîäi äëÿ çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà
+∞∫
a

f(x)dx íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

A∫
a

f(x)dx ⩽ L, äå L = const. ßêùî öÿ

óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî

+∞∫
a

f(x)dx = +∞.

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà òà ií-

òåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a; +∞) i ôóíêöiÿ F (x) ¹ îäíi¹þ iç ¨¨ ïåðâiñíèõ íà

öüîìó ïðîìiæêó, òî iíòåãðàë (1) iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ñêií÷åííà

ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

F (x) = F (+∞).

Òîäi
+∞∫
a

f(x)dx = F (+∞)− F (a) = F (x)
∣∣∣+∞

a
.

Àíàëîãi÷íî

a∫
−∞

f(x)dx = F (x)
∣∣∣a
−∞
,

+∞∫
−∞

f(x)dx = F (x)
∣∣∣+∞

−∞
.

Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. ßêùî ôóíêöi¨ U i V íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíi íà ïðîìiæêó [a; +∞), iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

U(x)V (x) = U(+∞)V (+∞),
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i çáiãà¹òüñÿ õî÷à á îäèí iç iíòåãðàëiâ

+∞∫
a

U(x)dV (x),

+∞∫
a

V (x)dU(x), òî

+∞∫
a

U(x)dV (x) = U(x)V (x)
∣∣∣+∞

a
−

+∞∫
a

V (x)dU(x),

äå

U(x)V (x)
∣∣∣+∞

a
= lim

x→+∞
U(x)V (x)− U(a)V (a).

Iíòåãðóâàííÿ çàìiíîþ çìiííî¨. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà

ïðîìiæêó [a; +∞), φ(t) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà ïðîìiæêó [α; β),

ïðè÷îìó

a = φ(α) ⩽ φ(t) < lim
t→β−0

φ(t) = +∞,

i çáiãà¹òüñÿ õî÷à á îäèí iç iíòåãðàëiâ

+∞∫
a

f(x)dx,

β∫
α

f(φ(t))φ′(t)dt, òî

+∞∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t)dt.

Êðèòåðié Êîøi çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà. Íåâëàñíèé iíòå-

ãðàë

+∞∫
a

f(x)dx çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹

δ > a, ùî äëÿ âñiõ A1, A2 ∈ (δ; +∞) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣∣ A2∫
A1

f(x)dx
∣∣∣ < ε.

Îçíàêè ïîðiâíÿííÿ. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) i g(x) âèçíà÷åíi íà ïðîìiæêó

[a; +∞), äëÿ äîâiëüíîãî A > a iíòåãðîâíi íà âiäðiçêó [a;A] i ∀x ∈ [a; +∞)

0 ⩽ f(x) ⩽ g(x), òî iç çáiæíîñòi iíòåãðàëà

+∞∫
a

g(x)dx âèïëèâà¹ çáiæíiñòü iíòå-
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ãðàëà

+∞∫
a

f(x)dx, à iç ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëà

+∞∫
a

f(x)dx âèïëèâà¹ ðîçáiæíiñòü

iíòåãðàëà

+∞∫
a

g(x)dx.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåâiä'¹ìíà, à g(x) äîäàòíÿ íà [a; +∞), îáèäâi iíòå-

ãðîâíi íà öüîìó ïðîìiæêó. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= K, 0 ⩽ K ⩽ +∞,

òî iç çáiæíîñòi iíòåãðàëà

+∞∫
a

g(x)dx ïðè K < +∞, âèïëèâà¹ çáiæíiñòü iíòå-

ãðàëà

+∞∫
a

f(x)dx, à iç ðîçáiæíîñòi ïåðøîãî iíòåãðàëà ïðè K > 0 âèïëèâà¹

ðîçáiæíiñòü äðóãîãî.

Îçíàêà Êîøi. Íåõàé äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ x ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ âèãëÿä:

f(x) =
φ(x)

xλ
, λ > 0.

Òîäi

1) ÿêùî λ > 1 i φ(x) ⩽ c < +∞, òî

+∞∫
a

f(x)dx � çáiæíèé;

2) ÿêùî λ ⩽ 1 i φ(x) ⩾ c > 0, òî iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx � ðîçáiæíèé.

Íà ïðàêòèöi çðó÷íiøîþ ¹ ÷àñòêîâà ôîðìà: ÿêùî ïðè x → +∞ ôóíêöiÿ

f(x) ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîðÿäêó λ â ïîðiâíÿííi ç
1

x
, òî iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx

çáiãà¹òüñÿ àáî ðîçáiãà¹òüñÿ â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è λ > 1 àáî λ ⩽ 1.

Iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî çáiæíèì , ÿêùî âií ñàì

çáiãà¹òüñÿ i çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

+∞∫
a

|f(x)|dx. ßêùî æ iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx çái-
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ãà¹òüñÿ, à iíòåãðàë

+∞∫
a

|f(x)|dx ðîçáiãà¹òüñÿ, òî iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx íàçèâà¹-

òüñÿ óìîâíî çáiæíèì . Ïðî ôóíêöiþ f(x) ó ïåðøîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî

âîíà àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [a; +∞), ó äðóãîìó � óìîâíî

iíòåãðîâíà .

ßêùî ôóíêöiÿ |f(x)| iíòåãðîâíà íà [a; +∞), òî f(x) òàêîæ iíòåãðîâíà

íà öüîìó ïðîìiæêó. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà [a; +∞),

à ôóíêöiÿ g(x) îáìåæåíà, òî äîáóòîê f(x)g(x) áóäå ôóíêöi¹þ, àáñîëþòíî

iíòåãðîâíîþ íà [a; +∞).

Îçíàêà Àáåëÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà òà iíòåãðîâíà íà ïðî-

ìiæêó [a; +∞) i iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx çáiæíèé, à ôóíêöiÿ g(x) îáìåæåíà i

ìîíîòîííà íà öüîìó ïðîìiæêó, òî

+∞∫
a

f(x)g(x)dx òàêîæ çáiæíèé.

Îçíàêà Äiðiõëå. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà íà áóäü-ÿêîìó ñêií÷åí-

íîìó ïðîìiæêó [a;A], A > a, òà iíòåãðàë

A∫
a

f(x)dx îáìåæåíèé, à ôóíêöiÿ

g(x) âèçíà÷åíà íà [a; +∞) i ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè x → +∞, òî
+∞∫
a

f(x)g(x)dx çáiæíèé.

Âïðàâè

1. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü íåâëàñíi iíòåãðàëè òà çíàéòè ¨õíi çíà÷åííÿ ó

âèïàäêó çáiæíîñòi:

1)

+∞∫
1

dx

x6
, 2)

+∞∫
0

e−2xdx,

3)

+∞∫
1

dx

x2 + x
, 4)

+∞∫
1

cos
√
x√

x
dx,
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5)

+∞∫
−∞

arctg x

1 + x2
dx, 6)

+∞∫
e

dx

x
3
√
ln2 x

,

7)

+∞∫
√
2

dx

x
√
x2 − 1

, 8)

+∞∫
0

x3e−x2

dx,

9)

+∞∫
1

dx

x
√
x2 + 1

, 10)

+∞∫
0

e−x sinx dx,

11)

+∞∫
1

1

x2
· e−

1
xdx, 12)

+∞∫
2

xdx√
x4 + 1

,

13)

+∞∫
0

e−ax cos bx dx, 14)

+∞∫
1

dx

x3 + 1
,

15)

0∫
−∞

x2axdx, 16)

−1∫
−∞

e−
√
−x

√
−x

dx,

17)

+∞∫
1

arctg x

x2
dx, 18)

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 5
,

19)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)2
, 20)

+∞∫
0

dx

x2 − 4x+ 8
.

2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
1

dx√
x(1 + x)

, 2)

+∞∫
2

( 1

x2 − 1
+

2

(x+ 1)2

)
dx,

3)

+∞∫
0

e−
√
xdx, 4)

+∞∫
1

arctg x

x2
dx,

5)

+∞∫
1

√
x

(1 + x)2
dx, 6)

+∞∫
0

xne−xdx,

7)

+∞∫
1

dx

x
√
x2 + x+ 1

, 8)

+∞∫
1

dx

x
√
x10 + x5 + 1

,
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9)

+∞∫
0

arctg x√
(x2 + 1)3

dx, 10)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 2x+ 2)n
.

3. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
0

x2dx

x4 − x2 + 1
, 2)

+∞∫
0

e−x2

dx,

3)

+∞∫
1

dx√
1 + x4

, 4)

+∞∫
1

sinx

x2
dx,

5)

+∞∫
0

xdx

x3 + 1
, 6)

+∞∫
0

x3dx

x4 + x2 + 1
,

7)

+∞∫
0

√
x+ 2

x2 +
√
x+ 2

dx, 8)

+∞∫
2

ln(1 + 4
√
x)√

x+
√
x
dx,

9)

+∞∫
1

1 + arcsin 1
x

1 + x
√
x

dx, 10)

+∞∫
0

xdx

1 + x2 sin2 x
.

4. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà α, ïðè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
1

dx√
xα
, 2)

+∞∫
1

xα lnx dx,

3)

+∞∫
e

dx

x lnα x
, 4)

+∞∫
1

xα−1dx

(x2 + 1)α
,

5)

+∞∫
1

ln(1 + x2)

(x+ α)2
dx, 6)

+∞∫
2

eαxdx

(x− 1)α lnx
,

7)

+∞∫
1

sinx

xα
dx, 8)

+∞∫
1

cosx

xα
dx,

9)

+∞∫
1

cosx dx

xα + lnx
, 10)

+∞∫
1

1 + x

xα
sinx3 dx,
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11)

+∞∫
2

cos
√
x

xα lnx
dx, 12)

+∞∫
1

sin(x+ x2)

xα
dx,

13)

+∞∫
1

sin
(
x+

1

x

)dx
xα
, 14)

+∞∫
1

xα sin
1

x
· cosx dx.

5. Äîñëiäèòè íà àáñîëþòíó i óìîâíó çáiæíiñòü iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
1

cos 4
√
x dx

3 + x 3
√
x
, 2)

+∞∫
2

cos 5x

x2 + 2x+ 2
dx,

3)

+∞∫
1

sinx2 dx, 4)

+∞∫
1

cosx2 dx,

5)

+∞∫
0

x2 cos exdx, 6)

+∞∫
1

sin3(x2 + 2x) dx,

7)

+∞∫
0

√
x cosx

x+ 100
dx, 8)

+∞∫
1

sin
(sinx√

x

)
· dx√

x
,

9)

+∞∫
1

(1− e
sin x
x )

√
x dx, 10)

+∞∫
2

√
x ln

(
1− sinx2

x− 1

)
dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.18. Çàäàíèé iíòåãðàë ¹ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì ç íåñêií÷åííèìè ìå-

æàìè iíòåãðóâàííÿ. Ôóíêöiÿ f(x) =
1

x2 + 2x+ 5
âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó

(−∞; +∞) òà iíòåãðîâíà â áóäü-ÿêié ñêií÷åííié éîãî ÷àñòèíi. Äîñëiäèìî

éîãî íà çáiæíiñòü:

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 5
=

0∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 5
+

+∞∫
0

dx

x2 + 2x+ 5
=

= lim
a→−∞

0∫
a

dx

(x+ 1)2 + 4
+ lim

b→+∞

b∫
0

dx

(x+ 1)2 + 4
=

= lim
a→−∞

1

2
arctg

x+ 1

2

∣∣∣0
a
+ lim

b→+∞

1

2
arctg

x+ 1

2

∣∣∣b
0
=
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=
1

2

(
lim

a→−∞

(
arctg

1

2
− arctg

a+ 1

2

)
+ lim

b→+∞

(
arctg

b+ 1

2
− arctg

1

2

))
=
π

2
.

Îòæå, çàäàíèé iíòåãðàë çáiæíèé i çíà÷åííÿ éîãî äîðiâíþ¹
π

2
. ▶

2.7. Ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì íåâëàñíîãî iíòåãðàëà:

+∞∫
1

dx

x
√
x2 + x+ 1

= lim
b→+∞

b∫
1

dx

x
√
x2 + x+ 1

.

Òîäi

lim
b→+∞

b∫
1

dx

x
√
x2 + x+ 1

=

∣∣∣∣∣∣
1
x = t, x1 = 1, x2 = b,

dx = −dt
t2 , t1 = 1, t2 =

1
b

∣∣∣∣∣∣ =
= lim

b→+∞

1
b∫

1

t(−dt
t2 )√

1
t2 +

1
t + 1

= lim
b→+∞

(
−

1
b∫

1

dt√
t2 + t+ 1

)
=

= lim
b→+∞

(
−

1
b∫

1

dt√
(t+ 1

2)
2 + 3

4

)
= lim

b→+∞

(
− ln

∣∣∣t+ 1

2
+
√
t2 + t+ 1)

∣∣∣)∣∣∣ 1b
1
=

= lim
b→+∞

(
− ln

∣∣∣1
b
+

1

2
+

√
b2 + b+ 1

b2

∣∣∣+ ln
(3
2
+
√
3
))

=

= − ln
(1
2
+ 1
)
+ ln

(3
2
+
√
3
)
= ln

( 3
2 +

√
3

3
2

)
= ln

(
1 +

2
√
3

3

)
.

Îòæå,

+∞∫
1

dx

x
√
x2 + x+ 1

= ln
(
1 +

2
√
3

3

)
. ▶

3.6. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x) =
x3

x4 + x2 + 1
¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ

ïðè x → +∞, áî lim
x→+∞

x3

x4 + x2 + 1
= 0. Ïîðiâíÿ¹ìî ¨¨ ç íåñêií÷åííî ìàëîþ

ôóíêöi¹þ
1

xλ
ïðè x→ +∞, λ > 0. Òîäi

lim
x→+∞

x3

x4 + x2 + 1
:
1

xλ
= lim

x→+∞

x3+λ

x4 + x2 + 1
= 1

ïðè λ = 1. Îòæå, iíòåãðàë

+∞∫
0

x3dx

x4 + x2 + 1
¹ ðîçáiæíèì. ▶
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5.2. I ñïîñiá. Äîñëiäèìî ñïî÷àòêó íà çáiæíiñòü iíòåãðàë

+∞∫
2

∣∣∣∣ cos 5x

x2+2x+2

∣∣∣∣ dx.
Äëÿ âñiõ x ∈ [2; +∞) ìà¹ìî íåðiâíiñòü

∣∣∣ cos 5x

x2 + 2x+ 2

∣∣∣ ⩽ 1

x2 + 2x+ 2
. Òîäi

+∞∫
2

dx

x2 + 2x+ 2
=

+∞∫
2

dx

(x+ 1)2 + 1
=

∣∣∣∣∣∣ x+ 1 = t, x1 = 2, x2 = +∞,

dx = dt, t1 = 3, t2 = +∞

∣∣∣∣∣∣ =

=

+∞∫
3

dt

t2 + 1
= lim

b→+∞

b∫
3

dt

t2 + 1
= lim

b→+∞
arctg t

∣∣∣b
3
=

= lim
b→+∞

(arctg b− arctg 3) =
π

2
− arctg 3.

Îòæå,

+∞∫
2

dx

x2+2x+2
� çáiæíèé. Çà îçíàêîþ ïîðiâíÿííÿ

+∞∫
2

∣∣∣∣ cos 5x

x2+2x+2

∣∣∣∣ dx
òàêîæ çáiæíèé. Òîäi

+∞∫
2

cos 5x

x2 + 2x+ 2
dx � àáñîëþòíî çáiæíèé.

II ñïîñiá. Ñêîðèñòà¹ìîñü äîñòàòíüîþ óìîâîþ àáñîëþòíî¨ iíòåãðîâíî-

ñòi äîáóòêó. Ïîäàìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi äîáóòêó, à ñàìå

f(x) · g(x) = 1

x2 + 2x+ 2
· cos 5x. Îñêiëüêè f(x) =

1

x2 + 2x+ 2
¹ àáñîëþòíî

iíòåãðîâíîþ íà [2; +∞), a g(x) = cos 5x � îáìåæåíà íà öüîìó æ ïðîìiæêó,

òî ¨õ äîáóòîê ¹ àáñîëþòíî iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ. ▶

�3.2. Ïîíÿòòÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà äëÿ íåîáìåæåíèõ ôóíêöié

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; b], àëå ¹ íåîáìåæåíîþ

â öüîìó ïðîìiæêó. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi âiçüìåìî âèïàäîê, êîëè â áóäü-ÿêîìó

ïðîìiæêó [a; b−η], 0 < η < b−a, ôóíêöiÿ f(x) îáìåæåíà òà iíòåãðîâíà, îäíàê

¹ íåîáìåæåíîþ â ïðîìiæêó [b − η; b]. Òî÷êà b â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ



� 3.2. Ïîíÿòòÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà äëÿ íåîáìåæåíèõ ôóíêöié 151

îñîáëèâîþ. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
η→0

b−η∫
a

f(x)dx (ñêií÷åííà ÷è íåñêií÷åííà),

òî ¨¨ íàçèâàþòü íåâëàñíèì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x) âiä a äî b

b∫
a

f(x)dx = lim
η→0

b−η∫
a

f(x)dx.

Ó âèïàäêó, ÿêùî öÿ ãðàíèöÿ ñêií÷åííà, òî iíòåãðàë âiä íåîáìåæåíî¨

ôóíêöi¨ íàçèâàþòü çáiæíèì, à ñàìó ôóíêöiþ íàçèâàþòü iíòåãðîâíîþ íà

[a; b]. ßêùî æ òàêà ãðàíèöÿ íåñêií÷åííà àáî âçàãàëi íå iñíó¹, òî êàæóòü, ùî

iíòåãðàë ðîçáiæíèé .

Íåõàé òåïåð ôóíêöiÿ f(x) îáìåæåíà òà iíòåãðîâíà â áóäü-ÿêîìó ïðîìiæêó

[a+ η′; b], 0 < η′ < b− a, àëå ¹ íåîáìåæåíîþ â êîæíîìó ïðîìiæêó [a; a+ η′].

Òîäi íåâëàñíèé iíòåãðàë ôóíêöi¨ f(x) âiä a äî b âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

b∫
a

f(x)dx = lim
η′→0

b∫
a+η′

f(x)dx.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó íà ïðîìiæêó [a; b] ìîæå áóòè ñêií÷åííà êiëüêiñòü

îñîáëèâèõ òî÷îê c0, c1, . . . , cm−1, cm, ïîáëèçó ÿêèõ ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåîáìåæå-

íîþ, à ó âñiõ iíøèõ � îáìåæåíà òà iíòåãðîâíà. Íåõàé, íàïðèêëàä, òàêèõ òî÷îê

¹ òðè: a, b i c ∈ (a; b), òîäi

b∫
a

f(x)dx = lim
η1→0
η2→0
η3→0
η4→0

( c−η2∫
a+η1

f(x)dx+

b−η4∫
c+η3

f(x)dx
)
,

àáî âçÿâøè âñåðåäèíi êîæíîãî ç ïðîìiæêiâ [a; c] i [c; b] ïî òî÷öi d i e âiäïî-

âiäíî, áóäåìî ìàòè

c−η2∫
a+η1

f(x)dx =

d∫
a+η1

f(x)dx+

c−η2∫
d

f(x)dx,

b−η4∫
c+η3

f(x)dx =

e∫
c+η3

f(x)dx+

b−η4∫
e

f(x)dx.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî iñíóâàííÿ îñòàííüî¨ ãðàíèöi ðiâíîñèëüíå iñíóâàííþ ãðà-

íèöü êîæíîãî ç öèõ ÷îòèðüîõ iíòåãðàëiâ.

ßêùî íåâëàñíi iíòåãðàëè

b∫
a

f(x)dx,

b∫
a

g(x)dx çáiãàþòüñÿ i α, β ∈ R, òî

iíòåãðàë
b∫

a

(αf(x) + βg(x))dx

çáiãà¹òüñÿ, ïðè÷îìó

b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx = α

b∫
a

f(x)dx+ β

b∫
a

g(x)dx.

ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó [a; b) i F (x) � îäíà iç ïåð-

âiñíèõ öi¹¨ ôóíêöi¨ íà çàäàíîìó ïðîìiæêó, òî

b∫
a

f(x)dx = lim
η→0

F (x)
∣∣∣b−η

a
= lim

η→0
(F (b− η)− F (a)).

ßêùî ôóíêöi¨ U(x) i V (x) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà ïðîìiæêó [a; b)

òà iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
η→0

U(x)V (x)
∣∣∣b−η

a
, òî

b∫
a

U(x)V (x)dx = lim
η→0

U(x)V (x)
∣∣∣b−η

a
−

b∫
a

V (x)dU(x).

Öÿ ôîðìóëà ¹ ñïðàâåäëèâîþ òîäi, êîëè õî÷à á îäèí iç iíòåãðàëiâ çáiãà¹òüñÿ.

ßêùî æ îäèí iç iíòåãðàëiâ ¹ ðîçáiæíèì, òî i äðóãèé ðîçáiãà¹òüñÿ.

ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó [a; b), à ôóíêöiÿ x = φ(t)

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà ïðîìiæêó [α; β), ïðè÷îìó

a = φ(α) ⩽ φ(t) < lim
η→0

φ(β − η) = b,

òî
b∫

a

f(x)dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t)dt.
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Öÿ ôîðìóëà ¹ ñïðàâåäëèâîþ òîäi, êîëè õî÷à á îäèí iç iíòåãðàëiâ çáiãà¹òüñÿ.

ßêùî æ îäèí ç iíòåãðàëiâ ðîçáiãà¹òüñÿ, òî i äðóãèé ¹ ðîçáiæíèì.

Êðèòåðié Êîøi çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà. Äëÿ çáiæíîñòi

íåâëàñíîãî iíòåãðàëà

b∫
a

f(x)dx, äå b � îñîáëèâà òî÷êà, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíóâàëî òàêå δ > 0, ùî ïðè 0 < η < δ i 0 < η′ < δ

âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü
∣∣∣ b−η′∫
b−η

f(x)dx
∣∣∣ < ε.

Íåâëàñíèé iíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî çáiæíèì, ÿêùî

âií ñàì çáiãà¹òüñÿ i

b∫
a

|f(x)|dx çáiãà¹òüñÿ, i óìîâíî çáiæíèì, ÿêùî âií ñàì

çáiãà¹òüñÿ, à iíòåãðàë

b∫
a

|f(x)|dx � ðîçáiæíèé.

Îçíàêà ïîðiâíÿííÿ. ßêùî ôóíêöi¨ f(x) i g(x) íåâiä'¹ìíi íà ïðîìiæêó

[a; b), iíòåãðîâíi íà âiäðiçêó [a; b− η], i äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [a; b) f(x) ⩽ g(x),

òî iç çáiæíîñòi iíòåãðàëà

b∫
a

g(x)dx âèïëèâà¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëà

b∫
a

f(x)dx, à

iç ðîçáiæíîñòi iíòåãðàëà

b∫
a

f(x)dx âèïëèâà¹ ðîçáiæíiñòü iíòåãðàëà

b∫
a

g(x)dx.

ßêùî æ âñòàíîâèòè òàêó íåðiâíiñòü âàæêî, àëå iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
x→b−0

f(x)

g(x)
= c ̸= 0, òî iíòåãðàëè

b∫
a

f(x)dx i

b∫
a

g(x)dx çáiãàþòüñÿ àáî

ðîçáiãàþòüñÿ îäíî÷àñíî.

Îçíàêà Êîøi. Íåõàé äëÿ äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî b (b � îñîáëèâà òî÷êà)

çíà÷åíü x ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ âèãëÿä f(x) =
g(x)

(b− x)λ
, λ > 0. Òîäi:

1) ÿêùî λ < 1 i g(x) ⩽ c < +∞, òî iíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx çáiãà¹òüñÿ;
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2) ÿêùî λ ⩾ 1 i g(x) ⩾ c > 0, òî iíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx ðîçáiæíèé.

Çðó÷íiøîþ íà ïðàêòèöi ¹ ÷àñòêîâà ôîðìà: ÿêùî ïðè x→ b ôóíêöiÿ f(x)

¹ íåñêií÷åííî âåëèêîþ ïîðÿäêó λ > 0 ïî âiäíîøåííþ äî
1

b− x
, òî

b∫
a

f(x)dx

çáiãà¹òüñÿ àáî ðîçáiãà¹òüñÿ â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è λ < 1, ÷è λ ⩾ 1.

Îçíàêà Àáåëÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) · g(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; b),

íåîáìåæåíà â îêîëi òî÷êè b, ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà ïðîìiæêó [a; b),

òà iíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx çáiãà¹òüñÿ, à ôóíêöiÿ g(x) îáìåæåíà i ìîíîòîííà íà

ïðîìiæêó [a; b), òî iíòåãðàë

b∫
a

f(x) · g(x)dx çáiãà¹òüñÿ.

Îçíàêà Äiðiõëå. ßêùî ôóíêöiÿ f(x)·g(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; b),

íåîáìåæåíà â îêîëi òî÷êè b, ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà i ìà¹ îáìåæåíó ïåðâi-

ñíó íà [a; b), à ôóíêöiÿ g(x) ìîíîòîííà íà [a; b), ïðè÷îìó lim
x→b−0

g(x) = 0, òî

iíòåãðàë

b∫
a

f(x) · g(x)dx çáiãà¹òüñÿ.

Êðiì íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ ç íåñêií÷åííèìè ìåæàìè òà iíòåãðàëiâ âiä

íåîáìåæåíèõ ôóíêöié iñíóþòü íåâëàñíi iíòåãðàëè, â ÿêèõ òàêi îñîáëèâîñòi

ïî¹äíàíi. Íàïðèêëàä, iíòåãðàëè âèäó

+∞∫
a

f(x)dx, äå ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà

íà ïðîìiæêó (a; +∞), â îêîëi òî÷êè a íåîáìåæåíà, íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó

[c; d] ⊂ (a; +∞) iíòåãðîâíà. Äëÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ ïèòàííÿ çáiæíîñòi

çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ çáiæíîñòi äâîõ iíòåãðàëiâ

b∫
a

f(x)dx i

+∞∫
b

f(x)dx, äå

b ∈ (a; +∞).

Òîìó ââàæàþòü, ùî iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
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ëè çáiãàþòüñÿ îáèäâà iíòåãðàëè

b∫
a

f(x)dx i

+∞∫
b

f(x)dx. ßêùî õî÷à á îäèí iç

iíòåãðàëiâ ðîçáiãà¹òüñÿ, òî iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx ¹ ðîçáiæíèì.

Âïðàâè

1. Äîâåñòè çáiæíiñòü i çíàéòè çíà÷åííÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ:

1)

1∫
0

lnx dx, 2)

1∫
−1

dx√
1− x2

,

3)

e∫
1

dx

x 5
√
lnx

, 4)

2∫
1

x dx√
x− 1

,

5)

2∫
0

dx

x2 − 4x+ 3
, 6)

1∫
0

x2 lnx dx,

7)

2∫
1

dx

x lnx
, 8)

3∫
1

dx√
4x− x2 − 3

,

9)

1∫
0

x3 + 3
√
x− 2

5
√
x3

dx, 10)

5∫
3

x2 dx√
(x− 3)(5− x)

,

11)

1∫
−1

2x2 − 3
3
√
x2

dx, 12)

4∫
2

dx√
6x− x2 − 8

,

13)

2∫
0

x dx

(x2 − 1)
4
5

, 14)

√
2
π∫

0

1

x3
cos

1

x2
dx,

15)

2
3∫

1
3

dx

x
√
9x2 − 1

, 16)

1∫
−1

dx

x4
,

17)

0∫
−1

e
1
x · dx

x3
, 18)

π
2∫

π
4

dx

cos2 x
√

tg3 x
,

19)

1∫
0

x3 arcsinx√
1− x2

dx, 20)

π
2∫

0

sin 2x cosx ln(cosx) dx.
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2. Îá÷èñëèòè íåâëàñíi iíòåãðàëè:

1)

− 1
4∫

− 1
2

dx

x
√
2x+ 1

, 2)

2∫
1

dx

x
√
3x2 − 2x− 1

,

3)

1∫
−1

x4dx

(1 + x2)
√
1− x

, 4)

1∫
0

xndx√
1− x2

, n ∈ N,

5)

π
4∫

0

√
ctg x dx, 6)

π
2∫

0

√
tg x dx,

7)

1∫
0

x2 arcsinx√
1− x2

dx, 8)

1∫
−1

x3 ln
1 + x

1− x
· dx√

1− x2
,

9)

π
2∫

0

ln(cosx) dx 10)

π
2∫

0

cos 2nx ln(cosx) dx, n ∈ N.

3. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü iíòåãðàëè:

1)

1∫
0

ex√
1− x3

dx, 2)

1∫
0

dx

1− x3 + x6
,

3)

1∫
0

dx

x− sinx
, 4)

1∫
0

dx

ex − cosx
,

5)

1∫
0

x2dx
3
√

(1− x2)5
, 6)

π
4∫

0

sinx√
x3
dx,

7)

1∫
0

dx

e
√
x − 1

, 8)

2∫
0

√
x dx

esinx − 1
,

9)

π∫
0

shx dx

ex2 − cosx
, 10)

1∫
0

dx√
x+ arctg x

.

4. Äîñëiäèòè íà àáñîëþòíó i óìîâíó çáiæíiñòü iíòåãðàëè:
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1)

2∫
0

sin
π

2− x
· dx√

2− x
, 2)

1∫
0

sin
1

x
· dx

(x2 + 1)
√
x3
,

3)

1∫
0

cos
( 1√

x
− 1
)dx
x
, 4)

1
2∫

0

(1− x)2

x2
· cos 1

x2
dx,

5)

1∫
0

cos 1
x

(1 + x sin 1
x)

2
dx, 6)

π
4∫

0

sin
( 1

sinx

)
· dx

sinx
,

7)

1∫
0

sin 1
x

ex − 1
dx, 8)

1∫
0

sin
1 + x

1− x
dx,

9)

1∫
0

arctg x cos
1

x
· dx
x
, 10)

π
4∫

0

cos(ctg x)

ctg x
dx.

5. Äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü íåâëàñíi iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
0

dx√
x(1 + x)

, 2)

+∞∫
0

lnx

1 + x2
dx,

3)

+∞∫
0

sinx

xλ
dx, 4)

+∞∫
0

x dx√
e2x − 1

,

5)

+∞∫
0

sin2 x

x
dx, 6)

+∞∫
0

dx√
x3 + x

,

7)

+∞∫
0

ln(1 + x)

xn
dx, 8)

+∞∫
0

arctg ax

xn
dx, a ̸= 0,

9)

+∞∫
0

sin(sin 1
x)

x
dx, 10)

+∞∫
0

ecosx sin(sinx)

x
dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.19. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x) =
x3 arcsinx√

1− x2
íåîáìåæåíà â îêîëi òî-

÷êè x = 1. Òîäi çà îçíà÷åííÿì íåâëàñíîãî iíòåãðàëà âiä íåîáìåæåíî¨ ôóíêöi¨
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çàïèøåìî
1∫

0

x3 arcsinx√
1− x2

dx = lim
η→0

1−η∫
0

x3 arcsinx√
1− x2

dx =

=

∣∣∣∣∣∣ U = arcsinx, dV = x3dx√
1−x2

,

dU = dx√
1−x2

, V = 1
3

√
(1− x2)3 −

√
1− x2

∣∣∣∣∣∣ =
= lim

η→0

((1
3

√
(1− x2)3 −

√
1− x2

)
arcsinx

∣∣∣1−η

0
−

1−η∫
0

(1
3
(1− x2)− 1

)
dx
)
=

= lim
η→0

((1
3

√
(1− (1− η)2)3 −

√
1− (1− η)2

)
arcsin(1− η)−

−
(1
3

(
x− x3

3

)
− x
)∣∣∣1−η

0

)
= lim

η→0

(x3
9

+
2

3
x
)∣∣∣1−η

0
=

= lim
η→0

((1− η)3

9
+

2

3
(1− η)

)
=

7

9
. ▶

3.5. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x) =
x2

3
√

(1− x2)5
ìà¹ îñîáëèâiñòü â òî÷öi

x = 1. Äëÿ äîñëiäæåííÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà íà çáiæíiñòü âèêîðèñòà¹ìî

îçíàêó Êîøi. Äîñëiäèìî ãðàíèöþ âèãëÿäó

lim
x→b

f(x)
1

(b−x)λ

= lim
x→1

x2

3
√

(1−x2)5

1
(1−x)λ

= lim
x→1

x2

3
√

(1−x)5 3
√

(1+x)5

1
(1−x)λ

=

=
∣∣∣λ =

5

3

∣∣∣ = lim
x→1

x2

3
√
(1 + x)5

=
1

2 3
√
4
.

Îñêiëüêè λ =
5

3
> 1, òî çà îçíàêîþ Êîøi iíòåãðàë

1∫
0

x2dx
3
√
(1− x2)5

¹

ðîçáiæíèì. ▶

5.3. Çàäàíèé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çáiãàþòüñÿ iíòå-

ãðàëè

c∫
0

sinx

xλ
dx,

+∞∫
c

sinx

xλ
dx, äå c ∈ (0;+∞).

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ λ ⩽ 0 ïåðøèé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ, à äðóãèé ðîçáiãà-

¹òüñÿ. ßêùî λ > 0, òî ïåðøèé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

c∫
0

dx

xλ−1
, áî

c∫
0

sinx

xλ
dx =

c∫
0

sinx
x

xλ−1
dx. Îñòàííié iíòåãðàë
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çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî λ < 2. Â äðóãîìó iíòåãðàëi ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ sinx íå-

ïåðåðâíà i ìà¹ îáìåæåíó ïåðâiñíó íà ïðîìiæêó (c; +∞), à ôóíêöiÿ g(x) =
1

xλ

ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà öüîìó ïðîìiæêó, ïðè÷îìó lim
x→+∞

1

xλ
= 0. Òîäi çà îçíàêîþ

Äiðiõëå

+∞∫
c

sinx

xλ
dx çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî λ > 0.

Îòæå, çàäàíèé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî λ ∈ (0; 2). ▶

�3.3. Çàñòîñóâàííÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ

Ïðè çíàõîäæåííi âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ ìî-

æå âèíèêíóòè âèïàäîê, ùî îäíà àáî îáèäâi ìåæi ñòàþòü íåñêií÷åííèìè, à ïðè

iíòåãðóâàííi ÷àñòèíàìè � ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ (çà ðàõóíîê äèôåðåíöiþâà-

ííÿ) â íîâîìó iíòåãðàëi íåîáìåæåíà áiëÿ îäíîãî àáî é äâîõ êiíöiâ ïðîìiæêà

iíòåãðóâàííÿ.

Â òàêîìó ðàçi îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ

çáiæíîãî íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, ÿêèé ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷å-

ííÿ.

Äîñèòü ÷àñòî ïîñòà¹ çàâäàííÿ çíàõîäæåííÿ ïëîùi íåîáìåæåíî¨ ïëîñêî¨

ôiãóðè. ßêùî ìà¹ìî êðèâîëiíiéíó òðàïåöiþ, óòâîðåíó íåïåðåðâíîþ êðèâîþ

y = f(x), ïiââiññþ [a; +∞) (f(x) ⩾ 0 äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [a; +∞)) i ïðÿìîþ

x = a, òî ââàæàþòü, ùî òàêà ôiãóðà ìà¹ ïëîùó, ÿêùî íåâëàñíèé iíòåãðàë
+∞∫
a

f(x)dx çáiãà¹òüñÿ. Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ òàêîãî iíòåãðàëà i áóäå ïëîùåþ

çàäàíî¨ ïëîñêî¨ ôiãóðè.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü ïëîùó êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨, óòâîðåíî¨ êðèâîþ

y = f(x), íåîáìåæåíîþ õî÷ áiëÿ îäíîãî ç êiíöiâ âiäðiçêà [a; b], âiäðiçêîì

[a; b] i ïðÿìèìè x = a, x = b (õî÷à á îäíà ç öèõ ïðÿìèõ ìà¹ áóòè àñèìïòîòîþ

êðèâî¨ y = f(x)).

Çðîçóìiëî, ùî ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i äëÿ îçíà÷åí-

íÿ ïëîù ïîâåðõîíü òà îá'¹ìiâ íåñêií÷åííèõ òië îáåðòàííÿ.
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ßêùî äåÿêà ôiçè÷íà âåëè÷èíà ¹ àäèòèâíîþ ôóíêöi¹þ P (x) ïðîìiæêà

[a; +∞), ïðè÷îìó âîíà ïîâ'ÿçàíà ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ p(x) ñïiââiäíîøåí-

íÿì P ′(x) = p(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [a; +∞), òî ó âèïàäêó çáiæíîñòi

íåâëàñíîãî iíòåãðàëà

+∞∫
a

p(x)dx éîãî íàçèâàþòü âiäïîâiäíîþ iíòåãðàëüíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ ïåâíîãî ôiçè÷íîãî ÿâèùà.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; +∞) i äëÿ äîâiëüíîãî

A > a iíòåãðîâíà íà âiäðiçêó [a;A], ïðè÷îìó íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x)dx

çáiãà¹òüñÿ. Òîäi î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [a; +∞) iíòåãðàë

+∞∫
x

f(t)dt,

i âiäíîøåííÿ, ÿêå êîæíîìó x ∈ [a; +∞) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî
+∞∫
x

f(t)dt, çàäà¹ ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà ïðîìiæêó [a; +∞).

Ó òàêèé ñïîñiá âèçíà÷àþòüñÿ äëÿ äîäàòíèõ x, íàïðèêëàä, ôóíêöi¨

Ci(x) = −
+∞∫
x

cos t

t
dt,

Si(x) = −
+∞∫
x

sin t

t
dt,

Φ(x) =
2√
π

x∫
0

e−t2dt.

Çîêðåìà, ç îñòàííüî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà âèäiëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë

+∞∫
0

e−x2

dx =

√
π

2
,

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Åéëåðà-Ïóàññîíà.

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:



�3.3. Çàñòîñóâàííÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ 161

1)

1∫
0

arcsinx dx, 2)

1∫
0

1 + x2

1 + x4
dx,

3)

π∫
0

dx

2 sinx+ 3 cosx+ 4
, 4)

π∫
−π

1− cosx

3− 2 cosx
dx,

5)

π∫
0

dx

3 + 2 cosx
, 6)

π
2∫

0

dx

1 + cos2 x
,

7)

π
2∫

0

dx

1 + sin2 x
, 8)

π
2∫

1

sin 2x dx

cos4 x+ sin4 x
,

9)

1∫
0

(arccosx)2dx, 10)

1∫
0

(arcsinx)3dx.

2. Çíàéòè ïëîùi ïëîñêèõ ôiãóð, îáìåæåíèõ ëiíiÿìè:

1) y =
1

1 + x2
i âiññþ Ox,

2) y = xe−
x
3 , ïiââiññþ [0; +∞), ïðÿìîþ x = 0,

3) y =
x√

1− x2
, ïiââiññþ [0; +∞),

4) y =

√
x

(1 + x)2
, ïiââiññþ [1; +∞), ïðÿìîþ x = 1,

5) y = x3e−
3
8x

2

, àñèìïòîòîþ y = 0,

6) y =
x+ 1

(x2 + 4x+ 5)2
, ïiââiññþ [−1;+∞), ïðÿìîþ x = 1,

7) y = x4e−x, ïiââiññþ [0; +∞), ïðÿìîþ x = 0,

8) y = | sinx|e−x, ïiââiññþ [0; +∞), ïðÿìîþ x = 0,

9) x = a ln tg
t

2
+ a cos t, y = a sin t, àñèìïòîòîþ y = 0,

10) y2 =
x3

2a− x
, àñèìïòîòîþ x = 2a.

3. Çíàéòè îá'¹ì òiëà, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïðè îáåðòàííi ôiãóðè, îáìåæåíî¨

äàíîþ êðèâîþ:

1) y =
1

1 + x2
, íàâêîëî ¨¨ àñèìïòîòè,
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2) y = 2xe−2x, íàâêîëî ¨¨ àñèìïòîòè,

3) y = e−x, y = 0, íàâêîëî ¨¨ àñèìïòîòè,

4) y2 =
x3

2a− x
, íàâêîëî ¨¨ àñèìïòîòè x = 2a, a > 0,

5) y = 2
(1
x
− 1

x2

)
, x ⩾ 1, íàâêîëî îñi Ox,

6) y =
sinx

x
, y = 0 íàâêîëî îñi Ox.

4. Çíàéòè ïëîùó ïîâåðõíi, óòâîðåíî¨ ïðè îáåðòàííi íàâêîëî îñi àáñöèñ

äóãè êðèâî¨:

1) y = e−x, x ∈ [0; +∞),

2) x = a
(
cos t+ ln tg

t

2

)
, y = a sin t.

5. Çíàéòè ðîáîòó, ÿêó òðåáà âèêîíàòè, ùîá åëåêòðè÷íèé çàðÿä e0 = 1

íàáëèçèòè äî çàðÿäó e ç íåñêií÷åííîñòi íà âiäñòàíü, ÿêà äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

6. ßêó ðîáîòó òðåáà çàòðàòèòè íà ïåðåíåñåííÿ òiëà ç ìàñîþ m ó íåñêií-

÷åííiñòü ç ïîâåðõíi Çåìëi?

7. Çíàéòè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ ïðóæíî¨ äåôîðìàöi¨ íåñêií÷åííî¨ áàëêè,

ÿêà ëåæèòü íà ïðóæíié îñíîâi i ïðîãèíà¹òüñÿ ïiä äi¹þ çîñåðåäæåíî¨ ñèëè F.

8. Ñêîðèñòàâøèñü iíòåãðàëîì Åéëåðà-Ïóàññîíà, äîâåñòè, ùî:

1)

+∞∫
0

x2ne−αx2

dx =
(2n− 1)!!

2(2α)n

√
π

α
, α > 0,

2)

+∞∫
0

x2n+1e−αx2

dx =
n!

2αn+1
, α > 0,

3)

+∞∫
−∞

xne−αx2+2βxdx =
1

2n−1α

√
π

α
· d

n−1

dβn−1
(βe

β2

α ), α > 0, β > 0,

4)

+∞∫
0

xe−αx2−2βxdx =
1

2α
− β

2α

√
π

α
· e

β2

α

(
1− Φ

( β√
α

))
, α > 0, β > 0,
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5)

+∞∫
0

x2e−αx2−2βxdx = − α

2β2
+

√
π

α5
· 2β

2 + α

4
· e

β2

α

(
1− Φ

( β√
α

))
, α, β > 0,

6)

+∞∫
0

(1 + 2βx2)e−αx2

dx =
α + β

2

√
π

α3
,

7)
1

α
√
2π

+∞∫
−∞

x2ne−
x2

2α2 dx =
(α2

2

)n
· (2n)!
n!

,

8)

+∞∫
−∞

xe−αx2+2βxdx =
β

α

√
π

α
· e

β2

α , α > 0,

9)

+∞∫
0

e−α2x2

x2 + β2
dx = (1− Φ(αβ))

π

2β
· e(αβ)2,

10)

+∞∫
0

x2e−α2x2

x2 + β2
dx =

√
π

2α
− πβ

2
· eα2β2

(1− Φ(αβ)).

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.5. Â çàäàíîìó iíòåãðàëi ïðîâåäåìî óíiâåðñàëüíó òðèãîíîìåòðè÷íó ïiä-

ñòàíîâêó. Òîäi

π∫
0

dx

3 + 2 cosx
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tg x

2 = t, dx = 2dt
1+t2 ,

cosx = 1−t2

1+t2 ,
x1 = 0, t1 = 0,

x2 = π, t2 = +∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
+∞∫
0

2dt
1+t2

3 + 2 · 1−t2

1+t2

=

= 2

+∞∫
0

dt

t2 + 5
= 2 lim

b→+∞

b∫
0

dt

t2 + 5
=

2√
5

lim
b→+∞

arctg
t√
5

∣∣∣b
0
=

=
2√
5

lim
b→+∞

arctg
b√
5
=

π√
5
=
π
√
5

5
. ▶

3.4. Çàäàíà êðèâà y2 =
x3

2a− x
ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñi Ox (äèâ. ðèñ. 10).

ßêùî âèêîíàòè ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò íà 2a (a > 0)

îäèíèöü âïðàâî âçäîâæ îñi Ox, òî ðiâíÿííÿ êðèâî¨ ìàòèìå âèãëÿä
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y2 = −(x+ 2a)3

x
. Â òàêîìó âèïàäêó ìîæåìî ðîçãëÿäàòè òiëî, ÿê òiëî

îáåðòàííÿ íàâêîëî íîâî¨ îñi Oy. Îòæå, V = π

+∞∫
−∞

x2dy = 2π

+∞∫
0

x2dy.

a 2a

−a

a

y

0 x

y2 =
x3

2a− x

Ðèñ. 10

Îñêiëüêè y2 = −(x+ 2a)3

x
, òî çíàéäåìî ñïî÷àòêó y′ ÿê ïîõiäíó âiä íåÿâíî

çàäàíî¨ ôóíêöi¨:

2yy′ = −2(x+ 2a)2(x− a)

x2
, y′ = −(x+ 2a)2(x− a)

x2y
= −(x+ 2a)(x− a)

x2
√

−x+2a
x

,

äëÿ y > 0.

Òîäi dy = y′dx i V = −2π

0∫
−2a

(x+ 2a)(x− a)√
−x+2a

x

dx. Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi

ââåäåìî çàìiíó −x+ 2a

x
= t2. Òîäi ç òîãî, ùî x = − 2a

1 + t2
, ìà¹ìî

dx =
4at dt

(1 + t2)2
, x+ 2a =

2at2

1 + t2
, x− a = −3a+ at2

1 + t2
.

Ïðè x = −2a, t = 0 i ïðè x→ −0, t→ +∞.

Îòæå,

V = 16πa2
+∞∫
0

t2(3a+ at2)

(1 + t2)4
dt =

∣∣∣∣∣∣ t = tg z, 1 + t2 = 1
cos2 z , t2 = +∞,

dt = dz
cos2 z , t1 = 0, z1 = 0, z2 =

π
2

∣∣∣∣∣∣ =
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= 16πa3

π
2∫

0

tg2 z(3 + tg2 z) cos8 z

cos2 z
dz = 48πa3

π
2∫

0

sin2 z cos4 z dz+

+16πa3

π
2∫

0

cos2 z sin4 z dz = 16πa3
(
3

π
2∫

0

sin2 z dz−5

π
2∫

0

sin4 z dz+2

π
2∫

0

sin6 z dz
)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ ïàðíîãî n ∈ N

π
2∫

0

sinn z dz =
(n− 1)!!

n!!
· π
2
, îñòàòî÷íî

îòðèìà¹ìî

V = 8π2a3
(
3 · 1

2
− 5 · 1 · 3

2 · 4
+ 2 · 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6

)
= 2π2a3 (êóá. îä.). ▶

8.8. Âðàõîâóþ÷è, ùî

+∞∫
−∞

xe−αx2+2βxdx =

+∞∫
−∞

xe
−α
(
x2+ 2βx

α +β2

α2
−β2

α2

)
dx = e

β2

α

+∞∫
−∞

xe−α(x−β
α)

2

dx =

=

∣∣∣∣∣∣ x−
β
α = t, x1 → −∞, t1 → −∞,

dx = dt, x2 → +∞, t2 → +∞

∣∣∣∣∣∣ = e
β2

α

+∞∫
−∞

(
t+

β

α

)
e−αt2dt =

= e
β2

α

+∞∫
−∞

te−αt2dt+
β

α
e

β2

α

+∞∫
−∞

e−αt2dt.

Îá÷èñëèìî êîæåí ç iíòåãðàëiâ:

e
β2

α

+∞∫
−∞

te−αt2dt =
e

β2

α

−2α

+∞∫
−∞

e−αt2d(−αt2) = −e
−β2

α

2α
e−αt2

∣∣∣+∞

−∞
= 0.

β

α
e

β2

α

+∞∫
−∞

e−αt2dt =
2β

α
√
α
e

β2

α

+∞∫
0

e−(
√
αt)2d(

√
αt) =

β

α

√
π

α
e

β2

α .

Îòæå,

+∞∫
−∞

xe−αx2+2βxdx =
β

α

√
π

α
e

β2

α . ▶
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�4.1. Iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà. Âëàñòèâîñòi

Íåõàé ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ f(x, y) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi [a; b] × Y, äå

x ∈ [a; b], y ∈ Y ⊂ R, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíó¹ iíòåãðàë

F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx.

Òîäi ôóíêöiþ F (y) íàçèâàþòü iíòåãðàëîì, çàëåæíèì âiä ïàðàìåòðà

y.

Ðîçãëÿíåìî ðÿä âëàñòèâîñòåé öüîãî iíòåãðàëà.

1. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Íåõàé y0 ∈ Y ¹ ãðà-

íè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè Y. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ f(x, y) ¹

iíòåãðîâíîþ íà [a; b] i

lim
y→y0

f(x, y) = g(x),

ïðè÷îìó öÿ çáiæíiñòü äî ôóíêöi¨ g(x) ¹ ðiâíîìiðíîþ íà [a; b], òî ôóíêöiÿ

g(x) ¹ iíòåãðîâíîþ íà [a; b] i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

g(x)dx.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ íà x ∈ E

ïðè y → y0 äî ôóíêöi¨ g(x), ÿêùî (∀ε > 0)(∃δ > 0) (∀x ∈ E)(∀y ∈ Y :
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|y − y0| < δ) : {|f(x, y) − g(x)| < ε}. Ïîçíà÷à¹òüñÿ f(x, y)
y→y0
⇒
E

g(x). Íàäàëi

äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü f(x, y) äî g(x) íà E ïðè y → y0

áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê:

lim
y→y0

f(x, y) = g(x), x ∈ E.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà lim
y→y0

f(x, y) = g(x),

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

lim
y→y0

sup
x∈E

|f(x, y)− g(x)| = 0.

Ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ïîòî÷êîâà çáiæíiñòü, àëå íå íàâïàêè.

Íàñëiäîê. Íåõàé y0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Y. ßêùî äëÿ áóäü ÿêîãî

y ∈ Y ôóíêöiÿ f(x, y) ¹ íåïåðåðâíîþ ïî x íà [a; b], à äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈

[a; b] ôóíêöiÿ f(x, y) ¹ ìîíîòîííîþ ïî y i lim
y→y0

f(x, y) = g(x), äå g(x) ¹

íåïåðåðâíîþ íà [a; b], òî

lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

g(x)dx.

2. Íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà. Íåõàé

ôóíêöiÿ f(x, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi

Π = {(x, y) ∈ R2 : a ⩽ x ⩽ b, c ⩽ y ⩽ d},

äå −∞ < c < d < +∞. Òîäi ôóíêöiÿ F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx ¹ íåïåðåðâíîþ íà

[c; d].

3. Iíòåãðîâíiñòü iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà. ßêùî

ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà â ïðÿìîêóòíèêó Π, òî ôóíêöiÿ F (y) ¹ iíòåãðîâ-

íîþ íà [c; d], ïðè÷îìó

d∫
c

F (y)dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy.
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4. Äèôåðåíöiéîâíiñòü iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà. Íå-

õàé ôóíêöiÿ f(x, y) i f ′y(x, y) íåïåðåðâíi â ïðÿìîêóòíèêó Π. Òîäi ôóíêöiÿ

F (y) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ íà [c; d], ïðè÷îìó

F ′
y(y) =

d

dy

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

f ′y(x, y)dx.

Öþ ðiâíiñòü ÷àñòî íàçèâàþòü ïðàâèëîì Ëåéáíiöà äèôåðåíöiþâàííÿ ií-

òåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà.

5. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà Π, à êðèâi α(y), β(y)

¹ íåïåðåðâíèìè íà [c; d] i íå âèõîäÿòü çà ìåæi ïðÿìîêóòíèêà Π. Òîäi iíòåãðàë

F (y) =

β(y)∫
α(y)

f(x, y)dx

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ âiä y íà [c; d].

6. Óçàãàëüíåíå ïðàâèëî Ëåéáíiöà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè âëàñòè-

âîñòi 5 i, êðiì òîãî, iñíóþòü ïîõiäíi f ′y(x, y), α
′(y), β′(y), ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè

âiäïîâiäíî â ïðÿìîêóòíèêó Π òà âiäðiçêó [c; d]. Òîäi ôóíêöiÿ F (y) ¹ äèôå-

ðåíöiéîâíîþ íà [c; d], ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

F ′(y) =

β(y)∫
α(y)

f ′y(x, y)dx+ β′(y)f(β(y), y)− α′(y)f(α(y), y).

Âïðàâè

1. Îá÷èñëèòè ãðàíèöi:

1) lim
y→0

1+y∫
−1−y

dx

1 + x2 + y2
, 2) lim

y→0

2∫
1

x3 cosxy dx,

3) lim
y→0

1∫
0

3
√
x4 + y2 dx, 4) lim

y→0

1∫
−1

√
x2 + y2 dx,
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5) lim
n→∞

1∫
0

dx

1 + (1 + x
n)

n
, 6) lim

y→∞

2∫
1

ln(x+ |y|)
ln(x2 + y2)

dx,

7) lim
y→0

π
2∫

0

sin(x+ y)dx

x2y2 + xy + 1
, 8) lim

y→∞

2∫
1

y

y + x
e−x2ydx,

9) lim
y→0

y2+1∫
y2

arcsinx dx

xy + (1 + y2) · 1
y

, 10) lim
y→+∞

sgn y∫
[y]

sin(xy)

(x+ y)y + 1
dx.

2. ×è ìîæíà çäiéñíèòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ó íàñòó-

ïíèõ âèðàçàõ:

1) lim
y→0

3∫
−1

arctg
( xy

1 + y

)
dx, 2) lim

y→∞

π∫
0

1

x
sin

x2

y
dx,

3) lim
y→∞

2∫
0

e−xy

√
x+ y2

dx, 4) lim
y→0

1∫
0

x

y2
e
−x2

y2 dx,

5) lim
y→− 1

2

1∫
0

arccos(x+ y)

x+ y + 2
dx.

3. Äîñëiäèòè íà íåïåðåðâíiñòü çàäàíi iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà:

1) F (y) =

1∫
0

sgn(x− y) dx, 2) F (y) =

1∫
−1

√
x2 + y2 dx,

3) F (y) =

1∫
0

yf(x) dx

x2 + y2
, f(x) ∈ C[0;1], f(x) > 0, x ∈ [0; 1],

4) F (y) =

1∫
0

sin y
x

xy
dx, y ∈ (0; 1).

4. Çíàéòè F ′(y), ÿêùî:
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1) F (y) =

y2∫
y

e−yx2

dx, 2) F (y) =

y∫
0

ln(1 + xy)

x
dx, y > 0,

3) F (y) =

1∫
0

ln
√
x2 + y2 dx, 4) F (y) =

1∫
0

xy−1dx, y > 0,

5) F (y) =

y∫
0

(x− y) sinxy dx, 6) F (y) =

2+y∫
−2+y

sinxy

x
dx,

7) F (y) =

cos y∫
sin y

ey
√
1−x2

dx, 8) F (y) =

2∫
0

e−xy

√
x

sin
1

x
dx.

5. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë ïî çàäàíîìó âiäðiçêó âiä iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä

ïàðàìåòðà, òà âèçíà÷èòè, ÷è ìîæíà ïðè öüîìó çìiíþâàòè ïîðÿäîê iíòåãðóâà-

ííÿ:

1) F (y) =

1∫
0

cosxy

x+ y
dx, y ∈ [0; 1],

2) F (y) =

1∫
0

tg(xy)√
x2 + y2 + 1

dx, y ∈
[
− π

4
;
π

4

]
,

3) F (y) =

b∫
a

xydx, y ∈ [0; 1], 0 < a < b,

4) F (y) =

1∫
y2

(x− 2y) dx, y ∈ [0; 1],

5) F (y) =

1∫
y

(x+ y) dx, y ∈ [0; 1],

6) F (y) =

1∫
0

y2 − x2

(x2 + y2)2
dx, y ∈ [0; 1].

6. Íåõàé Fn(x) =
1

π

1∫
0

cos(nφ− x sinφ)dφ � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ öiëîãî iíäå-

êñà n. Äîâåñòè, ùî:
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1) x2F ′′
n (x) + xF ′

n(x) + (x2 − n2)Fn(x) = 0, n ∈ Z,

2)

y∫
0

xF0(x)dx = yF1(y).

7. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
arctg x

x
=

1∫
0

dy

1 + x2y2
, x ̸= 0, îá÷èñëèòè

iíòåãðàë

1∫
0

arctg x

x
· dx√

1− x2
.

8. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà, ïðè a < b :

1)

1∫
0

sin
(
ln

1

x

)
· x

b − xa

lnx
dx, 2)

1∫
0

cos
(
ln

1

x

)
· x

b − xa

lnx
dx.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.5. Äîñëiäèìî íà ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòü {Fn(x)} ={ 1

1 + (1 + x
n)

n

}
. Çíàéäåìî ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ {Fn(x)} ïðè n→ ∞:

lim
n→∞

1

1 + (1 + x
n)

n
=

1

1 + ex
, äå x ∈ [0; 1].

Òîäi ∣∣∣∣ 1

1 + (1 + x
n)

n
− 1

1 + ex

∣∣∣∣ = |ex − (1 + x
n)

n|
(1 + ex)(1 + (1 + x

n)
n)

⩽

⩽
∣∣∣ex − (1 + x

n

)n∣∣∣ ⩽ sup
x∈[0;1]

∣∣∣ex − (1 + x

n

)n∣∣∣ = e−
(
1 +

1

n

)n
→ 0

ïðè n→ ∞ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0; 1].

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü lim
n→∞

sup
x∈[0;1]

∣∣∣ 1

1 +
(
1 + x

n

)n − 1

1 + ex

∣∣∣ = 0. Òîáòî

1

1 + (1 + x
n)

n

n→∞
⇒

x∈[0;1]

1

1 + ex
. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà, îòðèìà¹ìî:

lim
n→∞

Fn(x) = lim
n→∞

1∫
0

dx

1 + (1 + x
n)

n
=

1∫
0

lim
n→∞

dx

1 + (1 + x
n)

n
=

1∫
0

dx

1 + ex
=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ex = t, x1 = 0 x2 = 1,

x = ln t, t1 = 1, t2 = e

dx = dt
t ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
e∫

1

dt

t(1 + t)
=

e∫
1

(1
t
− 1

t+ 1

)
dt =

= (ln |t| − ln |t+ 1|)
∣∣∣e
1
= ln

e

e+ 1
+ ln 2 = ln

2e

e+ 1
. ▶

2.4. Áåç ïåðåâiðêè óìîâ âèêîíà¹ìî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðà-

ëà. Òîäi

lim
y→0

1∫
0

x

y2
e
−x2

y2 dx =

1∫
0

lim
y→0

x
y2

e
x2

y2

dx =

1∫
0

0 · dx = 0.

Ç iíøîãî áîêó:

lim
y→0

1∫
0

x

y2
e
−x2

y2 dx = lim
y→0

1

2

1∫
0

e
−x2

y2 d
(x2
y2

)
=

= lim
y→0

(
− 1

2
e
−x2

y2

)∣∣∣1
0
= −1

2
lim
y→0

(e
− 1

y2 − 1) =
1

2
.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â îáèäâîõ âèïàäêàõ, âiäðiçíÿþòüñÿ. Îòæå, çäiéñíè-

òè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà, íå

ìîæíà. ▶

4.7. Ôóíêöi¨ f(x, y) = ey
√
1−x2

i f ′y(x, y) =
√
1− x2ey

√
1−x2

¹ íåïåðåðâíèìè

â íåñêií÷åííîìó ïðÿìîêóòíèêó Π = {(x; y) : −1 ⩽ x ⩽ 1; y ∈ R}, ôóíêöi¨

α(y) = sin y, β(y) = cos y, α′(y) = cos y, β′(y) = − sin y ¹ íåïåðåðâíèìè íà

âñié ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë.

Îòæå, ìîæåìî âèêîðèñòàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä

ïàðàìåòðà, óçàãàëüíåíå ïðàâèëî Ëåéáíiöà. Òîäi

F ′(y) =
(cos y∫
sin y

ey
√
1−x2

dx
)′
y
=

cos y∫
sin y

√
1− x2ey

√
1−x2

dx−sin y ·ey| sin y|−cos y ·ey| cos y| =

= −(sin y · ey| sin y| + cos y · ey| cos y|) +
cos y∫

sin y

√
1− x2ey

√
1−x2

dx. ▶
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8.2. Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ â òî÷öi x = 0 íåâèçíà÷åíà, àëå ìà¹ ñêií÷åííó

ãðàíèöþ ïðè x→ +0, ðiâíó íóëþ, ÿêùî ïàðàìåòðè a i b ââàæàòè äîäàòíiìè.

Òîäi çàïèøåìî ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë ó âèãëÿäi

1∫
0

cos
(
ln

1

x

)
· x

b − xa

lnx
dx =

1∫
0

dx

b∫
a

xy cos
(
ln

1

x

)
dy

i äîîçíà÷èìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ òàê:

f(x, y) =

 xy cos(ln 1
x), 0 < x ⩽ 1, a ⩽ y ⩽ b,

0, x = 0, a ⩽ y ⩽ b.

Âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ â ïðÿìîêóòíèêó Π= {(x; y) : a⩽ x⩽ b, a⩽ y⩽ b}, òîìó

ìîæåìî çàñòîñóâàòè ïðàâèëî iíòåãðóâàííÿ iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìå-

òðà:
1∫

0

dx

b∫
a

xy cos
(
ln

1

x

)
dy =

b∫
a

dy

1∫
0

xy cos
(
ln

1

x

)
dx =

=

∣∣∣∣∣∣ x = e−t, x1 = 0, t1 = +∞,

dx = −e−tdt, x2 = 1, t2 = 0

∣∣∣∣∣∣ =
=

b∫
a

dy

0∫
+∞

e−ty(−e−t) cos t dt =

b∫
a

dy

+∞∫
0

e−t(y+1) cos t dt.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî âíóòðiøíié iíòåãðàë:

+∞∫
0

e−t(y+1) cos t dt = lim
b→+∞

b∫
0

e−t(y+1) cos t dt =

=

∣∣∣∣∣∣ u = e−t(y+1), dv = cos tdt,

du = −(y + 1)e−t(y+1)dt, v = sin t

∣∣∣∣∣∣ = lim
b→+∞

(
sin t e−t(y+1)

∣∣∣b
0
+

+(y + 1)

b∫
0

e−t(y+1) sin t dt
)
= lim

b→+∞
(y + 1)

b∫
0

e−t(y+1) sin t dt =

=

∣∣∣∣∣∣ u = e−t(y+1), dv = sin t dt,

du = −(y + 1)e−t(y+1)dt, v = − cos t

∣∣∣∣∣∣ =
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= lim
b→+∞

(
− (y + 1) cos t e−t(y+1)

∣∣∣b
0
− (y + 1)2

b∫
0

e−t(y+1) cos t dt
)
.

Çâiäñè lim
b→+∞

b∫
0

e−t(y+1) cos t dt =
y + 1

1 + (y + 1)2
.

Òîäi
b∫

a

dy

+∞∫
0

e−t(y+1) cos t dt =

b∫
a

y + 1

1 + (y + 1)2
dy =

=

∣∣∣∣∣∣ y + 1 = t, y1 = a, y2 = b,

y = t− 1, dy = dt, t1 = a+ 1, t2 = b+ 1

∣∣∣∣∣∣ =
b+1∫

a+1

t dt

t2 + 1
=

=
1

2
ln(t2 + 1)

∣∣∣b+1

a+1
=

1

2
ln
b2 + 2b+ 2

a2 + 2a+ 2
. ▶

�4.2. Íåâëàñíi iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà. Âëàñòèâîñòi

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà i ââå-

äåìî ïîíÿòòÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ.

Íåõàé f(x, y) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi {(x; y) ∈ R2 : x ∈ [a; +∞), y ∈ Y },

Y ⊂ R i äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y iñíó¹ iíòåãðàë

I(y) =

+∞∫
a

f(x, y)dx.

Iíòåãðàë I(y) íàçèâà¹òüñÿ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì ç âåðõíüîþ íå-

ñêií÷åííîþ ìåæåþ, çàëåæíèì âiä ïàðàìåòðà.

Çà îçíà÷åííÿì ìîæíà çàïèñàòè, ùî

+∞∫
a

f(x, y)dx = lim
t→+∞

t∫
a

f(x, y)dx.

Îòæå, iíòåãðàë F (t, y) =

t∫
a

f(x, y)dx ¹ ôóíêöi¹þ äâîõ çìiííèõ F (t, y).
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Íåâëàñíèé iíòåãðàë I(y) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì âiäíîñíî y

íà ìíîæèíi Y , ÿêùî F (t, y)
t→+∞
⇒
Y

I(y), òîáòî

(∀ε > 0)(∃t0 ⩾ a)(∀t > t0)(∀y ∈ Y ) :
{∣∣∣ t∫

a

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε

}
.

Çðîçóìiëî, ùî óìîâà F (t, y)
t→+∞
⇒
Y

I(y) ðiâíîñèëüíà óìîâi

lim
t→+∞

sup
y∈Y

∣∣∣ t∫
a

f(x, y)dx
∣∣∣ = 0.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi îçíàêè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, çà-

ëåæíîãî âiä ïàðàìåòðà.

Êðèòåðié Êîøi. Iíòåãðàë I(y) ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì âiäíîñíî y íà ìíî-

æèíi Y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(∀ε > 0)(∃t0 ⩾ a)(∀t′, t′′ ∈ (t0; +∞))(∀y ∈ Y ) :
{∣∣∣ t′′∫

t′

f(x, y)dx
∣∣∣ < ε

}
.

Îçíàêà Âåé¹ðøòðàñà. Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ [a; +∞) òà y ∈ Y

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |f(x, y)| ⩽ φ(x) i iíòåãðàë

+∞∫
a

φ(x)dx � çáiæíèé.

Òîäi I(y) =

+∞∫
a

f(x, y)dx ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì âiäíîñíî y íà ìíîæèíi Y.

Îçíàêà Äiðiõëå. Íåõàé ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ f(x, y) òà g(x, y) âèçíà÷åíi

íà ìíîæèíi {(x; y) : a ⩽ x < +∞, y ∈ Y }, ïðè÷îìó:

1) iíòåãðàë

t∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî îáìåæåíèé, òîáòî

(∃K > 0)(∀t > a)(∀y ∈ Y ) :
{∣∣∣ t∫

a

f(x, y)dx
∣∣∣ ⩽ K

}
,

2) äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ g(x, y) ìîíîòîííà íà [a; +∞) i

g(x, y)
x→+∞
⇒
Y

0. Òîäi iíòåãðàë

+∞∫
a

f(x, y) · g(x, y)dx ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì

âiäíîñíî y íà Y.
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Îçíàêà Àáåëÿ. Íåõàé ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ f(x, y) òà g(x, y) âèçíà÷åíi

íà ìíîæèíi {(x; y) : a ⩽ x < +∞, y ∈ Y }, ïðè÷îìó:

1) iíòåãðàë

t∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé âiäíîñíî y íà ìíîæèíi Y,

2) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ g(x, y) ìîíîòîííà ïî çìiííié x íà [a; +∞)

i ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà [a; +∞)× Y, òîáòî

(∃M > 0)(∀x ⩾ a)(∀y ∈ Y ) : {|g(x, y)| ⩽M}.

Òîäi

+∞∫
a

f(x, y) · g(x, y)dx ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì âiäíîñíî y íà ìíîæèíi Y.

Âëàñòèâîñòi íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ, çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðà.

1. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Íåõàé:

1) äëÿ äîâiëüíîãî b > a f(x, y)
y→y0
⇒
[a,b]

g(x), äå y0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè

Y,

2) iíòåãðàë I(y) =

+∞∫
a

f(x, y) dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé âiäíîñíî y íà ìíî-

æèíi Y. Òîäi

lim
y→y0

I(y) = lim
y→y0

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

g(x)dx.

2. Íåïåðåðâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà. Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà [a; +∞)× [c; d],

2) iíòåãðàë I(y) =

+∞∫
a

f(x, y) dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà âiäðiçêó [c; d]. Òîäi

iíòåãðàë I(y) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà [c; d].

3. Iíòåãðîâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà. Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà [a; +∞)× [c; d],

2) iíòåãðàë I(y) =

+∞∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé íà âiäðiçêó [c; d]. Òîäi

I(y) ¹ iíòåãðîâíîþ ôóíêöi¹þ íà [c; d], ïðè÷îìó
d∫

c

I(y)dy =

d∫
c

dy

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy.
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4. Äèôåðåíöiéîâíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà. Íåõàé:

1) ôóíêöi¨ f(x, y) òà f ′y(x, y) íåïåðåðâíi íà [a; +∞)× [c; d],

2) iíòåãðàë I(y) =

+∞∫
a

f(x, y)dx çáiæíèé äëÿ âñiõ y ∈ [c; d],

3) iíòåãðàë

+∞∫
a

f ′y(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé âiäíîñíî y íà [c; d]. Òîäi

ôóíêöiÿ I(y) äèôåðåíöiéîâíà íà [c; d], ïðè÷îìó

I ′(y) =
d

dy

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

f ′y(x, y)dx.

5. Ïåðåñòàíîâêà iíòåãðàëiâ. Íåõàé:

1) ôóíêöiÿ f(x, y) íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi [a; +∞)× [c; +∞),

2) äëÿ äîâiëüíîãî η > c iíòåãðàë F (y) =

+∞∫
a

f(x, y)dx ðiâíîìiðíî çáiæíèé

âiäíîñíî y íà [c; η],

3) äëÿ äîâiëüíîãî b > a iíòåãðàë Φ(x) =

+∞∫
c

f(x, y)dy ðiâíîìiðíî çáiæíèé

âiäíîñíî x íà [a; b],

4) çáiæíèé õî÷ îäèí iç ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ
+∞∫
c

dy

+∞∫
a

|f(x, y)|dx,
+∞∫
a

dx

+∞∫
c

|f(x, y)|dy.

Òîäi çáiæíèìè i ðiâíèìè ¹ iíòåãðàëè

+∞∫
c

F (y)dy i

+∞∫
a

Φ(x)dx, òîáòî

+∞∫
c

dy

+∞∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
a

dx

+∞∫
c

f(x, y)dy.

Ôóíêöiþ I(y) =

b∫
a

f(x, y)dx, äå f(x, y) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi [a; b)×Y i

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ f(x, y) → +∞ ïðè x→ a+0, íàçè-

âà¹òüñÿ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì âiä íåîáìåæåíî¨ ôóíêöi¨, çàëåæíèì

âiä ïàðàìåòðà.
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Çà äîïîìîãîþ çàìiíè x = a +
1

t
öåé iíòåãðàë çâîäèòüñÿ äî íåâëàñíîãî

iíòåãðàëà iç íåñêií÷åííîþ ìåæåþ, òîáòî:

I(y) =

b∫
a

f(x, y)dx =

+∞∫
1

b−a

f
(
a+

1

t
, y
)
· dt
t2
.

Òîäi íà öåé iíòåãðàë ìîæóòü áóòè ïîøèðåíi îñíîâíi òåîðåìè ïðî ãðàíè-

÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, ïðî óìîâè éîãî íåïåðåðâíîñòi,

ïðî iíòåãðîâíiñòü òà äèôåðåíöiéîâíiñòü çà ïàðàìåòðîì.

Iíòåãðàë âèäó

+∞∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

f(x, y)dx+

+∞∫
b

f(x, y)dx,

äå ïåðøèé äîäàíîê ¹ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì âiä íåîáìåæåíî¨ ôóíêöi¨, íàçèâà-

¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì , ÿêùî ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ îáèäâà iíòåãðàëè.

Âïðàâè

1. Äîñëiäèòè íà ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ó âêàçàíèõ iíòåðâàëàõ íåâëàñíi ií-

òåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà:

1)

+∞∫
0

sin(xy)

x
√
x

dx, 0 < y ⩽ A, 2)

+∞∫
1

y sinx

x(y + 1)
· arctg(xy) dx, 0<y<+∞,

3)

+∞∫
1

x cos(x2 + y)

x+ y
dx, y > 0, 4)

+∞∫
1

arctg x

yxy
dx, 1 < y < +∞,

5)

1∫
0

xy−1 ln(1− x)dx, y > 0, 6)

1∫
0

ln(x+
√
1 + x2)

xy
dx, −∞ < y < 2,

7)

1∫
0

y cos
1

x2
dx, −∞ < y < +∞, 8)

+∞∫
0

dx

(x− y)2 + 1
, 0 ⩽ y < +∞,

9)

+∞∫
0

sinx

x
· e−yxdx, 0 ⩽ y < +∞, 10)

+∞∫
1

lny x

x
√
x
dx, 0 ⩽ y ⩽ 10,



�4.2. Íåâëàñíi iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà. Âëàñòèâîñòi 179

11)

+∞∫
0

√
ye−yx2

dx, 0 ⩽ y < +∞, 12)

+∞∫
0

e−y2(1+x2) sin y dx,−∞ < y < +∞,

13)

+∞∫
0

sinx2

1 + xy
dx, y ⩾ 0, 14)

1∫
0

xy√
1− x2

dx, 0 ⩽ y < +∞,

15)

1∫
0

sin
1

x
· dx
xy
, 0 < y < 2, 16)

+∞∫
−∞

cosxy

1 + x2
dx, −∞ < y < +∞,

17)

2∫
0

xydx
3
√

|x− 1|(x− 2)2
, |y| < 1

2
, 18)

1∫
0

sinxy√
|x− y|

dx, 0 ⩽ y ⩽ 1.

2. Äîñëiäèòè íà íåïåðåðâíiñòü ó âêàçàíèõ ïðîìiæêàõ íàñòóïíi ôóíêöi¨:

1) I(y) =

+∞∫
0

x dx

2 + xy
, y > 2,

2) I(y) =

+∞∫
1

cosx

xy
dx, y > 0,

3) I(y) =

+∞∫
0

e−(x−y)2dx, −∞ < y < +∞,

4) I(y) =

+∞∫
0

sin(1− y2)x

x
dx, −∞ < y < +∞,

5) I(y) =

π∫
0

sinx

xy(π − x)y
dx, 0 < y < 2,

6) I(y) =

+∞∫
0

ye−xy2dx, −∞ < y < +∞,

7) I(y) =

+∞∫
0

e(x+y)2dx√
x+

√
y + 1

, 1 ⩽ y ⩽ 2,

8) I(y) =

1∫
0

ln(xy)√
x+ y

dx, y ⩾ 1.
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3. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè äèôåðåíöiþâàííÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ, çàëå-

æíèõ âiä ïàðàìåòðà, îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
0

e−αx2 − e−βx2

x
dx, α > 0, β > 0,

2)

+∞∫
0

(e−αx − e−βx

x

)2
dx, α > 0, β > 0,

3)

+∞∫
0

e−αx − e−βx

x
sinmxdx, α > 0, β > 0,

4)

+∞∫
0

e−αx − e−βx

x
cosmxdx, α > 0, β > 0,

5)

1∫
0

ln(1− α2x2)

x2
√
1− x2

dx, |α| ⩽ 1,

6)

1∫
0

ln(1− α2x2)√
1− x2

dx, |α| ⩽ 1,

7)

+∞∫
1

arctgαx

x2
√
x2 − 1

dx, −∞ < α < +∞,

8)

+∞∫
0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx, −∞ < α, β < +∞,

9)

+∞∫
0

arctgαx arctg βx

x2
dx, −∞ < α, β < +∞,

10)

+∞∫
0

ln(1 + α2x2) ln(1 + β2x2)

x4
dx, −∞ < α, β < +∞.

4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
1√
x

=
2√
π

+∞∫
0

e−xy2dx, x > 0, îá÷èñëèòè

iíòåãðàëè Ôðåøå:
+∞∫
0

sinx2dx =
1

2

+∞∫
0

sinx√
x
dx,
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+∞∫
0

cosx2dx =
1

2

+∞∫
0

cosx√
x
dx.

5. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò, îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

1)

+∞∫
−∞

sin(ax2 + 2bx+ c) dx, a ̸= 0,

2)

+∞∫
0

sinx2 cos 2ax dx, 3)

+∞∫
0

cosx2 cos 2ax dx.

6. Äîâåñòè ôîðìóëè:

1)

+∞∫
0

cosαx

a2 − x2
dx =

π

2a
sinαa, 2)

+∞∫
0

x sinαx

a2 − x2
dx = − π

2a
cosαa.

7. Çíàéòè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà F (p) =

+∞∫
0

e−ptf(t)dt, p > 0, äëÿ ôóíêöi¨

f(t), ÿêùî:

1) f(t) = tn, n ∈ N, 2) f(t) = eat,

3) f(t) =
√
t, 4) f(t) = cos t,

5) f(t) = sin 2t, 6) f(t) = te−at,

7) f(t) =
1− e−t

t
, 8) f(t) = sinα

√
t.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.17. Îöiíèìî ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ
xy

3
√

|x− 1|(x− 2)2
:

0 ⩽
xy

3
√
|x− 1|(x− 2)2

⩽


1√

x 3
√

|x−1|(x−2)2
, 0 < x < 1,

√
x

3
√

|x−1|(x−2)2
, 1 < x < 2.

Òîäi
2∫

0

xydx
3
√
|x− 1|(x− 2)2

⩽

1
2∫

0

dx
√
x 3
√

|x− 1|(x− 2)2
+
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+

1∫
1
2

dx
√
x 3
√

|x− 1|(x− 2)2
+

3
2∫

1

√
xdx

3
√
|x− 1|(x− 2)2

+

2∫
3
2

√
xdx

3
√

|x− 1|(x− 2)2
.

Äîñëiäèìî êîæåí iç ÷îòèðüîõ îòðèìàíèõ iíòåãðàëiâ íà çáiæíiñòü.

Çà îçíàêîþ Êîøi äëÿ êîæíî¨ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî:

lim
x→+0

1√
x 3
√

|x−1|(x−2)2

1
xλ

=
∣∣∣λ =

1

2

∣∣∣ = lim
x→+0

1
3
√
|x− 1|(x− 2)2

=
1
3
√
4
,

lim
x→1−0

1√
x 3
√

|x−1|(x−2)2

1
(1−x)λ

=
∣∣∣λ =

1

3

∣∣∣ = lim
x→1−0

1
√
x 3
√

(x− 2)2
= 1,

lim
x→1+0

√
x

3
√

|x−1|(x−2)2

1
(x−1)λ

=
∣∣∣λ =

1

3

∣∣∣ = lim
x→1+0

√
x

3
√
(x− 2)2

= 1,

lim
x→2−0

√
x

3
√

|x−1|(x−2)2

1
(2−x)λ

=
∣∣∣λ =

2

3

∣∣∣ = lim
x→2−0

√
x

3
√
x− 1

=
√
2.

Îñêiëüêè âñi λ < 1, òî çà îçíàêîþ Êîøi âñi ÷îòèðè íåâëàñíèõ iíòåãðàëè ¹

çáiæíèìè.

Òîäi çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàñà çàäàíèé iíòåãðàë ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì ïðè

|y| ⩽ 1

2
. ▶

2.5. Íåõàé 0 < ε ⩽ y ⩽ 2 − ε < 2. Òîäi, ðîçáèâàþ÷è iíòåãðàë íà òðè

iíòåãðàëè, i îöiíþþ÷è ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ, îòðèìó¹ìî:

I(y)=

π∫
0

sinx

xy(π − x)y
dx<

1∫
0

dx

xy−1(π − x)y
+

π−1∫
1

dx

xy(π − x)y
+

π∫
π−1

dx

xy(π − x)y−1
⩽

⩽

1∫
0

dx

x1−ε
+ π − 2 +

π∫
π−1

dx

(π − x)1−ε
.

Çà îçíàêîþ Êîøi îáèäâà iíòåãðàëè ñïðàâà çáiãàþòüñÿ. Òîäi çà îçíàêîþ Âåé¹ð-

øòðàñà ïî÷àòêîâèé iíòåãðàë ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ ïðè ε ⩽ y ⩽ 2− ε.

Ôóíêöiÿ f(x, y) =
sinx

xy(π − x)y
â îáëàñòi

{(x, y) ∈ R2 : 0 < x < π, ε ⩽ y ⩽ 2− ε}
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¹ íåïåðåðâíîþ. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïà-

ðàìåòðà, îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ I(y) =

π∫
0

sinx

xy(π − x)y
dx ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè

ε ⩽ y ⩽ 2 − ε. Çâiäñè, â ñèëó äîâiëüíîñòi âèáîðó ε > 0, âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ

íà iíòåðâàëi 0 < y < 2. ▶

3.7. Ôóíêöi¨ f(x, α) =
arctgαx

x2
√
x2 − 1

, f ′α(x, α) =
1

x(1 + α2x2)
√
x2 − 1

íåïå-

ðåðâíi â îáëàñòi {(x, α) ∈ R2 : 1 < x < +∞, −∞ < α < +∞}. Äîñëiäèìî ií-

òåãðàëè

+∞∫
1

arctgαx

x2
√
x2 − 1

dx òà

+∞∫
1

dx

x(1 + α2x2)
√
x2 − 1

íà ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü.

Îñêiëüêè

| arctgαx|
x2
√
x2 − 1

⩽
π

2x2
√
x2 − 1

,
1

x(1 + α2x2)
√
x2 − 1

⩽
1

x
√
x2 − 1

,

òà iíòåãðàëè
π

2

+∞∫
1

dx

x2
√
x2 − 1

,

+∞∫
1

dx

x
√
x2 − 1

çáiãàþòüñÿ, òî çà îçíàêîþ Âåé¹ð-

øòðàñà äîñëiäæóâàíi iíòåãðàëè ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèìè.

Òîäi çà âëàñòèâiñòþ äèôåðåíöiþâàííÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, çàëåæíîãî

âiä ïàðàìåòðà, ìà¹ìî

I ′(α) =

+∞∫
1

dx

x(1 + α2x2)
√
x2 − 1

= lim
b→+∞

b∫
1

dx

x(1 + α2x2)
√
x2 − 1

=

=

∣∣∣∣∣∣ x = ch t, x1 = 1, x2 = b,

dx = sh t dt, t1 = 0, t2 = arch b

∣∣∣∣∣∣ = lim
b→+∞

arch b∫
0

sh t dt

ch t(1 + α2 ch2 t) sh t
=

= lim
b→+∞

arch b∫
0

dt

ch t(1 + α2 ch2 t)
=
π

2

(
1− |α|√

1 + α2

)
.

Çâiäñè I(α) =
π

2
(α−

√
1 + α2) + C, ïðè α ⩾ 0.

Îñêiëüêè I(0) = 0, òî C =
π

2
. Îòæå, I(α) =

π

2
(α + 1 −

√
1 + α2). Àíà-

ëîãi÷íî ïðè α ⩽ 0 ìà¹ìî I(α) =
π

2
(−α +

√
1 + α2) + C. Òîäi C = −π

2
i I(α) = −π

2
(1 + α −

√
1 + α2). Îòæå, I(α) =

π

2
(1 + α −

√
1 + α2) sgnα,

−∞ < α < +∞. ▶
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7.7. Çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çàïèøåìî

F (p) =

+∞∫
0

1− e−t

t
· e−ptdt =

+∞∫
0

e−pt − e−(p+1)t

t
dt =

+∞∫
0

e−pt

t
dt+

+∞∫
0

e−(p+1)t

t
dt.

Çâiäñè, ÿêùî p > 0 i A > 0, òî

+∞∫
A

e−pt

t
dt =

∣∣∣∣∣∣ pt = x, t1 = A, t2 = +∞,

dt = dx
p , x1 = Ap, x2 = +∞

∣∣∣∣∣∣ =
+∞∫
Ap

e−x

x
dx,

+∞∫
A

e−(p+1)t

t
dt =

∣∣∣∣∣∣(p+ 1)t = x, t1 = A, t2 = +∞,

dt = dx
p+1 , x1 = A(p+ 1), x2 = +∞

∣∣∣∣∣∣ =
+∞∫

A(p+1)

e−x

x
dx.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî A > 0 i p > 0 îòðèìà¹ìî

+∞∫
0

e−pt

t
dt+

+∞∫
0

e−(p+1)t

t
dt =

+∞∫
Ap

e−x

x
dx−

+∞∫
A(p+1)

e−x

x
dx =

=

A(p+1)∫
Ap

e−x

x
dx = e−ξ ln

p+ 1

p
, Ap ⩽ ξ ⩽ A(p+ 1).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) = e−x ¹ íåïåðåðâíîþ, òî lim
A→+0

e−ξ = 1. Îòæå,

lim
A→+0

+∞∫
A

1− e−t

t
· e−ptdt = ln

p+ 1

p
. ▶

�4.3. Iíòåãðàëè Åéëåðà

Iíòåãðàëîì Åéëåðà I-ãî ðîäó àáî áåòà-ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ iíòå-

ãðàë

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1− x)β−1dx.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî â öüîìó iíòåãðàëi α < 1 i β < 1, òî B(α, β) áóäå

íåâëàñíèì, ïðè÷îìó ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ äâi îñîáëèâi òî÷êè x = 0 i

x = 1.
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Iíòåãðàëîì Åéëåðà II-ãî ðîäó àáî ãàìà-ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ iíòå-

ãðàë

Γ(α) =

+∞∫
0

xα−1e−xdx.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè α < 1 iíòåãðàë Γ(α) ìà¹ äâi îñîáëèâi òî÷êè x = 0 i

x = +∞.

Ðîçãëÿíåìî ðÿä âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ Åéëåðà I-ãî i II-ãî ðîäó, ÿêi áóäå-

ìî çàñòîñîâóâàòè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü.

1. Ôóíêöiÿ Γ(α) ¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ âñiõ α ∈ (0;+∞).

2. Ôóíêöiÿ Γ(α) ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó ïðè

α ∈ (0;+∞), ïðè÷îìó

Γ(n)(α) =

+∞∫
0

xα−1 lnn x e−xdx.

3. Ôîðìóëà çâåäåííÿ äëÿ ãàìà-ôóíêöi¨. Äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 âèêî-

íó¹òüñÿ ôîðìóëà

Γ(α + 1) = αΓ(α),

çîêðåìà Γ(n+ 1) = n! ïðè n ∈ N.

4. Ôóíêöiÿ B(α, β) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè α ∈ (0;+∞), β ∈ (0;+∞), ïðè÷î-

ìó ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü

B(α, β) =

+∞∫
0

xα−1

(1 + x)α+β
dx.

5. Ôóíêöiÿ B(α, β) ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó ïðè α > 0,

β > 0.

6. Ôóíêöiÿ B(α, β) ¹ ñèìåòðè÷íîþ, òîáòî

B(α, β) = B(β, α)

äëÿ âñiõ α > 0, β > 0.
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7. Ôîðìóëà çâåäåííÿ äëÿ áåòà-ôóíêöi¨. Äëÿ äîâiëüíèõ α > 0, β > 0

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

B(α + 1, β) =
α

α + β
B(α, β),

çîêðåìà

B(m,n) =
(n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!
, m, n ∈ N.

8. Ñïiââiäíîøåííÿ Åéëåðà. Äëÿ ãàìà-ôóíêöi¨ òà áåòà-ôóíêöi¨ ñïðàâå-

äëèâà ôîðìóëà

B(α, β) =
Γ(α) · Γ(β)
Γ(α + β)

.

9. Ôîðìóëà äîïîâíåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ (0; 1) âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

B(α, 1− α) = Γ(α) · Γ(1− α) =
π

sin πα
,

çîêðåìà B
(1
2
,
1

2

)
= Γ2

(1
2

)
= π.

10. Ôîðìóëà Ëåæàíäðà. Äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Γ(α) · Γ
(
α +

1

2

)
=

√
π

22α−1
Γ(2α).

11. Ôîðìóëà Ãàóññà. Äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 cïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ

Γ(α) · Γ
(
α +

1

n

)
· . . . · Γ

(
α +

n− 1

n

)
=

(2π)
n−1
2

nnα−
1
2

Γ(nα), n ∈ N.

12. Ôîðìóëà Ñòiðëiíãà. Äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

ln Γ(α) = ln
√
2π +

(
α− 1

2

)
lnα− α +

θ

12α
, 0 < θ < 1.

Âïðàâè

1. Çàïèñàòè ÷åðåç ãàìà- àáî áåòà-ôóíêöi¨ çàäàíi iíòåãðàëè:

1)

1∫
0

√
x− x2 dx, 2)

2∫
0

x2
√
4− x2 dx,
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3)

+∞∫
0

x2ne−x2

dx, 4)

1∫
0

(
ln

1

x

)α

dx, α > −1,

5)

+∞∫
0

xαe−xβ

dx, α > −1, β > 0, 6)

1∫
0

dx
n
√
1− xn

, n > 1,

7)

1∫
0

xp−1(1− xm)q−1dx, p, q,m > 0, 8)

π
2∫

0

sinx−1 t dt, x > 0,

9)

π
2∫

0

cosx−1 t dt, x > 0, 10)

π
2∫

0

tgx t dt, |x| < 1,

11)

π
2∫

0

sinx−1 t cosy−1 t dt, x, y > 0, 12)

π∫
0

dt√
3− cos t

,

13)

π∫
0

sinn−1 t

(1−k sin t)n
dt, 0 < k < 1, n∈N, 14)

+∞∫
0

4
√
x

(1 + x)2
dx,

15)

π∫
0

sinn−1 t

(1+k cos t)n
dt, 0 < k < 1, n∈N, 16)

1∫
0

xα−1 − x−α

1− x
dx, 0<α<1,

17)

+∞∫
0

xm−1

1 + xn
dx, n > m > 0, 18)

1∫
0

xα−1

(1 + x)2
dx, 0<α<2,

19)

+∞∫
0

xα lnx

1 + x2
dx, |α| < 1, 20)

+∞∫
0

xα−1 − xβ−1

(1 + x) lnx
dx.

2. Äîâåñòè ðiâíîñòi:

1)

1∫
0

dx√
1− x4

·
1∫

0

x2dx√
1− x4

=
π

4
,

2)

+∞∫
0

e−x4

dx ·
+∞∫
0

x2e−x4

dx =
π

8
√
2
,

3)
1

αβ
=

1

Γ(β)

+∞∫
0

tβ−1e−αtdt, α > 0, β > 0,



188 Ðîçäië IV. Iíòåãðàëè, çàëåæíi âiä ïàðàìåòðà

4) lim
n→+∞

+∞∫
0

e−xn

dx = 1,

5) lim
α→+∞

√
α · Γ

(
α + 1

2

)
Γ(α + 1)

= 1,

6) lim
β→+∞

βα · Γ(α) · Γ(β)
Γ(α + β)

= Γ(α).

3. Ïîêàçàòè, ùî ç ôîðìóëè Ñòiðëiíãà äëÿ ãàìà-ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ôîðìóëà

Ñòiðëiíãà äëÿ n! :

n! =
√
2πn ·

(n
e

)n
e

θ
12n , 0 < θ < 1, n ∈ N.

4. Îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ñòiðëiíãà:

1) lg 100!, 2) (2n− 1)!!, 3) 2015!!, 4) (204)!!,

5)
101!!

102!!
, 6)

1∫
0

(1− x2)50dx, 7)

2π∫
0

sin200 x dx, 8) lim
n→+∞

n2
√
n!,

9) lim
n→+∞

n
n
√
n!
, 10) lim

n→+∞

lnn!

lnnn
.

Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âïðàâ

1.15. Â iíòåãðàëi

π∫
0

sinn−1 t dt

(1 + k cos t)n
ïðîâåäåìî çàìiíó x = tg t

2 . Òîäi

π∫
0

sinn−1 t dt

(1 + k cos t)n
=

∣∣∣∣∣∣ x = tg t
2 , cos t = 1−x2

1+x2 , t1 = 0, x1 = 0,

sin t = 2x
1+x2 , dt = 2 dx

1+x2 , t2 = π, x2 = +∞

∣∣∣∣∣∣ =
= 2n

+∞∫
0

xn−1dx(
1 + k · 1−x2

1+x2

)n
(1 + x2)n

= 2n
+∞∫
0

xn−1dx

(1 + k + x2(1− k))n
=

=
2n

(1 + k)n

+∞∫
0

xn−1dx(
1 + x2 · 1−k

1+k

)n =

∣∣∣∣∣∣ x
√

1−k
1+k =

√
t,

dx =
√

1+k
1−k ·

1
2
√
t
dt

∣∣∣∣∣∣ =
=

2n

(1 + k)n

+∞∫
0

t
n−1
2

(
1+k
1−k

)n−1
2 ·
(
1+k
1−k

) 1
2 · 1

2t
1
2
dt

(1 + t)n
=

2n−1

(1− k2)
n
2

+∞∫
0

t
n
2−1

(1 + t)n
dt =
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=
2n−1

(1− k2)
n
2

B
(n
2
,
n

2

)
=

2n−1

(1− k2)
n
2

·
Γ2
(
n
2

)
Γ(n)

=
2n−1Γ2

(
n
2

)
(1− k2)

n
2 (n− 1)!

ïðè n ∈ N, 0 < k < 1. ▶

1.19. Â iíòåãðàëi

+∞∫
0

xα lnx

1 + x2
dx ââåäåìî çàìiíó t = x2. Òîäi

+∞∫
0

xα lnx

1 + x2
dx =

∣∣∣∣∣∣ x = t
1
2 , x1 = 0, x2 = +∞,

dx = dt
2
√
t
, t1 = 0, t2 = +∞

∣∣∣∣∣∣ = 1

4

+∞∫
0

t
α
2 ln t

t
1
2 (1 + t)

dt =

=
1

4

+∞∫
0

t
α−1
2 ln t

1 + t
dt =

1

4

+∞∫
0

t
α+1
2 −1 ln t

1 + t
dt.

Îñêiëüêè äëÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëà âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

( +∞∫
0

t
α+1
2 −1

1 + t
dt
)′
α
=

(
B
(α + 1

2
, 1− α + 1

2

))′

α

=
1

2

+∞∫
0

t
α+1
2 −1 ln t

1 + t
dt =

=
(
Γ
(α + 1

2

)
· Γ
(
1− α + 1

2

))′
α
=
( π

sin α+1
2 π

)′
α
= −

π2 cos α+1
2 π

2 sin2 α+1
2 π

,

òîáòî
+∞∫
0

t
α+1
2 −1 ln t

1 + t
dt = −

π2 cos α+1
2 π

2 sin2 α+1
2 π

,

òî
+∞∫
0

xα lnx

1 + x2
dx = −1

4
·
π2 cos α+1

2 π

2 sin2 α+1
2 π

=
π2

8
·
sin απ

2

cos2 απ
2

. ▶

2.3. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ãàìà-ôóíêöi¨, ïåðåòâîðèìî ëiâó ÷àñòèíó

ðiâíîñòi. Íåõàé α > 0, β > 0. Òîäi

1

Γ(β)

+∞∫
0

tβ−1e−αtdt =

∣∣∣∣∣∣αt = z, dt = dz
α

t = z
α ,

∣∣∣∣∣∣ = 1

Γ(β)

+∞∫
0

( z
α

)β−1

e−z · dz
α

=

=
1

Γ(β)
· 1

αβ

+∞∫
0

zβ−1e−zdz =
1

Γ(β)
· 1

αβ
· Γ(β) = 1

αβ
.

Ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ▶
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4.6. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî iíòåãðàë:

1∫
0

(1− x2)50dx =

∣∣∣∣∣∣ x =
√
t, t1 = 0,

dx = dt
2
√
t
, t2 = 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

2

1∫
0

t−
1
2 (1− t)50dt =

1

2
·B
(1
2
, 51
)
.

Çà ñïiââiäíîøåííÿì Åéëåðà îòðèìà¹ìî:

1

2
·B
(1
2
, 51
)
=

1

2
·
Γ
(
1
2

)
· Γ(51)

Γ
(
51 + 1

2

) =

=
1

2
·

50! · Γ
(
1
2

)
101
2 · 99

2 · . . . · 3
2 ·

1
2 · Γ

(
1
2

) = 50! · 250

101!!
=

(50! · 250)2

101!
.

Òîäi çà ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà îòðèìà¹ìî

1∫
0

(1− x2)50dx =
(50! · 250)2

101!
=

(√
2π · 50 ·

(
50
e

)50
e

θ
600 · 250

)2
√
2π · 101 ·

(
101
e

)101
e

θ
101·12

=

=
2101 · 50101 · πe√
202π · 101101

· e(
1

300−
1

1212 )θ ≈ 0, 1241 · e0,0025. ▶
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