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1 Âñòóï

1.1 Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Íåñêií÷åííîâèìiðíèé ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç ÿê ñàìîñòiéíèé ðîçäië ìà-

òåìàòèêè ñôîðìóâàâñÿ íà ðóáåæi XIX i XX ñò. Ó öåé ïåðiîä âiäáóëàñÿ êðèñòà-

ëiçàöiÿ iäåé i ìåòîäiâ, ÿêi ïîâiëüíî íàêîïè÷óâàëèñÿ ïðîòÿãîì XIX ñòîëiòòÿ.

Äîñëiäæåííÿ êîíöåïöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ òà ãîëîìîðôíèõ âiäîáðàæåíü â íå-

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ðîçïî÷àëîñÿ ó òîé ÷àñ, êîëè òàêi iäå¨ òà òåîði¨,

ÿê ïîâíà ïîõiäíà, òîïîëîãiÿ òî÷êîâèõ ìíîæèí òà íîðìîâàíi ëiíiéíi ïðîñòîðè

áóëè ùå â çàðîäêîâîìó ñòàíi. Êðiì òîãî, ïîøóê ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòü ó

íåñêií÷åííîìiðíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ÷èñëåííi ñòèìóëþâàâ çíà÷íó ÷àñòèíó

ðîáîòè, ÿêà ïðèçâåëà äî ðîçâèòêó òåîði¨, ÿêó ìè òåïåð çíà¹ìî ÿê ôóíêöiî-

íàëüíèé àíàëiç.

Çàãàëüíîâèçíàíî, ùî îäèí ç ïåðøèõ êðîêiâ ó ñòâîðåííi íåñêií÷åííîâè-

ìiðíîãî àíàëiçó áóâ çðîáëåíèé Â. Âîëüòåððà â 1887 ð. Ó ñåði¨ ïðèìiòîê, ÿêà

ïiçíiøå ïåðåòâîðèëàñÿ íà êíèãó [81], âií ðîçðîáèâ òåîðiþ ñêàëÿðíîçíà÷íèõ

äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði C[a, b] i îòðèìàâ ðîçêëàä Òåéëîðà

äëÿ äiéñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â C[a, b].

Íàñòóïíèé êðîê áóâ çðîáëåíèé Ã. ôîí Êîõîì [55] ó 1899 ð., ÿêèé îçíà÷èâ

ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ i çàçíà÷èâ, ùî áàãàòî

ðåçóëüòàòiâ ç òåîði¨ n êîìïëåêñíèõ çìiííèõ ìîæíà ïðîäîâæèòè íà íåñêií÷åí-

íîâèìiðíi ïðîñòîðè.

Äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó ïðîäîâæèâ Ä. Ãiëüáåðò, ÿêèé ñïèðàâñÿ

íà ðîáîòè ôîí Êîõà ùîäî êâàäðàòè÷íèõ ôîðì äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

çìiííèõ, íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü òà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ

íåâiäîìèõ. Ãiëüáåðò îêðåñëèâ òåîðiþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié âiä íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ íà ìiæíàðîäíîìó êîíãðåñi â Ðèìi â 1908 ð. i îïóáëiêóâàâ

ñâî¨ ðåçóëüòàòè [49] â íàñòóïíîìó ðîöi.

Ïðîäîâæåííÿ iäåé ùîäî ïîíÿòü ãðàíèöi òà íåïåðåðâíîñòi, ÿêi íà òîé ÷àñ

âæå áóëè ñôîðìóëüîâàíi, çàâæäè âiäáóâàëîñÿ âiäíîñíî ñïåöiàëüíèõ îá'¹êòiâ,
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òàêèõ ÿê êðèâi, ïîâåðõíi àáî ôóíêöi¨. Ìîæëèâiñòü îçíà÷åííÿ òàêèõ ïîíÿòü

ó äîâiëüíié ìíîæèíi ¹ iäå¹þ, ùî áóëà âïåðøå âèñóíóòà Ì. Ôðåøå â 1904 ðî-

öi [30], i ðîçâèíóòà íèì ó éîãî çíàìåíèòié äèñåðòàöi¨ [31] 1906 ð. Âií ââiâ

ïîíÿòòÿ âiäñòàíi ìiæ åëåìåíòàìè äîâiëüíî¨ ìíîæèíè, ùî äîçâîëèëî óçàãàëü-

íèòè áiëüøiñòü ïîíÿòü ùîäî îêîëiâ, ãðàíèöi òà íåïåðåðâíîñòi ó ïðîñòîði Rn.

Îäíàê íàéáiëüøà çàñëóãà Ì. Ôðåøå ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií àêöåíòóâàâ óâàãó

íà òðüîõ ïîíÿòòÿõ, ÿêi âiäiãðàëè ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü ó âñüîìó ïîäàëüøîìó

ðîçâèòêó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó: êîìïàêòíîñòi, ïîâíîòi òà ñåïàðàáåëüíî-

ñòi.

Ð. Ãàòî [36], [37], íà âiäìiíó âiä Ì. Ôðåøå (ÿêèé âèâ÷àâ ëèøå äiéñíèé

âèïàäîê), çàéìàâñÿ ÿê äiéñíèì, òàê i êîìïëåêñíèì àíàëiçîì. Âií óòî÷íèâ òà

ïðîäîâæèâ ðîáîòè Ì. Ôðåøå òà Ä. Ãiëüáåðòà. Ó [37] âií îçíà÷èâ êîìïëå-

êñíi ïîëiíîìè i âiäìiòèâ ¨õ çâ'ÿçîê ç áiëiíiéíèìè i êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè,

âèçíà÷èâ ïîõiäíó "çà Ãàòî"òà äîâiâ ðiçíîìàíiòíi òåîðåìè çáiæíîñòi äëÿ ãî-

ëîìîðôíèõ ôóíêöié. Ð. Ãàòî òàêîæ âñòàíîâèâ âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïîõiäíèìè

ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ òà îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè ó ¨¨ ðîçêëàäi â ðÿä Òåéëîðà.

Ðîáîòè Ð. Ãàòî ñòîñóâàëèñÿ ïðîñòîðiâ Cb, C[a, b] i `2.

Âiäêðèòòÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà, à òàêîæ ãåîìåòðè÷íi òà òîïîëîãi÷íi ïîíÿ-

òòÿ, ââåäåíi Ôðåøå â àíàëiçi, ñïîíóêàëè íàñòóïíèêiâ Ãiëüáåðòà ïåðåêëàñòè

éîãî ðåçóëüòàòè ìîâîþ òîãî, ùî ìè çàðàç íàçèâà¹ìî ãiëüáåðòîâèì ïðîñòî-

ðîì, ïîâ'ÿçóþ÷è åâêëiäîâó ãåîìåòðiþ ç òåîði¹þ iíòåãðóâàííÿ.

Öå, ó ñâîþ ÷åðãó, ñïîíóêàëî Ô. Ðiñà â 1910�1913 ðð. ââåñòè ïðîñòîðè Lp i

`p äëÿ 1 < p < +∞, i âiäêðèòè ïðèðîäíó äóàëüíiñòü ìiæ ðiçíèìè ïðîñòîðàìè

Lp, Lq i `p, `q,
1
p + 1

q = 1.

Â 1920 ðîöi ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ Ñ. Áàíàõ îçíà÷èâ àêñiîìè ïîâíîòè íîðìî-

âàíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó (áàíàõîâîãî ïðîñòîðó). Íåçàëåæíî âiä Ñ. Áàíàõà,

òàêi ïðîñòîðè áóëè ââåäåíi Í. Âiíåðîì íà äåêiëüêà ìiñÿöiâ ïiçíiøå.

Ó 1923 ð. Í.Âiíåð [83] ïîìiòèâ, ùî iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi óçàãàëü-

íþ¹òüñÿ íà ãîëîìîðôíó ôóíêöi¨ îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ çi çíà÷åííÿìè ó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði, i â öüîìó âèïàäêó çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè áàãàòî
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êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, òàêèõ ÿê òåîðåìà Ìîðåðè, òåîðåìà Àáåëÿ òà òåîðåìà

ïðî ëèøêè.

Ïåðøà ìîíîãðàôiÿ ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó áóëà îïóáëiêîâàíà â 1931

ð. Öå "Operacje liniowe"Ñ. Áàíàõà, ÿêó ïåðåâèäàëè ó 1932 ðîöi ôðàíöóçüêîþ

ìîâîþ "Th�eorie des op�erations lin�eaires" [21]. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ñàì òåðìií

"ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç"ïî÷àâ âèêîðèñòîâóâàòèñÿ òiëüêè â 40-õ ðîêàõ.

Ñàì òåðìií "áàíàõiâ ïðîñòið"áóâ, éìîâiðíî, âïåðøå âèêîðèñòàíèé Ì.

Ôðåøå â 1928 ð. Íàçâà äóæå øâèäêî ñòàëà øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ìàòå-

ìàòèêàìè, îäíàê ñàì Ñ. Áàíàõ äî êiíöÿ ñâîãî æèòòÿ çàâæäè âèêîðèñòîâóâàâ

òåðìií "ïðîñòið òèïó B"íà ÷åñòü Ðåíå-Ëó¨ Áåðà.

Ó òðèäöÿòèõ ðîêàõ iíòåíñèâíå âèâ÷åííÿ àíàëiçó òà ãåîìåòði¨ â àáñòðà-

êòíèõ ïðîñòîðàõ ïðîâîäèëè À.Ä. Ìàéêë i éîãî ó÷íi Ð.Ñ. Ìàðòií, À.Õ. Êëiô-

ôîðä, I.Å. Õàéáåðã i À.Å. Òåéëîð. Â 1932 ð. Ð.Ñ. Ìàðòií [65] ðîçâèíóâ òåîðiþ

ãîëîìîðôíèõ âiäîáðàæåíü äëÿ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ çà äîïîìîãîþ ñòåïåíåâèõ

ðÿäiâ. Îñòàííié êðîê äî ïîòî÷íîãî îçíà÷åííÿ ãîëîìîðôíîãî âiäîáðàæåííÿ

ìiæ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè áóëî çðîáëåíî íåçàëåæíî Ë.Ì. Ãðåéâñîì [41] ó

1935 ð. òà A.E. Òåéëîðîì [76, 77] ó 1937 ð. Äàëi Òåéëîð óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó

Ðiìàíà ïðî óñóâíi ñèíãóëÿðíîñòi, òåîðåìó Ìiòòàãà-Ëåôôëåðà, òåîðåìó Ëióâi-

ëëÿ òà ðiâíÿííÿ Êîøi-Ðiìàíà. Âií òàêîæ çàóâàæèâ [76], ùî ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi íå ¹ åêâiâàëåíòíèì ðàäióñó àíàëiòè÷íîñòi, ùî â ñâîþ ÷åðãó, ñòàëî

ïåðøèì êðîêîì äî äîñëiäæåííÿ ðàäióñà îáìåæåíîñòi, ÿêèé çãîäîì îçíà÷èâ

Ë. Íàõáií [72]. Ó íàñòóïíié ñòàòòi [77], À.Å. Òåéëîð îáãîâîðþ¹ ðÿä öiêàâèõ

ïðèêëàäiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ `p i äà¹ óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè

Ãàðòîãñà ïðî íàðiçíó àíàëiòè÷íiñòü.

Ô. Ðiñ, éìîâiðíî, áóâ ïåðøèì ìàòåìàòèêîì, ÿêèé ðîçãëÿäàâ àëãåáðó

L(E) óñiõ íåïåðåðâíèõ åíäîìîðôiçìiâ ñåïàðàáåëüíîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòî-

ðó B ç íîðìîþ, ÿêó ïiçíiøå ñòàëè íàçèâàòè éîãî ñèëüíîþ òîïîëîãi¹þ. Çãîäîì

âií ââiâ ïîíÿòòÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â çàãàëüíié ôîðìi, à ôîí Íåéìàí

ïî÷àâ áiëüø äåòàëüíå âèâ÷åííÿ àëãåáðè L(E) òà ¨¨ ïiäàëãåáð. Âií ïðåäñòàâèâ

ñëàáêó òîïîëîãiþ íà L(E) òà ïîíÿòòÿ êîìóòàíòà ïiäìíîæèíè öi¹¨ àëãåáðè. Âií
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çîñåðåäèâ ñâié iíòåðåñ íà ïiäàëãåáðàõ L(E) (ïiçíiøå íàçâàíi iíâîëþòèâíèìè

àáî *-ïiäàëãåáðàìè), ÿêi ç êîæíèì åëåìåíòîì òàêîæ ìiñòèëè i ñïðÿæåíèé

åëåìåíò.

Ðîçðîáêà åëåìåíòàðíèõ ïîíÿòü òåîði¨ íîðìîâàíèõ àëãåáð íàëåæèòü I.

Ãåëüôàíäó [83]. I. Ãåëüôàíä âiäîìèé ñâî¨ìè ðîáîòàìè ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíà-

ëiçó, àëãåáðè i òîïîëîãi¨. Âií áóâ îäíèì ç òâîðöiâ òåîði¨ íîðìîâàíèõ êiëåöü

(áàíàõîâèõ àëãåáð), ÿêà ïiçíiøå ëÿãëà â îñíîâó òåîði¨ êiëåöü ç iíâîëþöi¹þ i

òåîði¨ íåñêií÷åíîìiðíèõ óíiòàðíèõ çîáðàæåíü ãðóï Ëi. Öþ òåîðiþ, ùî ìà¹ âà-

æëèâå çíà÷åííÿ äëÿ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè (êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè çîêðåìà), Ãåëü-

ôàíä ðîçðîáèâ ðàçîì ç Ì. Íàéìàðêîì.

Îñíîâíà iäåÿ Ãåëüôàíäà ïîëÿãàëà ó ïðîäîâæåííi ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ íà

åëåìåíòè íîðìîâàíèõ àëãåáð. Ãåëüôàíä âèÿâèâ, ùî äëÿ îòðèìàííÿ iñòîòíèõ

ðåçóëüòàòiâ íåîáõiäíî ïðèïóñòèòè, ùî àëãåáðà ¹ ïîâíîþ ÿê áàíàõîâèé ïðî-

ñòið, òîáòî áàíàõîâîþ àëãåáðîþ. Äàëi Ãåëüôàíä âèâ÷àâ êîìóòàòèâíi áàíàõîâi

àëãåáðè òà îçíà÷èâ õàðàêòåðè áàíàõîâî¨ àëãåáðè ÿê íåòðèâiàëüíi êîìïëåêñíî-

çíà÷íi ãîìîìîðôiçìè. Áóëè ââåäåíi ïîíÿòòÿ, âiäîìi òåïåð ÿê ïåðåòâîðåííÿ

Ãåëüôàíäà, òîïîëîãiÿ Ãåëüôàíäà, ñïåêòð áàíàõîâî¨ àëãåáðè. Òðîõè ïiçíiøå, ó

ñïiâàâòîðñòâi ç Íàéìàðêîì [85], Ãåëüôàíä ïî÷àâ âèâ÷àòè áàíàõîâi àëãåáðè ç

iíâîëþöi¹þ, ÿêi òåïåð íàçèâàþòü C*-àëãåáðàìè.

Ç 1940 ðîêó áóëî îïóáëiêîâàíî âåëè÷åçíó êiëüêiñòü ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíó

áàíàõîâèì àëãåáðàì, ñïåêòðàëüíié òåîði¨ òà ¨õ çàñòîñóâàííþ.

Ó 1950-õ ðð. âèéøëà êíèãà À. Ãðîòåíäiêà [42] ïðî òîïîëîãi÷íi òåíçîðíi

äîáóòêè òà ÿäåðíi ïðîñòîðè, ÿêà ìàëà çíà÷íèé âïëèâ íà ðîçâèòîê íåñêií-

÷åííîâèìiðíî¨ ãîëîìîðôíîñòi. Ëîêàëüíî îáìåæåíi ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ áóëè

ââåäåíi Å. Õiëëå [50]. Ñòðóêòóðà òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó H(U),

äå U ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â Cn, äîñëiäæóâàëàñÿ ðÿäîì àâòîðiâ, ñåðåä

ÿêèõ áóëè À. Ãðîòåíäiê, Ã. Êîòå òà À. Ìàðòiíî.

Ñïåêòð H(U) âïåðøå âèâ÷àëè Ì. Iñiäðî òà Äæ. Ìóõiêà. Òàê, Ì. Iñi-

äðî [51] äîñëiäæóâàâ ñïåêòð H(U), äå U � îïóêëà çáàëàíñîâàíà âiäêðèòà

ïiäìíîæèíà ïîâíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó ç âëàñòèâiñòü àïðîêñèìàöi¨,
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òà äîâiâ, ùî M(H(U)) ∼ U . Öåé ðåçóëüòàò áóâ óçàãàëüíåíèé äëÿ ïîëiíîìi-

àëüíî îïóêëèõ îáëàñòåé â êâàçi ïîâíèõ ïðîñòîðàõ ç âëàñòèâiñòþ àïðîêñèìàöi¨

Äæ. Ìóõiêîþ [68]. Îñêiëüêè äîñëiäæåííÿ ñïåêòðà � öå äîñëiäæåííÿ çàìêíó-

òèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ, òî ðÿä àâòîðiâ (Äæ. Ìóõiêà, Á. Ãðàìø, Â. Êàáàëëî

òà ií.) òàêîæ âèâ÷àëè ñêií÷åííî ïîðîäæåíi iäåàëè â H(U). Òàêîæ Äæ. Ìó-

õiêîþ ó ðîáîòi [70] ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ëiíåàðèçàöi¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié,

òîáòî çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà

äåÿêèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ. Äîâåäåíî, ùî äëÿ àëãåáðè H∞(B)

iñíó¹ áàíàõiâ ïðîñòið G i àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ η : B → G òàêå, ùî äëÿ

êîæíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f iñíó¹ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ϕ ∈ G′ òàêèé, ùî

f(x) = ϕ ◦ η(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ B i âiäîáðàæåííÿ f 7→ ϕ ¹ içîìåòðè÷íèì

içîìîðôiçìîì. Ó ðîáîòi [71] äîñëiäæóâàëèñü óìîâè, ïðè ÿêèõ âñi õàðàêòåðè

àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåÿêié âiäêðèòié çáàëàí-

ñîâàíié ìíîæèíi áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ïîðîäæóþòüñÿ çíà÷åííÿìè â äåÿêié

òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî ÿêùî ïðîñòið X ′ ìà¹ âëàñòèâiñòü

àïðîêñèìàöi¨, òî äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðîñòið X áóâ ðåôëå-

êñèâíèì i ïîëiíîìè ñêií÷åííîãî òèïó áóëè ùiëüíèìè â ìíîæèíi âñiõ íåïåðåðâ-

íèõ ïîëiíîìiâ. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ïðè çãàäàíèõ óìîâàõ íà ïðîñòið X, â àë-

ãåáði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ãiëüáåðòà

ïðî íóëi äëÿ ñêií÷åííîïîðîäæåíèõ iäåàëiâ. Ïðèêëàäîì íåñêií÷åííîâèìiðíîãî

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ öi óìîâè, ¹ ïðîñòið Öiðåëüñîíà,

ââåäåíèé ó [78].

Ó 1970 ðîöi Ø. Äiíií [26] çàìiíèâH(U) íàHb(U), ìíîæèíó ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöi¨ íà U, ÿêi îáìåæåíi íà îáìåæåíèõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèíàõ E ⊂ U.

Äîñëiäæåííÿ ñïåêòðiâ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòî-

ðàõ ðîçïî÷àëîñü íàïðèêiíöi äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ. Îäíi¹þ ç ïåðøèõ â öüîìó

íàïðÿìêó áóëà ðîáîòà [24], äå àâòîðè äîñëiäæóâàëè âëàñòèâîñòi àëãåáðè àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó, ÿêà ïîðîäæåíà

∗-ñëàáêî íåïåðåðâíèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè. Ó ðîáîòàõ [14, 15] àâòî-

ðè âèâ÷àëè àëãåáðó Hb(X) êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó

8



ïðîñòîði X, ÿêi ¹ îáìåæåíi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ, i ¨¨ ñïåêòð Mb, à òàêîæ

ðiâíîìiðíó àëãåáðó H∞(B) îáìåæåíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié

êóëi B áàíàõîâîãî ïðîñòîðó çi ñïåêòðîì M. Ð. Àðîí, Á. Êîóë i Ò. Ãàìåëií

ââåëè ïîíÿòòÿ ðàäióñ-ôóíêöi¨ R(φ) äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà íà

Hb(X) i ïîêàçàëè, ùî

R(φ) = lim sup
m→∞

‖φm‖1/m,

äå φm � çâóæåííÿ φ íà ïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Àâòîðè òàêîæ äîñëi-

äèëè òîïîëîãiþ íà ñïåêòði, ïîêàçàâøè, ùî öÿ òîïîëîãiÿ, â çàãàëüíîìó âèïàä-

êó, íå ¹ ëiíiéíîþ. Òàêîæ, ó [14] äîâåäåíî ñëàáêó âåðñiþ òåîðåìè ïðî êîðîíó

äëÿ Hb(X), à ñàìå, ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìî-

ìîðôiçìó ϕ íà àëãåáði Hb(X) iñíó¹ íàïðÿìëåíiñòü (xα) ⊂ X, ÿêà çáiãà¹òüñÿ

äî ϕ ó ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨. Òîáòî, äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî

ïîëiíîìà P, P (xα)→ ϕ(P ). Òàêîæ ó öèõ ðîáîòàõ äîâåäåíî, ùî ÿêùî ïîëiíî-

ìè ñêií÷åííîãî òèïó ¹ ùiëüíèìè â àëãåáði Hb(X), òî ñïåêòð àëãåáðè Hb(X)

çáiãà¹òüñÿ iç ïðîñòîðîì X ′′. Ð. Àðîí, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñiÿ, Ì. Ìàåñòðå [20]

ïîêàçàëè, ùî ÿêùî íà X iñíó¹ ïîëiíîì, ÿêèé íå ¹ ñëàáêî íåïåðåðâíèì íà

îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ, òî íà Hb iñíó¹ õàðàêòåð, ÿêèé íå íàëåæèòü X ′′. Ó ðî-

áîòi [85] À. Çàãîðîäíþê îïèñàâ ñïåêòð àëãåáðè Hb(X) ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè

ïîñëiäîâíîñòi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, ïîïîâíåíié â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà, à òà-

êîæ àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó.

Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ ¹ îá'¹êòîì êëàñè-

÷íî¨ àëãåáðè. Ïîíÿòòÿ ïðî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ

i, áiëüø çàãàëüíî, íà ïðîñòîðàõ `p i Lp[0, 1], 1 < p < ∞, âïåðøå áóëî ââåäå-

íî À.Ñ. Íåìèðîâñüêèì òà Ñ.Ì. Ñåìåíîâèì [73]. Íèìè áóëî äàíî îçíà÷åííÿ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà âèùåâêàçàíèõ ïðîñòîðàõ i íàâåäåíî ïðèêëàäè öèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî òå, ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, ïðîñòîðàõ `p i Lp[0, 1], 1 < p <∞, âèðà-
æà¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà öèõ ïðîñòîðàõ.

Â ðîáîòi [39] Ì. Ãîíçàëåñîì, Ð. Ãîíçàëî i Õ. Õàðàìiëëî öi ðåçóëüòàòè
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óçàãàëüíåíî íà äiéñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè ç äåÿêîþ ñèìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ,

òàê çâàíi ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíi ïðîñòîðè ôóíêöié. Âîíè äîâåëè, ùî, ïîäiáíî

äî ñêií÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêó, ïîëiíîìè

Fk(x) =
∞∑
i=1

xki , k = dpe, dpe+ 1 . . . (1)

óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íó áàçó â àëãåáði âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði

`p, äå dpe � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ÿêå ¹ áiëüøèì àáî äîðiâíþ¹ p. Òîáòî, äëÿ

êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P ñòåïåíÿ dpe + n − 1, n ≥ 1 iñíó¹ ïîëiíîì

q ∈ Cn òàêèé, ùî P (x) = q(Fdpe(x), . . . , Fdpe+n−1(x)).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gk(x) =

1∫
0

xk(t)dt åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà

ïðîñòîði Lp[0, 1], k = 1, . . . , p. Çãiäíî ç [39], êîæåí ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà

ïðîñòîði Lp íàëåæèòü äî àëãåáðà¨÷íî¨ îáîëîíêè ïîëiíîìiâ Gk, k ≤ p.

Ñóáñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè áóëè ââåäåíi â [73] íà ïðîñòîðàõ `p; çãîäîì äî-

ñëiäæóâàëèñÿ â ñòàòòÿõ [45], [40]. Òàê, â [40] Ð. Ãîíçàëî äîñëiäæó¹ öåé âèä

ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ç ñóáñèìåòðè÷íèì áàçèñîì. Çîêðåìà, íåþ

îïèñàíî ëiíiéíèé áàçèñ ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði n-îäíîðiäíèõ ñóáñè-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. À ñàìå, ïîêàçàíî, ùî òàê çâàíi ñòàíäàðòíi ïîëiíîìè

Fk1,...,kn(x) =
∑

i1<···<in

xk1

i1
· · ·xknin , k1 + · · ·+ kn = n (2)

óòâîðþþòü ëiíiéíó áàçó ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði n-îäíîðiäíèõ ñóáñè-

ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ äëÿ n ≥ dpe.
Â ðîáîòi [10] Ð. Àëåíêàð, Ð. Àðîí, Ï. Ãàëiíäî i À. Çàãîðîäíþê, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â [39], äîñëiäèëè ñïåêòð àëãåáðè Aus(B`p)

ñèìåòðè÷íèõ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi

ïðîñòîðó `p. Âîíè îïèñàëè ñïåêòð àëãåáðè Aus(B`p) ÿê ïîëiíîìiàëüíî îïóêëó

îáîëîíêó äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè â îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó `∞, à òàêîæ äîñëi-

äèëè àëãåáðó Hbs(`p), ÿêà ¹ çàìèêàííÿì àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ â

Hb(`p). ßê íàñëiäîê öüîãî àâòîðàìè ïîêàçàíî, ùî Aus(B`p) àëãåáðà¨÷íî i òîïî-
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ëîãi÷íî içîìîðôíà ðiâíîìiðíié áàíàõîâié àëãåáði, ïîðîäæåíié êîîðäèíàòíèìè

ïðîåêöiÿìè â `∞.

Ï. Ãàëiíäî, À. Çàãîðîäíþê òà Ò. Âàñèëèøèí [33], [34], [79] äîñëiäæóâàëè

êîìïëåêñíîçíà÷íi íåïåðåðâíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i öiëi àíàëiòè÷íi ñèìåòðè-

÷íi ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó. Âîíè ïîêàçà-

ëè, ùî åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè, âèçíà÷åíi ÿê iíòåãðàëè âiä ñòåïåíiâ

ôóíêöi¨, óòâîðþþòü çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ

íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-

êöié íà âiäðiçêó [0, 1]. Òàêîæ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïîáóäîâè åëåìåíòà öüîãî ïðî-

ñòîðó çà íàïåðåä çàäàíèìè çíà÷åííÿìè åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Àâòîðè âèâ÷àëè ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó. Çîáðàæåíî àëãåáðó Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñè-

ìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî

îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ñïåêòði,

ÿêèé îòîòîæåíî iç ñèëüíèì ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó Ôðåøå âñiõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Áëî÷íî-ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ `p, iíâà-

ðiàíòíi âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê áëîêiâ êîîðäèíàò àðãóìåíòó, äîñëiäæóâàëèñÿ â

ðîáîòàõ [56�60]. Òîáòî, íàïiâãðóïà ñèìåòði¨ äi¹, ïåðåñòàâëÿþ÷è îêðåìi áëîêè

(ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè). ßê ïîêàçóþòü äîñëiäæåííÿ, öåé ïåðåõiä íå

¹ òðèâiàëüíèì, îñêiëüêè ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ äîäàòêîâi àëãåáðà¨÷íi çàëåæíîñòi

ó ñèñòåìi òâiðíèõ âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè.

Ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ ñèìåòðè÷íi ñòðóêòóðè òà âiäîáðàæåííÿ â íå-

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ äîñëiäæóâàëè ÷èñëåííi àâòîðè [16�18,22,29,53,

80]. Ó áàãàòüîõ ïðîáëåìàõ àëãåáðè òà àíàëiçó [16,29], à òàêîæ ó çàñòîñóâàííÿõ
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äî ñèìåòðè÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ (äèâ., íàïðèêëàä, [82, 84]), äóæå âàæëèâî

çíàòè iíâàðiàíòè äàíî¨ (íàïiâ)-ãðóïè S, ùî äi¹ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X.

Iíâàðiàíòè ìîæíà îïèñàòè ÿê åëåìåíòè àëãåáð S-ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà

X. Êëàñè÷íà òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ, ÿêà áóëà ðîçðîáëåíà â ñåðåäèíi ìèíóëîãî

ñòîëiòòÿ, äîñëiäæóâàëà ïîëiíîìiàëüíi iíâàðiàíòè ãðóïè, ùî äi¹ íà ñêií÷åííî-

âèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði. Âiäîìèé êîíòðïðèêëàä Íàãàòè äî çàãàëüíîãî

âèïàäêó ÷îòèðíàäöÿòî¨ ïðîáëåìè Ãiëüáåðòà ïîêàçó¹, ùî ïîëiíîìiàëüíi àëãå-

áðè íà Cn ìîæóòü áóòè íåñêií÷åííî ïîðîäæåíèìè.

Ùîá îïèñàòè ñïåêòð ðiâíîìiðíî¨ àëãåáðè S-ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà X,

âàæëèâî ìàòè áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî ôàêòîð ìíîæèíó X/∼, äå �∼� � öå âiä-

íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi �äî äi¨ S� íà X. Òàêà ôàêòîð-ìíîæèíà ìîæå áóòè

öiêàâîþ ñàìà ïî ñîái òà ìàòè çàñòîñóâàííÿ â iíôîðìàòèöi òà íåéðîííèõ ìåðå-

æàõ. ßêùî X � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé, à S � ãðóïà ïåðåñòàíîâîê åëåìåíòiâ

ïîñëiäîâíîñòåé, òî X/∼ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó íåíóëüîâèõ ìóëüòè-

ìíîæèí, ïîâíèõ ó ìåòðèçîâàíié òîïîëîãi¨, ùî iíäóêîâàíà ç X.Ìíîæèíà X/∼
ìà¹ ñòðóêòóðó ïiâêiëüöÿ âiäíîñíî ïðèðîäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié. Êîìóòà-

òèâíå ïiâêiëüöå ìîæíà ðîçøèðèòè äî êiëüöÿ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¨ ïðî-

öåäóðè ç K-òåîði¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [54]). Òàêå êiëüöåM ìóëüòèìíîæèí äëÿ

âèïàäêó X = `1 áóëî äîñëiäæåíî â [53]. Çîêðåìà, áóëè ðîçãëÿíóòi ãîìîìîðôi-

çìè òà iäåàëèM i ïîêàçàíî, ùî êîæåí ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà `1 × `1

ìîæíà ïðîäîâæèòè äî êiëüöÿM. Â [25] áóëè âèâ÷åíi âëàñòèâîñòi êiëüöÿ ìóëü-

òèìíîæèí öiëèõ ÷èñåë i çíàéäåíi äåÿêi çàñòîñóâàííÿ äî êðèïòîãðàôi¨.

Âiäîìî, ùî íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ iñíóþòü öiëi

ôóíêöi¨, ÿêi íå îáìåæåíi íà äåÿêèõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ � ôóíêöi¨ íå-

îáìåæåíîãî òèïó (äèâ., íàïðèêëàä, [69, p. 544]). Öiëi ôóíêöi¨ íåîáìåæåíîãî

òèïó äîñëiäæóâàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè. Íàïðèêëàä, â [11] áóëî äîâåäåíî,

ùî iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði òàêà, ùî âîíà ¹ îáìåæåíîþ íà

îäíié ç äâîõ êóëü, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, i íåîáìåæåíîþ íà iíøié êóëi.

Ñó÷àñíèé ñòàí òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ òà ïîëiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà áàíà-

õîâèõ ïðîñòîðàõ âèêëàäåíî â ìîíîãðàôiÿõ Ø. Äiíiíà [27], [28], Õ. Ìóõiêè [69],
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Ì. Õåðâå [47], Ñ. Áîíã ×àå [23] òà îãëÿäàõ Ò. Ãàìåëiíà [35] i Ð. Àðîíà [13].
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1.2 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

1.2.1. Ïîëiíîìè òà àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

Íåõàé X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì K, äå K = R àáî K = C. Ðîç-
ãëÿíåìî n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ APn(x1, x2, . . . , xn) ç X

n â Y, òîáòî âiäîáðà-

æåííÿ, ÿêå ¹ ëiíiéíèì ïî êîæíîìó çi ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè,

ùî APn ¹ ñèìåòðè÷íèì, òîáòî ùî éîãî çíà÷åííÿ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì ïiä

äi¹þ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè iíäåêñiâ 1, . . . , n.

Îçíà÷åííÿ 1. Âiäîáðàæåííÿ Pn(x) ≡ APn(x, . . . , x) ç X â Y íàçèâà¹òüñÿ

îäíîðiäíèì ïîëiíîìiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì ñòåïåíÿ n. Âiäîáðàæåííÿ P :

X → Y âèäó

P (x) = P0 + P1(x) + · · ·+ Pm(x) (3)

íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì ñòåïåíÿ m, äå P0 ¹ êîíñòàí-

òîþ i Pm(x) íå ¹ òîòîæíiì íóëåì.

Òåîðåìà 1. (Óçàãàëüíåíà áiíîìiàëüíà òåîðåìà) Íåõàé Pn : X → Y � îäíî-

ðiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ n, ÿêå ïîðîäæåíå n-ëiíiéíèì âiä-

îáðàæåííÿì APn. Òîäi

Pn(x+ h) =
n∑
k=0

Cn
kAPn(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

n-k

, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

) (4)

äëÿ âñiõ x, h ∈ X.

Ïðè óìîâi, ùî n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ APn(x1, . . . , xn) ¹ ñèìåòðè÷íèì,

iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ Pn i APn. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè

APn ç Pn, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà:

APn(x1, . . . , xn) =
1

n!
∆n
x1,...,xn

Pn(x), (5)

x ∈ X.
Ñèìâîë ∆ ¹ n-îþ ðiçíèöåþ âïåðåä Pn(x) ç ïðèðîñòàìè x1, . . . , xn. Íà-

ïðèêëàä, ∆1
x1
Pn(x) = Pn(x + x1) − Pn(x), ∆2

x1,x2
Pn(x) = Pn(x + x1 + x2) −
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Pn(x + x1) − Pn(x + x2) + Pn(x) i, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ∆i+1
x1,...,xi+1

Pn(x) =

∆1
xi+1

(∆i
x1,...,xi

Pn(x)).

Òåîðåìà 2. Íåõàé Pn � îäíîðiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ n

ç X â Y, äå X, Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì K. Òîäi ìà¹ ìiñöå ïîëÿðè-
çàöiéíà ôîðìóëà (5).

Ïîëÿðèçàöiéíó ôîðìóëó ìîæíà çàïèñàòè i â iíøîìó âèãëÿäi, à ñàìå:

Íàñëiäîê 1. Íåõàé Pn � îäíîðiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ n

ç X â Y. Òîäi

APn(x1, . . . , xn) =
1

n!

1∑
ε1,...,εn=0

(−1)n−(ε1+···+εn)Pn(x+ ε1x1 + · · ·+ εnxn). (6)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ m, ÿêå âèçíà÷à¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ (3). Ïîêàæåìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (3) ¹ ¹äèíèì i, áiëüøå òîãî,

ùî îäíîðiäíi êîìïîíåíòè Pn, n = 0, . . . ,m, ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ÷åðåç P çà

äîïîìîãîþ ïðîñòî¨ ôîðìóëè (Ìàðòií [65], Ìàçóð-Îðëi÷ [66]).

Ëåìà 1. Íåõàé F (t) =
∑m

n=0 t
nyn, äå t ∈ K i y0, . . . , ym ∈ Y. Òîäi iñíó¹

ìàòðèöÿ (anj), n, j = 0, . . . ,m, äå åëåìåíòè anj ∈ Q, ¹ íåçàëåæíèìè âiä

y0, . . . , ym, i

yn =
m∑
j=0

anjF (j), (7)

n = 0, . . . ,m.

Òåîðåìà 3. Íåõàé P � ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ m, çàäàíå ôîð-

ìóëîþ (3). Òîäi éîãî îäíîðiäíi êîìïîíåíòè Pn ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ

çà ôîðìóëîþ

Pn(x) =
m∑
j=0

anjP (jx), (8)

äå ìàòðèöÿ (anj) çàëåæèòü òiëüêè âiä ñòåïåíÿ m ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðà-

æåííÿ P.
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Êðiì îçíà÷åííÿ 1, ÿêå íàëåæèòü Áàíàõó i Ìàéêëó, â êëàñè÷íié ëiòåðàòóði

¹ äâà iíøèõ îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, X

i Y � ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì K. Òîäi îçíà÷åííÿ, ÿêå íàëåæèòü Ãàòî [38],
¹ íàñòóïíèì.

Îçíà÷åííÿ 2. Âiäîáðàæåííÿ P : X → Y íàçèâà¹òüñÿ G-ïîëiíîìîì, ÿêùî

P (x+ λz) = q0(x, z) + λq1(x, z) + · · ·+ λmqm(x, z) (9)

äëÿ âñiõ x, z ∈ X i âñiõ λ ∈ K.

ßêùî qm(x, z) íå ¹ òîòîæíiì íóëåì, òîäi êàæåìî, ùî G-ïîëiíîì P ìà¹

ñòåïiíü m. Båëè÷èíè qn(x, z), n = 0, . . . ,m íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiÿìè, àñîöiéî-

âàíèìè äî P i ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç P (äèâèòèñÿ ëåìà 1).

Òåîðåìà 4. Îçíà÷åííÿ 1 Áàíàõà-Ìàéêëà ¹ åêâiâàëåíòíèì äî îçíà÷åííÿ 2

Ãàòî.

Ó âèïàäêó ïåâíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ("espaces

algeprophiles") Ì. Ôðåøå [32] äàâ îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ,

âèìàãàþ÷è íåïåðåðâíiñòü i óìîâó, ùî ñêií÷åííà ïîõiäíà äåÿêîãî ñêií÷åííî-

ãî ïîðÿäêó ¹ òîòîæíiì íóëåì. Õàéáåðã [48] ìîäèôiêóâàâ öå îçíà÷åííÿ i äî

âèïàäêó êîìïëåêñíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, äîäàþ÷è äî âèìîã Ôðåøå ùå îäíó

âèìîãó � äèôåðåíöiéîâàíîñòi çà Ãàòî.

Óñóíóâøè âèìîãó íåïåðåðâíîñòi òà çáåðiãøè âëàñòèâiñòü äèôåðåíöiéî-

âàíîñòi çà Ãàòî, Õà¹ðñ îòðèìó¹ äåùî çìiíåíå îçíà÷åííÿ Ôðåøå, ÿêå ¹ åêâi-

âàëåíòíèì äî äâîõ iíøèõ îçíà÷åíü, íàâåäåíèõ ðàíiøå, â êîíòåêñòi ëiíiéíèõ

òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷è êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé X, Y � ëîêàëüíî îïóêëi òîïîëîãi÷íi ëiíiéíi ïðîñòî-

ðè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìi âiääiëüíîñòi Ãàóñäîðôà íàä ïîëåì K. Biäîáðà-
æåííÿ P ç X â Y íàçèâà¹òüñÿ F -ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ m, ÿêùî P ¹ âñþäè

äèôåðåíöiéîâàíèì çà Ãàòî i éîãî m+ 1-à ïîõiäíà ç äîâiëüíèìè ïðèðîñòàìè

¹ òîòîæíiì íóëåì, òîäi ÿê m-à ïîõiäíà â òîòîæíié íóëü íå ïåðåòâîðþ-

¹òüñÿ.
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Òåîðåìà 5. B äàíîìó êîíòåêñòi âñi òðè îçíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî âiä-

îáðàæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íåõàé òåïåð X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè íàä ïîëåì K, äå K, ÿê i ðàíiøå,

ðiâíå R àáî C. Ðîçãëÿíåìî Pn(x) � îäíîðiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ç

X â Y ñòåïåíÿ n.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî Pn(x) ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi, òî Pn(x) ¹ îáìåæåíèì

íà îäèíè÷íié êóëi.

Ïðîñòið n-îäíîðiäíèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü ç X â Y

áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç P(nX, Y ) i ÷åðåç P(X, Y ) � ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ

ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü. Ó âèïàäêó, êîëè Y = K, âiäïîâiäíi ïðîñòîðè
ïîëiíîìiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç P(nX) i P(X).

Ó âèïàäêó, ÿêùî X i Y ¹ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè, ïðîñòið P(nX, Y ) ¹

áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ

‖Pn‖ = sup{|Pn(x)| : ‖x‖ ≤ 1}. (10)

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç L(nX, Y ) ïðîñòið íåïåðåðâíèõ n-ëiíiéíèõ âiä-

îáðàæåíü.

Òåîðåìà 6. Íåõàé Pn � n-îäíîðiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ íå-

ïåðåðâíèì â íóëi. Òîäi Pn i àñîöiéîâàíå ç íèì ñèìåòðè÷íå n-ëiíiéíå âiäîáðà-

æåííÿ APn ¹ íåïåðåðâíèìè âñþäè.

Íàñëiäîê 2. ßêùî Pn � îäíîðiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ n,

ÿêå ¹ îáìåæåíèì íà îäèíè÷íié êóëi, òî Pn i àñîöiéîâàíå ç íèì ñèìåòðè÷íå

n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ APn ¹ íåïåðåðâíèì âñþäè. APn ¹ îáìåæåíèì, êîëè

âñi éîãî àðãóìåíòè ‖xj‖ ≤ 1, j = 1, . . . , n. Ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi:

|Pn(x)| ≤ ‖Pn‖‖x‖n

|APn(x1, . . . , xn)| ≤ ‖APn‖‖x1‖ . . . ‖xn‖.

Òåîðåìà 7. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi ìiæ íîðìàìè Pn i APn :

‖Pn‖ ≤ ‖APn‖ ≤
nn

n!
‖Pn‖.
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Â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîíñòàíòó nn

n! ïîêðàùèòè íå âäà¹òüñÿ. Öié ïðî-

áëåìi � ïðîáëåìi ïîøóêó íàéêðàùî¨ êîíñòàíòè c, òàêî¨ ùî ‖APn‖ ≤ c‖Pn‖,
ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ öþ îöiíêó, ÿêà çàëåæèòü âiä

n i âiä ãåîìåòði¨ ïðîñòîðó X, âäàëîñÿ âäîñêîíàëèòè. Òàê, ó âèïàäêó êîëè

X ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì, ‖APn‖ = ‖Pn‖ äëÿ äîâiëüíîãî n i äîâiëüíîãî

ïîëiíîìà Pn : X → K. Îäíàê ó âèïàäêó ïîëiíîìà Pn : `1 → K òàêîãî, ùî

Pn = x1 . . . xn ìà¹ìî, ùî ‖APn‖ = nn

n! ‖Pn‖.
Ïiäìíîæèíà Ω áàíàõîâîãî ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííî âiäêðèòîþ,

ÿêùî ¨¨ ïåðåòèí ç äîâiëüíèì ñêií÷åííîâèìiðíèì àôiííèì ïiäïðîñòîðîì ¹ âiä-

êðèòîþ ìíîæèíîþ â öüîìó ïiäïðîñòîði.

Âiäîáðàæåííÿ f : Ω → Y íàçèâà¹òüñÿ G-àíàëiòè÷íèì (ïîçíà÷åííÿ f ∈
HG(Ω, Y )), ÿêùî çâóæåííÿ f íà E ∩ Ω ¹ àíàëiòè÷íèì âiäîáðàæåííÿì äëÿ

äîâiëüíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî àôiííîãî ïiäïðîñòîðó E (åêâiâàëåíòíî, äëÿ

äîâiëüíîãî îäíîâèìiðíîãî àôiííîãî ïiäïðîñòîðó E ∈ X).

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé Ω � ñêií÷åííî âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X i f ∈
HG(Ω, Y ), a ∈ Ω.

1. Iñíó¹ ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü k-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïå-

ðåðâíèõ) d̂kaf : X → Y òàêèõ, ùî

f(a+ x) = f(a) +
∞∑
k=1

1

k!
d̂kaf(x)

äëÿ âñiõ x, ùî íàëåæàòü íàéáiëüøié ðàäiàëüíié ïiäìíîæèíi ω(a) ìíî-

æèíè Ω− a. Ðÿä ïðàâîðó÷ çáiãà¹òüñÿ ïîòî÷êîâî.

2. Ïîëiíîìè d̂kaf âèçíà÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì ðiâíiñòþ

1

k!
d̂kaf(x) =

1

2π

π∫
−π

e−ikθf(a+ eikθx)dθ, x ∈ ω(a).

Îçíà÷åííÿ 4. G-àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà âiäêðèòié ïiäìíî-

æèíi Ω ⊂ X iç çíà÷åííÿìè â Y, íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íèì (ïîçíà÷à¹ìî

f ∈ H(Ω, Y )), ÿêùî âîíî ¹ íåïåðåðâíèì.
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Çàóâàæèìî, ùî êîëè f ∈ H(Ω, Y ) i a ∈ Ω, òî d̂kaf ¹ íåïåðåðâíi k-îäíîðiäíi

ïîëiíîìè íà X, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç ïîõiäíèìè Ôðåøå k-òîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f

â òî÷öi a. Ðÿä

f(a+ x) = f(a) +
∞∑
k=1

1

k!
d̂kaf(x)

¹ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷êè a.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé f � G-àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà âiä-

êðèòié ïiäìíîæèíi Ω. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi.

1. f ¹ àíàëiòè÷íèì.

2. f ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì.

3. f ¹ íåïåðåðâíèì â äåÿêié òî÷öi ìíîæèíè Ω.

4. Ïîëiíîìè d̂kaf ¹ íåïåðåðâíèìè äëÿ êîæíîãî k.

Àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ, ÿêùî âîíà âèçíà÷åíà íà âñüî-

ìó ïðîñòîði X.

Íåõàé f ∈ H(Ω, Y ), äå Ω âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â X i x ∈ Ω. Ðàäióñ

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi %x(f) ôóíêöi¨ f â òî÷öi x âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóïðåìóì

òèõ λ, λ ∈ C, ùî x + λB ⊂ Ω i ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷êè x

çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi x + λB, äå B � îäèíè÷íà êóëÿ â X.

Ðàäióñ îáìåæåíîñòi f â òî÷öi x âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóïðåìóì òèõ λ, λ ∈ C, ùî
f ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ íà ìíîæèíi x+ λB.

Òåîðåìà 8. Ðàäióñ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f â òî÷öi x çáiãà¹òüñÿ ç

ðàäióñîì îáìåæåíîñòi f â x i ÿêùî f ∈ H(X, Y ), òî

%0(f) :=
(

lim sup
n→∞

‖fn‖1/n
)−1

,

äå fn = d̂kxf
n! .

Ïîçíà÷èìî Hb(X) � ïðîñòið öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó, ÿêèé

ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëèõ ôóíêöié íàX, ÿêi ¹ îáìåæåíèìè íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ
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(òîáòî ìàþòü íåñêií÷åííèé ðàäióñ îáìåæåíîñòi). Çàóâàæèìî, ùî â äîâiëüíî-

ìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði X iñíó¹ êîìïëåêñíîçíà÷íà öiëà ôóíêöiÿ

f òàêà, ùî %(f) <∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ïðîñòið Hb(X) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå

ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ íàïiâíîðìàìè

‖f‖r = sup{|f(x)| : x ∈ X, ‖x‖ < r},

äå r > 0 � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà.

Êîæåí ôóíêöiîíàë φ ∈ Hb(X)′ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâ-

íîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà äåÿêié êóëi â X. Ðàäióñ-ôóíêöiÿ R(φ) ôóíêöiîíàëà φ

âèçíà÷åíà ÿê iíôiìóì âñiõ r > 0 òàêèõ, ùî φ ¹ íåïåðåðâíèì â íîðìi ðiâíî-

ìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êóëi rB.

Ïîçíà÷èìî φn � çâóæåííÿ φ íà ïiäïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P(nX).

Òîäi φn ¹ íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà P(nX) i

‖φn‖ = sup{φ(P ) : P ∈ P(nX), ‖P‖ ≤ 1}.

Òåîðåìà 9. [14] Ðàäióñ-ôóíêöiÿ R íà Hb(X)′ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

R(φ) = lim sup
n→∞

‖φn‖1/n.

Òåîðåìà 10. [14] Íåõàé φn ∈ P(nX)′ äëÿ n ≥ 0, äëÿ íîðì ôóíêöiîíàëiâ φn

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖φn‖ ≤ csn

äëÿ äåÿêîãî c, s > 0. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ôóíêöiîíàë φ ∈ Hb(X)′, çâóæåííÿ

ÿêîãî íà P(nX) çáiãà¹òüñÿ ç φn, n ≥ 0.

1.2.2. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè

Äîáðå âiäîìî, ( [61], XI �52), ùî äëÿ n < ∞ áóäü-ÿêèé ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà Cn ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòè ÿê ïîëiíîì âiä åëåìåíòàðíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ (Gi)
n
i=1, Gi(x) =

∑
k1<···<ki xk1

. . . xki.
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ßê áóëî âiäçíà÷åíî, âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ãiëüáåðòîâèõ

ïðîñòîðàõ i ïðîñòîðàõ `p i Lp[0, 1], 1 < p < ∞, ðîçïî÷àëîñÿ ç ðîáîòè Íåìè-

ðîâñüêîãî òà Ñåìåíîâà [73]. Ãîíçàëåñîì, Ãîíçàëî òà Õàðàìiëëî [39] öi ðåçóëü-

òàòè óçàãàëüíåíî íà äiéñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè ç äåÿêîþ ñèìåòðè÷íîþ ñòðó-

êòóðîþ, òàê çâàíi ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíi ïðîñòîðè ôóíêöié, íà âèìiðíîìó

ïðîñòîði (I, µ) [63]. Ç òî÷íiñòþ äî äåÿêèõ íåñóòò¹âèõ íîðìàëiçàöié, âèâ÷åí-

íÿ ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèõ ïðîñòîðiâ ôóíêöié çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíèõ òðüîõ

âèïàäêiâ:

1. I = N i ìàñà êîæíî¨ òî÷êè îäèíèöÿ;

2. I = [0, 1] çi çâè÷àéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà;

3. I = [0,∞) çi çâè÷àéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà.

Êàæåìî, ùî σ ¹ àâòîìîðôiçìîì I, ÿêùî σ ¹ ái¹êöi¹þ I, σ i σ−1 ¹ âèìiðíè-

ìè i çáåðiãàþòü ìiðó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(I) ãðóïó âñiõ àâòîìîðôiçìiâ I. ßêùî

X(I) ¹ ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèì ïðîñòîðîì ôóíêöié íà I i f ∈ X(I), òî f ¹

äiéñíîçíà÷íîþ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ íà I i f ◦ σ ∈ X(I) äëÿ âñiõ σ ∈ X(I).

Òàêîæ

‖f ◦ σ‖ = ‖f‖

äëÿ âñiõ σ ∈ G(I) i âñiõ f ∈ X(I). Ìè çàâæäè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðîñòið

X(I), íàäiëåíèé öi¹þ íîðìîþ.

Íàñëiäóþ÷è [73], áóäåìî êàçàòè, ùî ïîëiíîì P íà X(I) ¹ ñèìåòðè÷íèì,

ÿêùî

P (f ◦ σ) = P (f)

äëÿ âñiõ σ ∈ G(I) i âñiõ f ∈ X(I).

Òàêîæ, ÿêùî G0 ¹ ïiäãðóïîþ G(I), êàæåìî, ùî ïîëiíîì P ¹ G0-iíâàðiàíòíèì,

ÿêùî P (f) = P (f ◦ σ) äëÿ âñiõ σ ∈ G0 i âñiõ f ∈ X(I).

ÍåõàéX(I) � ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèé ïðîñòið ôóíêöié íà I. Ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíó

J (X) = {r ∈ N : X(I) ⊂ Lr(I)}.
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ßêùî J (X) 6= Ø, òî äëÿ êîæíîãî r ∈ J (X) ìîæíà ðîçãëÿíóòè ïîëiíîìè

Pr(f) =

∫
I

f r =

∫
I

(
f(t)

)r
dt.

Öi ïîëiíîìè íàçèâàþòü åëåìåíòàðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà

X(I).

Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòîðàõ ç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì .

Íåõàé X = X(N) � áàíàõîâèé ïðîñòið ç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì {en}.
Ïîëiíîì P íà X ¹ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ G(N)

P
( ∞∑

i=1

aiei

)
= P

( ∞∑
i=1

aieσ(i)

)
.

Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííó ãðóïó Gn(N) ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæèíi {1, . . . , n} i σ-
ñêií÷åííó ãðóïó G0(N) = ∪nGn(N) ÿê ïiäãðóïó G(N). Çà íåïåðåðâíiñòþ, ïî-

ëiíîì f ¹ ñèìåòðè÷íèì òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî âií ¹ G0(N)-iíâàðiàíòíèé.

Ñïðàâäi, ÿêùî P ¹ G0(N)-iíâàðiàíòíèì i σ ∈ G(N), òî

P
( ∞∑

i=1

aiei

)
= lim

n→∞
P
( n∑

i=1

aiei

)
= lim

n→∞
P
( n∑

i=1

aieσ(i)

)
= P

( ∞∑
i=1

aieσ(i)

)
.

Êàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn} ìà¹ íèæíþ p-îöiíêó äëÿ äåÿêîãî p ≥ 1,

ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà C > 0 òàêà, ùî

C
( n∑

i=1

|ai|p
)1/p

≤
∥∥∥ n∑
i=1

aixi

∥∥∥
äëÿ âñiõ a1, . . . , an ∈ R. Çàóâàæèìî, ùî X ⊂ `r òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áàçèñ

ìà¹ íèæíþ r-îöiíêó i òîìó, â öüîìó âèïàäêó, ìà¹ìî:

J (X) = {r ∈ N : {en} ìà¹ íèæíþ r-îöiíêó}.

Ïîçíà÷èìî òåïåð n0(X) = inf J (X) (iíôiìóì ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ¹ ∞).

Òîäi åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè ìàþòü âèãëÿä:

Pr

( ∞∑
i=1

aiei

)
=

∞∑
i=1

ari ,

äå r ≥ n0(X).
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Òåîðåìà 11. [39] Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið ç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì en,

P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà X; ïîçíà÷èìî k = degP i N = n0(X). Òîäi

1. ßêùî k < N, òî P = 0.

2. ßêùî k ≥ N, òîäi iñíó¹ äiéñíèé ïîëiíîì q âiä äåêiëüêîõ äiéñíèõ

çìiííèõ òàêèé, ùî

P
( ∞∑

i=1

aiei

)
= q
( ∞∑

i=1

aNi , . . . ,
∞∑
i=1

aki

)
äëÿ êîæíîãî

∑∞
i=1 aiei ∈ X.

Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà X[0, 1] òà X[0,∞).

ÐîçãëÿíåìîX[0, 1] � ñåïàðàáåëüíèé ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèé ïðîñòið ôóí-

êöié íà [0, 1]. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà J (X) íiêîëè íå ¹ ïîðîæíüîþ, îñêiëüêè

çàâæäè ìà¹ìî, ùî X[0, 1] ⊂ L1[0, 1].

Ââåäåìî âåëè÷èíó

n∞(X) = sup{r ∈ N : X[0, 1] ⊂ Lr[0, 1]}.

Îòæå, åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà X[0, 1] ìàþòü âèãëÿä

Pr(f) =

∫ 1

0

f r

äëÿ êîæíîãî öiëîãî r ≤ n∞(X).

Òåîðåìà 12. [39] Íåõàé X[0, 1] � ñåïàðàáåëüíèé ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèé

ïðîñòið ôóíêöié íà [0, 1] i ðîçãëÿíåìî iíäåêñ n∞(X), âèçíà÷åíèé âèùå. Íå-

õàé P � G0[0, 1]-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íà X[0, 1] i íåõàé k = degP. Òîäi

iñíó¹ äiéñíèé ïîëiíîì q äåêiëüêîõ äiéñíèõ çìiííèõ, òàêèé, ùî

P (f) = q
(∫ 1

0

f, . . . ,

∫ 1

0

fm
)

äëÿ âñiõ f ∈ X äå m = min{n∞(X), k}.

Äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíîãî ïðîñòîðó ôóíêöiéX[0,∞)

ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi àñîöiéîâàíi ïðîñòîðè:

X[0, 1] = {f · χ[0,1] : f ∈ X[0,∞)}
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i

X(N) = [χ[n,n+1]].

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòiðX[0, 1] ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèì ïðî-

ñòîðîì ôóíêöié íà [0, 1] i X(N) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç ñèìåòðè÷íèì áàçè-

çîì.

Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè ìíîæèíó J (X[0,∞)), íàì ïîòðiáíà íàñòóïíà ëå-

ìà.

Ëåìà 2. [39] Íåõàé X[0,∞) � ñåïàðàáåëüíèé ïåðåñòàâíî-iíâàðiàíòíèé

ïðîñòið ôóíêöié, X[0, 1] i X(N) � âèçíà÷åíi âèùå. Ðîçãëÿíåìî n0 = n0(X(N))

i n∞ = n∞(X[0, 1]). Òîäi:

1. ßêùî n0 > n∞, òî J (X[0,∞)) = ∅.
2. ßêùî n0 ≤ n∞, òî J (X[0,∞)) = {n ∈ N : n0 ≤ n ≤ n∞}.

Òåîðåìà 13. [39] Íåõàé X[0,∞) � ñåïàðàáåëüíèé ïåðåñòàâíî- iíâàðiàí-

òíèé ïðîñòið ôóíêöié, P � G0-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íà X[0,∞), k = degP,

n0 i n∞ � âèçíà÷åíi âèùå. Òîäi

1. ßêùî àáî n0 > n∞, àáî k < n0 ≤ ∞, òî P = 0.

2. ßêùî n0 ≤ n∞ i n0 ≤ k, òîäi iñíó¹ äiéñíèé ïîëiíîì q äåêiëüêîõ

äiéñíèõ çìiííèõ, òàêèé ùî

P (f) = q
(∫ ∞

0

fn0, . . . ,

∫ ∞
0

fm
)
,

äå m = min{n∞, k}.

Ñóáñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè

Íåõàé òåïåð X � áàíàõîâèé ïðîñòið ç ñóáñèìåòðè÷íèì áàçèñîì {en}.
Ïiä ñóáñèìåòðè÷íèì áàçèñîì ìè ðîçóìi¹ìî áåçóìîâíèé áàçèñ íà X, ÿêèé ¹

åêâiâàëåíòíèì äî êîæíî¨ ñâî¹¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi.

n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì P íà X íàçèâà¹òüñÿ Õ ñóáñèìåòðè÷íèì ïîëiíî-

ìîì, ÿêùî äëÿ âñiõ x1, . . . , xn ∈ K, äå K = R àáî C i âñiõ öiëèõ n âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíå:

P
( n∑

i=1

xiei

)
= P

( n∑
i=1

xieki

)
,
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äå k1 < . . . < kn.

Çàóâàæèìî, ùî äàíå îçíà÷åííÿ, ÿêå áóëî ââåäåíå â ðîáîòi [40], ñïiâïàäà¹

ç îçíà÷åííÿì ñòàíäàðòíèõ ïîëiíîìiâ, ùî áóëè ïðåäñòàâëåíi Íåìèðîâñüêèì i

Ñåìåíîâèì â [73].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n0(X) = minJ (X). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 14. [40] Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið ç ñóáñèìåòðè÷íèì áàçèñîì

en i N = n0(X).

ßêùî n ≥ N, òîäi êîæåí n-îäíîðiäíèé ñóáñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ìî-

æå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòàðíèõ n-îäíîðiäíèõ

ñóáñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Pi1,...,is

( ∞∑
n=1

xnen

)
=

∑
n1<···<ns

xi1n1
· · ·xisns, (11)

äå i1 + · · ·+ is = n i êîæíå ij ≥ N.

ßêùî n < N, òîäi íà X íå iñíó¹ íåòðèâiàëüíèõ n-îäíîðiäíèõ ñóáñèìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

1.2.3. Áàíàõîâi àëãåáðè òà àëãåáðè Ôðåøå

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ, ÿêùî A ¹ àëãåáðîþ (çàâ-

æäè ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âîíà êîìïëåêñíà i ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì e 6= 0) òà

áàíàõîâèì ïðîñòîðîì òàêèì, ùî:

(1) ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ äëÿ âñiõ x, y ∈ A;

(2) ‖e‖ = 1.

Áàíàõîâà àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ, ÿêùî xy = yx äëÿ âñiõ x, y ∈
A.

Íàñòóïíà òåîðåìà âèçíà÷à¹ äåÿêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè îáîðî-

òíèõ åëåìåíòiâ áàíàõîâî¨ àëãåáðè.

Òåîðåìà 15. Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà. Òîäi:
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(1) Äëÿ êîæíîãî x ∈ A ç ‖x‖ < 1 åëåìåíò e− x ¹ îáîðîòíèì i (e− x)−1 =∑∞
n=0 x

n.

(2) Ìíîæèíà U âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ A ¹ âiäêðèòîþ.

(3) Âiäîáðàæåííÿ x ∈ U → x−1 ∈ A ¹ ãîëîìîðôíèì.

Äàëi ìè âèçíà÷à¹ìî ñïåêòð åëåìåíòà áàíàõîâî¨ àëãåáðè òà âñòàíîâëþ¹ìî

éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi.

Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà, x ∈ A. Ñïåêòð åëåìåíòà x, σ(x), � öå

ìíîæèíà âñiõ λ ∈ C òàêèõ, ùî x − λe ¹ íåîáîðîòíèì. Ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ

ρ(x) åëåìåíòà x âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}.

Òåîðåìà 16. Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà, a ∈ A. Òîäi:

(1) Ñïåêòð ρ(a) ¹ êîìïàêòíèì i íåïîðîæíiì.

(2) λn ∈ σ(xn) äëÿ êîæíîãî λ ∈ N i n ∈ N.

(3) ρ(x) = limn→∞ ‖xn‖
1
n .

Öå ôîðìóëà ñïåêòðàëüíîãî ðàäióñà.

Òåîðåìà 17. (Ãåëüôàíä-Ìàçóð) Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà, â ÿêié êîæåí

íåíóëüîâèé åëåìåíò ¹ îáîðîòíèì. Òîäi A ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíîþ äî C.

Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Ïiäìíîæèíà I ìíîæèíè A

íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì â A, ÿêùî I � öå âåêòîðíèé ïiäïðîñòið A, i xy ∈ I äëÿ

âñiõ x ∈ I òà y ∈ A. Iäåàë I 6= A íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì iäåàëîì. Âëàñíèé

iäåàë, ÿêèé íå ìiñòèòüñÿ â æîäíîìó áiëüøîìó âëàñíîìó iäåàëi, íàçèâà¹òüñÿ

ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì.

Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Iäåàë I àëãåáðè A ¹ âëàñíèì

iäåàëîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè I íå ìiñòèòü æîäíèõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

Ñòàíäàðòíå çàñòîñóâàííÿ ëåìè Öîðíà ïîêàçó¹, ùî êîæåí âëàñíèé iäåàë I àë-

ãåáðè A ìiñòèòüñÿ â ÿêîìóñü ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi àëãåáðè A. ßêùî I � öå
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çàìêíóòèé âëàñíèé iäåàë â A, òî ôàêòîð-ïðîñòið A/I ¹ êîìóòàòèâíîþ áàíàõî-

âîþ àëãåáðîþ, i ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ A→ A/I ¹ íåïåðåðâíèì àëãåáðà¨÷íèì

ãîìîìîðôiçìîì.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Òîäi:

(1) Çàìèêàííÿ êîæíîãî âëàñíîãî iäåàëó A ¹ âëàñíèì iäåàëîì.

(2) Êîæíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë A ¹ çàìêíåíèì.

Íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM(A) ìíîæèíó âñiõ êîì-

ïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ A, òîáòî ìíîæèíó âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ãîìîìîðôiçìiâ

ϕ : A → C. Ìíîæèíó M(A) íàçèâàþòü ñïåêòðîì A. Êîìïëåêñíi ãîìîìîð-

ôiçìè A òàêîæ íàçèâàþòü ìóëüòèïëiêàòèâíèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè

àáî õàðàêòåðàìè. Çà ïîïåðåäíiìè äîìîâëåíîñòÿìè ϕ(e) = 1 äëÿ êîæíîãî

ϕ ∈M(A).

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ó âèïàäêó êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãå-

áðè A iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ êîìïëåêñíèõ

ãîìîìîðôiçìiâ A òà ìíîæèíîþ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ A.

Òåîðåìà 18. Íåõàé A � êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Òîäi:

(1) ßäðî êîæíîãî êîìïëåêñíîãî ãîìîìîðôiçìó A ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì

A.

(2) Êîæåí ìàêñèìàëüíèé iäåàë A ¹ ÿäðîì ¹äèíîãî êîìïëåêñíîãî ãîìîìîð-

ôiçìó A.

Íåõàé A � íàïiâïðîñòà êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà. Êîæíîìó åëåìåí-

òó x ∈ A âiäïîâiäà¹ ôóíêöiÿ x̂ íà M(A), âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ x̂(ϕ) := ϕ(x),

äå ϕ � äîâiëüíèé õàðàêòåð ç A. Âiäîáðàæåííÿ x 7→ x̂ íàçèâàþòü ïåðåòâîðåí-

íÿì Ãåëüôàíäà. Íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ íà M(A), â ÿêié âñi ôóíêöi¨ x̂, x ∈ A ¹

íåïåðåðâíèìè, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ Ãåëüôàíäà. Âiäîìî, ùî äëÿ áàíàõîâî¨

àëãåáðèM(A) ¹ êîìïàêòíèì ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà íàïiâïðîñòà êîìóòàòèâíà áàíàõîâà àëãåáðà âêëàäà¹òüñÿ
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ÿê ïiäàëãåáðà â àëãåáðó âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà äåÿêîìó êîìïàêòi (ÿêèé

çáiãà¹òüñÿ ç M(A)). Öå âêëàäåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ãåëüôàíäà.

Íàïiâïðîñòà êîìóòàòèâíà àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ, ÿêùî ïåðåòâîðå-

ííÿ Ãåëüôàíäà ¹ içîìåòði¹þ. Äåòàëüíiøó iíôîðìàöiþ ïðî áàíàõîâi àëãåáðè

ìîæíà çíàéòè â [75], [35].

Ìè áóäåìî êàçàòè, ùî Z � àëãåáðà Ôðåøå, ÿêùî Z � ïðîñòið Ôðåøå

(ëîêàëüíî-îïóêëèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið) i íàïiâíîðìè íà Z, ÿêi ïîðîäæóþòü

ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ íà Z, ìîæíà âèáðàòè ìóëüòèïëiêàòèâíî îïóêëè-

ìè. Iíøèìè ñëîâàìè, òîïîëîãiÿ íà Z çàäà¹òüñÿ äåÿêîþ çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ

íàïiâíîðì qj òàêèõ, ùî

qj(xy) ≤ qj(x)qj(y),

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ Z, j = 1, . . . ,∞.
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2 Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ `p

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñïåêòðó àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà `p, 1 ≤ p < +∞. Äëÿ p = 1 îòðèìàíî

ïðåäñòàâëåííÿ ñïåêòðà çà äîïîìîãîþ öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó

îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâà-

íî â òàêèõ ïðàöÿõ: [2], [3], [7], [8].

2.1 Îïåðàöiÿ çãîðòêè íà ñïåêòðàõ àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié

Ðàäióñ-ôóíêöiÿ íà Mbs(`p).

Âiäïîâiäíî äî [14], ìè âèçíà÷à¹ìî ðàäióñ-ôóíêöiþ R íàMbs(`p) øëÿõîì

ïðèñâî¹ííÿ áóäü-ÿêîìó êîìïëåêñíîìó ãîìîìîðôiçìó φ ∈ Mbs(`p) iíôiìóì

R(φ) ç óñiõ r, òàêèõ ùî φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà êóëi rB`p, òîáòî |φ(f)| ≤ Cr‖f‖r. Äàëi, ìà¹ìî |φ(f)| ≤ ‖f‖R(φ).

ßê i ó íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ ðàäióñ-

ôóíêöi¨:

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé φ ∈Mbs(`p). Òîäi

R(φ) = lim sup
n→∞

‖φn‖1/n, (12)

äå φn � çâóæåííÿ φ íà Ps(n`p), à ‖φn‖ � éîãî âiäïîâiäíà íîðìà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ (12) âèêîðèñòîâó¹ìî àðãóìåíòè ç [14, òåîðåìà 2.3.].

Íàãàäà¹ìî, ùî

‖φn‖ = sup{|φn(P )| : P ∈ Ps(n`p) with ‖P‖ ≤ 1}.

Ïðèïóñòèìî, ùî

0 < t < lim sup
n→∞

‖φn‖1/n.

Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü îäíîðiäíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Pj ñòåïåíÿ nj →
∞ òàêà, ùî ‖Pj‖ = 1 i |φ(Pj)| > tnj . ßêùî 0 < r < t, òî âíàñëiäîê îäíîðiäíî-
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ñòi,

‖Pj‖r = sup
x∈rB`p

|Pj(x)| = rnj ,

òàê ùî

|φ(Pj)| > (t/r)nj‖Pj‖r,

i φ íå ¹ íåïåðåðâíèì äëÿ íîðìè ‖ · ‖r. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî R(φ) ≥ r i,

âðàõîâóþ÷è äîâiëüíèé âèáið r, ìè îòðèìó¹ìî

R(φ) ≥ lim sup
n→∞

‖φn‖1/n.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî s > lim sup
n→∞

‖φn‖1/n òàê, ùî sm ≥ ‖φm‖ äëÿ âåëè-

êèõ m. Òîäi iñíó¹ c ≥ 1 òàêå, ùî ‖φm‖ ≤ csm äëÿ êîæíîãî m. ßêùî r > s �

äîâiëüíå ÷èñëî, i f ∈ Hbs(`p) ìà¹ ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà f =
∞∑
n=1

fn, òî

rm‖fm‖ = ‖fm‖r ≤ ‖f‖r, m ≥ 0.

Îòæå,

|φ(fm)| ≤ ‖φm‖‖fm‖ ≤
csm

rm
‖f‖r

i, òàêèì ÷èíîì,

‖φ(f)‖ ≤ c
(∑ sm

rm

)
‖f‖r.

Îòæå, φ íåïåðåðâíèé âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ íîðìè íà rB, i R(φ) ≤ r. Îñêiëüêè

r i s � äîâiëüíi, òî

R(φ) ≤ lim sup
n→∞

‖φn‖1/n.

Ñèìåòðè÷íà çãîðòêà.

Ð. Àðîíîì, Á. Êîóëîì òà Ò. Ãàìåëiíîì â [14] áóëî ââåäåíî îïåðàöiþ çãîð-

òêè íà ñïåêòði àëãåáðè öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó Hb(X),

ÿêà âèçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ çñóâiâ ó ïðîñòîði X. Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¨ àíà-

ëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(x) íà `p ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ f(x + y) äëÿ äåÿêîãî

ôiêñîâàíîãî y ∈ `p íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ñèìåòðè÷íîþ.
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Çàóâàæåííÿ 1. Íå iñíó¹ w ∈ `p, w 6= 0 òàêîãî, ùî ôóíêöiÿ g(x) = f(x+ w)

¹ ñèìåòðè÷íîþ äëÿ êîæíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbs(`p).

Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ i0 ∈ N, òàêå ùî |wn| < 1
3 , ÿêùî n ≥ i0. Ïðèïóñòèìî, ùî

f(·+w) íàëåæèòü Hbs(`p) äëÿ êîæíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbs(`p). Òîäi

äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ i êîæíîãî åëåìåíòà áàçè ïðîñòîðó `p

ìà¹ìî, ùî f(eσ(i) + w) = g(eσ(i)) = g(ei) = f(ei + w) äëÿ âñiõ f ∈ Hbs(`p).

Òàêèì ÷èíîì, eσ(i) + w ¹ ïåðåñòàíîâêîþ ei + w, òîáòî, 1 + wσ(i) = wji äëÿ

äåÿêîãî iíäåêñà ji ∈ N.
Îñêiëüêè σ ¹ ái¹êöi¹þ, ìíîæèíà {σ(i) > i0} � íåñêií÷åííà, òî iñíóþòü

íåñêií÷åííi ÷ëåíè wji ç àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì áiëüøèì, íiæ 2
3 , ùî ¹ íåìî-

æëèâèì.

Ïðèãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5. [1, 9] Íåõàé x, y ∈ `p , x = (x1, x2, . . . , ) i y = (y1, y2, . . . , ).

Îçíà÷èìî ñèìåòðè÷íèé çñóâ x • y ∈ `p òàêèì ÷èíîì:

x • y = (x1, y1, x2, y2, . . . , ).

Âiäîáðàæåííÿ f 7→ T sy (f), äå T sy (f)(x) = f(x • y) áóäåìî íàçèâàòè îïåðà-

òîðîì ñèìåòðè÷íîãî çñóâó. Çàóâàæèìî, ùî T sx ◦T sy = T sx•y = T sy ◦T sx : Äiéñíî,

[T sx ◦ T sy ](f)(z) = T sx [T sy (f)](z) = T sy (f)(z • x) = f((z • x) • y)) = f(z • (x • y)),

îñêiëüêè f � ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ.

Íàâåäåíå âèùå çàóâàæåííÿ ïîÿñíþ¹, ÷îìó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îïåðàòîð

ñèìåòðè÷íîãî çñóâó äëÿ îçíà÷åííÿ çãîðòêè íàMbs(`p).

Îçíà÷åííÿ 6. [1,9] Íåõàé f ∈ Hbs(`p) i θ ∈ Hbs(`p)
′. �õ ñèìåòðè÷íó çãîðòêó

θ ? f îçíà÷èìî ÿê (θ ? f)(x) = θ[T sx(f)].

ßê çàçíà÷àëîñÿ â [1], âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî θ ? f ∈ Hbs(`p).

Îçíà÷åííÿ 7. [1, 9] Äëÿ äîâiëüíèõ φ, θ ∈ Hbs(`p)
′, âèçíà÷èìî ¨õ ñèìåòðè-

÷íó çãîðòêó òàêèì ÷èíîì:

(φ ? θ)(f) = φ(θ ? f) = φ(y 7→ θ(T sy f)).
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Íàñëiäîê 3. ßêùî φ, θ ∈Mbs(`p), òîäi φ ? θ ∈Mbs(`p).

Òåîðåìà 19. a) Äëÿ âñiõ ϕ, θ ∈Mbs(`p) ìà¹ìî, ùî

(ϕ ? θ)(Fk) = ϕ(Fk) + θ(Fk). (13)

b) Íàïiâãðóïà (Mbs(`p), ?) ¹ êîìóòàòèâíîþ; çíà÷åííÿ â 0, δ0, ¹ ¨¨ îäèíèöåþ

òà âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî ñêîðî÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà Fk â àëãåáðà¨÷íîìó áàçèñi

ïîëiíîìiâ, {Fk}, ìè ìà¹ìî:

(θ ? Fk)(x) = θ(T sx(Fk)) = θ(Fk(x) + Fk) = Fk(x) + θ(Fk).

Òîìó

(ϕ ? θ)(Fk) = ϕ(Fk + θ(Fk)) = ϕ(Fk) + θ(Fk).

Ùîá ïåðåâiðèòè, ùî çãîðòêà ¹ êîìóòàòèâíîþ, òîáòî φ ? θ = θ ? φ, äîñòà-

òíüî öå äîâåñòè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, à îòæå, äëÿ áàçèñó {Fk}. Òàêèì
÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî (θ ? ϕ)(Fk) = ϕ(Fk) + θ(Fk) = θ(Fk) + ϕ(Fk) =

(ϕ ? θ)(Fk).

Ç (13) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî ñêîðî÷åííÿ äëÿ öi¹¨ çãîð-

òêè: ÿêùî ϕ?θ = ψ?θ, òîäi ϕ(Fk)+θ(Fk) = ψ(Fk)+θ(Fk), îòæå ϕ(Fk) = ψ(Fk)

i, òàêèì ÷èíîì, ϕ = ψ.

Ïðèêëàä 1. Iñíóþòü íåòðèâiàëüíi åëåìåíòè ó íàïiâãðóïi (Mbs(`p), ?), ÿêi

¹ îáîðîòíiìè:

Â [10, ïðèêëàä 3.1] áóâ ïîáóäîâàíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ϕ = Ψ1

íà ðiâíîìiðíié àëãåáði Aus(B`p) òàêèé, ùî ϕ(Fp) = 1 òà ϕ(Fi) = 0 äëÿ âñiõ

i > p. Àíàëîãi÷íî, äëÿ äàíîãî λ ∈ C ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè íåïåðåðâíèé

ãîìîìîðôiçì Ψλ íà ðiâíîìiðíié àëãåáði Aus(|λ|B`p) òàêèé, ùî Ψλ(Fp) = λ i

Ψλ(Fi) = 0 äëÿ âñiõ i > p : Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè äëÿ êîæíîãî

n ∈ N, åëåìåíò vn =
(
λ
n

)1/p
(e1+· · ·+en), äëÿ ÿêîãî Fp(vn) = λ, i limn Fj(vn) =

0. Ïîñëiäîâíiñòü {δvn} ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó Ψλ ó ñïåêòði Aus(|λ|B`p). Ìè

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ψλ äëÿ çâóæåííÿ Ψλ íà ïiäàëãåáðó

32



Hbs(`p) àëãåáðè Aus(|λ|B`p). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ψλ?ψ−λ = δ0, îñêiëüêè äëÿ óñiõ

åëåìåíòiâ Fj àëãåáðà¨÷íî¨ áàçè, (ψλ?ψ−λ)(Fj) = ψλ(Fj)+ψλ(Fj) = 0 = δ0(Fj).

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî êîìïëåêñíó ïðÿìó îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ

{ψλ : λ ∈ C}.

ßê i â íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ( [14] òåîðåìà 5.5), ¹ ñïðàâåäëèâèì íà-

ñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 6. Êîæíèé ϕ ∈Mbs(`p) ëåæèòü íà îäíîëèñòíié êîìïëåêñíié

ïðÿìié, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç δ0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî z ∈ C, ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ Lz : Hbs(`p)→
Hbs(`p), âèçíà÷åíèé ÿê Lz(f)((xn)) := f((zxn)), à òàêîæ çâóæåííÿ éîãî òðàíñ-

ïîíîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ L∗z íà Mbs(`p). Ïîêëàäåìî ϕ
z := L∗z(ϕ) = ϕ ◦ Lz.

Çàóâàæèìî, ùî ϕz(Fk) = ϕ ◦ Lz(Fk) = ϕ((Fk(z·))) = zkϕ(Fk). Êðiì òîãî,

ϕ0 = δ0.

Äëÿ êîæíîãî f ∈ Hbs(`p) âiäîáðàæåííÿ C â ñåáå, ÿêå âèçíà÷åíå ÿê z ;

ϕz(f), ¹ öiëèì çãiäíî ç [14], ëåìà 5.4.(i). Òîìó âiäîáðàæåííÿ z ∈ C ; ϕz ∈
Mbs(`p) ¹ àíàëiòè÷íèì.

Îñêiëüêè ϕ 6= δ0, ìíîæèíà Σ := {k ∈ N : ϕ(Fk) 6= 0} ¹ íåïîðîæíüîþ.
Íåõàém � ïåðøèé åëåìåíò Σ, òàê ùî ϕ(Fm) 6= 0. Òîäi, ÿêùî ϕz = ϕw, ìà¹ìî,

ùî zmϕ(Fm) = wmϕ(Fm) i, îòæå zm = wm. Áåðó÷è ãîëîâíå çíà÷åííÿ mth-ãî

êîðåíÿ, ìà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ξ ; ϕ
m
√
ξ ¹ îäíîçíà÷íèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð T : Hbs(`p) → Hbs(`p) íàçèâà¹òüñÿ

îïåðàòîðîì çãîðòêè, ÿêùî iñíó¹ θ ∈Mbs(`p) òàêèé, ùî Tf = θ?f. Ïîçíà÷èìî

Hconv(`p) := {T ∈ L(Hbs(`p)) : T ¹ îïåðàòîðîì çãîðòêè}.

Òâåðäæåííÿ 7. Íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì T : Hbs(`p) → Hbs(`p) ¹ îïåðà-

òîðîì çãîðòêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií êîìóòó¹ ç óñiìà îïåðàòîðàìè

ñèìåòðè÷íîãî çñóâó T sy , y ∈ `p.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ θ ∈Mbs(`p) òàêå, ùî Tf = θ?f. Çàôiêñó¹ìî

y ∈ `p. Òîäi [T ◦ T sy ](f)(x) = [T (T sy (f))](x) = [θ ? T sy (f)](x) = θ[T sx(T sy (f)] =
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θ[T sx•y(f)]. Ç iíøîãî áîêó, [T sy ◦T ](f)(x) = [T sy (Tf)](x) = Tf(x•y) = (θ?f)(x•
y) = θ[T sx•y(f)].

Íàâïàêè, ïîêëàäåìî θ = δ0 ◦ T. Î÷åâèäíî, ùî θ ∈ Mbs(`p). Ïåðåâiðèìî,

ùî Tf = θ?f : Äiéñíî, (θ?f)(x) = θ[T sx(f)] = [T (T sx(f))](0) = [T sx(T (f))](0) =

Tf(0 • x) = Tf(x).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Λ, âèçíà÷åíå ÿê Λ(θ)(f) = θ ? f, òîáòî,

Λ : Mbs(`p) → Hconv(`p)

θ 7→ f ; θ ? f ≡ Λ(θ)(f)
.

Î÷åâèäíî, ùî âîíî ¹ ái¹êòèâíèì. Êðiì òîãî, ìè îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

çãîðòêè íàïiâãðóïè:

Òâåðäæåííÿ 8. Âiäîáðàæåííÿ Λ ¹ içîìîðôiçìîì ç (Mbs(`p), ?) â (Hconv(`p), ◦),
äå ñèìâîëîì ◦ ïîçíà÷à¹òüñÿ çâè÷àéíà îïåðàöiÿ êîìïîçèöi¨.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ òâåðäæåí-

íÿ,

Λ(ϕ ? θ)(f)(x) = [(ϕ ? θ) ? f ](x) = (ϕ ? θ)(T sxf) = ϕ(θ ? T sxf) =

ϕ[Λ(θ)(T sxf)] = ϕ[(Λ(θ) ◦ T sx)(f)] = ϕ[(T sx ◦ Λ(θ))(f)].

Ç iíøîãî áîêó,

[Λ(ϕ) ◦ Λ(θ)](f)(x) = Λ(ϕ)[Λ(θ)(f)](x) = [ϕ ? Λ(θ)(f)](x) = ϕ[T sx(Λ(θ)(f))],

çâiäêè âèïëèâà¹ íàøå òâåðäæåííÿ.

ßê íàñëiäîê ìè ìà¹ìî, ùî ãîìîìîðôiçì θ ¹ îáîðîòíèì â (Mbs(`p), ?)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð çãîðòêè Λ(θ) ¹ àëãåáðà¨÷íèì içîìîðôiçìîì.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî äëÿ ψ ∈Mbs(`p) âèêîíó¹òüñÿ

ψ ◦ Λ(θ) = ψ ? θ,

îñêiëüêè [ψ ◦ Λ(θ)](f) = ψ[Λ(θ)(f)] = ψ(θ ? f) = (ψ ? θ)(f).

Äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ ïðî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ϕ = ψ?θ äëÿ äàíèõ

ϕ, θ ∈Mbs(`p). Ïî÷íåìî ç çàãàëüíî¨ ëåìè.
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Ëåìà 3. Íåõàé A,B � àëãåáðè Ôðåøå i T : A→ B � ãîìîìîðôiçì ç àëãåáðè

A íà B. Òîäi T âiäîáðàæà¹ (çàìêíåíi) ìàêñèìàëüíi iäåàëè íà (çàìêíåíi)

ìàêñèìàëüíi iäåàëè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè T ¹ ñþð'¹êòèâíèì, âií âiäîáðàæà¹ iäåàëè â A íà iäåàëè â

B. Íåõàé J ⊂ A � ìàêñèìàëüíèé iäåàë. Äîâåäåìî, ùî T (J ) ¹ ìàêñèìàëüíèì

iäåàëîì ó B. Äiéñíî, ÿêùî I iíøèé iäåàë ç T (J ) ⊂ I ⊂ B, òî âèÿâëÿ¹òüñÿ,

ùî äëÿ iäåàëà T−1(I), J ⊂ T−1(T (J )) ⊂ T−1(I). Îòæå àáî J = T−1(I), àáî

A = T−1(I). Òîáòî àáî T (J ) = I, àáî B = I.
Íåõàé òåïåð ϕ ∈M(A) i J = Ker(ϕ) � çàìêíóòèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë.

Òîäi T (J ) ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì â B, òîìó íà B iñíó¹ õàðàêòåð ψ òàêèé,

ùî Ker(ψ) = T (J ). Òîäi Ker(ϕ) ⊂ Ker(ψ ◦ T ), òîìó ùî ÿêùî ϕ(a) = 0,

òîáòî a ∈ J , ìè ìà¹ìî, ùî T (a) ∈ Ker(ψ). Òàêîæ, çà ìàêñèìàëüíiñòþ, àáî

ϕ = ψ ◦ T, àáî ψ ◦ T = 0 i, îòæå, ψ = 0. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ψ òàêîæ

íåïåðåðâíèé, îñêiëüêè T ¹ âiäêðèòèì âiäîáðàæåííÿì, i ÿêùî (bn) ¹ íóëü-

ïîñëiäîâíiñòþ â B, iñíó¹ íóëü-ïîñëiäîâíiñòü (an) ⊂ A òàêà, ùî T (an) = bn;

òàêèì ÷èíîì limn ψ(bn) = limn ψ ◦ T (an) = limn ϕ(an) = 0.

Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé A,B � àëãåáðè Ôðåøå i T : A→ B � ãîìîìîðôiçì

ç àëãåáðè A íà B. ßêùî T (Ker(ϕ)) ¹ âëàñíèì iäåàëîì, òîäi iñíó¹ ¹äèíå

ψ ∈M(B) òàêå, ùî ϕ = ψ ◦ T.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé θ ∈ Mbs(`p). Ïðèïóñòèìî, ùî Λ(θ) ¹ âiäîáðàæåííÿì

"íà". ßêùî Λ(θ)(Kerϕ) ¹ âëàñíèì iäåàëîì, òî ðiâíÿííÿ ϕ = ψ ? θ ìà¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê. Ó âèïàäêó, ÿêùî Λ(θ)(Kerϕ) = Hbs(`p), ðiâíÿííÿ ϕ = ψ ? θ

ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç çàóâàæåííÿ, îñêiëüêè ψ ? θ = ψ ◦
Λ(θ) = ϕ. Äëÿ äðóãîãî òâåðäæåííÿ: ÿêùî äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ψ iñíó¹, òî, çíîâó

æ, ψ◦Λ(θ) = ψ?θ = ϕ i òîìó ψ(Hbs(`p)) = (ψ◦Λ(θ))((Kerϕ)) = ϕ(Kerϕ) = 0.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ϕ = 0.
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Ñëàáêà ïîëiíîìiàëüíà òîïîëîãiÿ íà Mbs(`p).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç wp òîïîëîãiþ íàMbs(`p), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ íàñòóïíîþ

áàçîþ îêîëiâ:

Uε,k1,...,kn(ψ) = {ψ ? ϕ : ϕ ∈Mbs(`p) |ϕ(Fkj)| < ε, j = 1, . . . , n}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî îïåðàöiÿ çãîðòêè ¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ òîïîëîãi¨ wp,

îñêiëüêè, âèêîðèñòîâóþ÷è (13), ìà¹ìî, ùî

Uε/2,k1,...,kn(θ) ? Uε/2,k1,...,kn(ψ) ⊂ Uε,k1,...,kn(θ ? ψ).

Ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f ∈ Hbs(`p) ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ, ÿêùî iñíó¹

ñêií÷åííå ÷èñëî ôóíêöié {Fk} i öiëà ôóíêöiÿ q òàêi, ùî f = q(F1, . . . , Fj).

Òåîðåìà 20. Ôóíêöiÿ f ∈ Hbs(`p) ¹ wp-íåïåðåðâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âîíà ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ôóíêöiÿ ¹ wp-íåïå-

ðåðâíîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vn ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið â `p, íàòÿãíóòèé

íà áàçèñíi âåêòîðè {e1, . . . , en}. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ÿêùî iñíó¹ íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî m òàêå, ùî çâóæåííÿ f íà Vn, f|Vn , ãåíåðó¹òüñÿ çâóæåííÿì

F1, . . . , Fm íà Vn äëÿ êîæíîãî n ≥ m, òîäi f ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæåíîþ. Äiéñíî,

äëÿ çàäàíèõ n ≥ k ≥ m ìè ìîæå íàïèñàòè, ùî

f|Vk (x) = q1(F1(x), . . . , Fm(x)) i f|Vn(x) = q2(F1(x), . . . , Fm(x))

äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ôóíêöié q1 i q2 íà Cn. Îñêiëüêè

{(F1(x), . . . , Fm(x)) : x ∈ Vk} = Cm

(äèâ., íàïðèêëàä, [10]) i f |Vn ¹ ðîçøèðåííÿì f |Vk, òî ìà¹ìî, ùî q1(t1, . . . , tn) =

q2(t1, . . . , tn). Îòæå, f(x) = q1(F1(x), . . . , Fm(x)) íà `p, îñêiëüêè f(x) çáiãà¹-

òüñÿ ç q1(F1(x), . . . , Fm(x)) íà ùiëüíié ïiäìíîæèíi
⋃
n Vn.

Íåõàé f � wp-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ â Hbs(`p). Òîäi f ¹ îáìåæåíà â îêîëi

Uε,1,...,m = {x ∈ `p : |F1(x)| < ε, . . . , |Fm(x)| < ε}. Äëÿ çàäàíîãî n ≥ m íå-

õàé f |Vn(x) = q(F1(x), . . . , Fm(x)) � ïðåäñòàâëåííÿ f |Vn(x) äëÿ äåÿêî¨ öiëî¨
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ôóíêöi¨ q íà Cn. Îñêiëüêè {(F1(x), . . . , Fm(x)) : x ∈ Vn} = Cm, òî q(t1, . . . , tn)

ìà¹ áóòè îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi {|t1| < ε, . . . , |tm| < ε}. Ç òåîðåìè Ëióâi-

ëëÿ âèïëèâà¹, ùî q(t1, . . . , tn) = q(t1, . . . , tm, 0 . . . , 0), òîáòî f |Vn ãåíåðó¹òüñÿ

F1, . . . , Fm. Îñêiëüêè öå âiðíî äëÿ êîæíîãî n, òî ôóíêöiÿ f ¹ ñêií÷åííî ïî-

ðîäæåíîþ.

Íàïðèêëàä, f(x) =
∑∞

n=1
Fn(x)
n! íå ¹ wp-íåïåðåðâíà.

Òâåðäæåííÿ 9. Òîïîëîãiÿ wp ¹ Ãàóñäîðôîâîþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ϕ 6= ψ, òî iñíó¹ òàêå ÷èñëî k, ùî

|ϕ(Fk)− ψ(Fk)| = ρ > 0.

Íåõàé ε = ρ/3. Òîäi äëÿ êîæíîãî θ1 i θ2 â Uε,k(0) ìà¹ìî, ùî

|(ϕ ? θ1)(Fk)− (ϕ ? θ2)(Fk)| = |(ϕ(Fk)− ψ(Fk))− (θ2(Fk))− θ1(Fk)| ≥ ρ/3.

Òâåðäæåííÿ 10. Íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ Mbs(`p) òîïîëîãiÿ wp ¹ òîí-

øîþ, íiæ ?-ñëàáêà òîïîëîãiÿ w(Mbs(`p),Hbs(`p)).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè (Mbs(`p), wp) ¹ ïðîñòîðîì ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-

íîñòi, òî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (ϕi)i, ÿêà

¹ wp-çáiæíîþ äî äåÿêîãî ψ, ìà¹ìî, ùî limi ϕi(f) = ψ(f) äëÿ êîæíîãî f ∈
Hbs(`p) : Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ Áàíàõà-Øòåéíãàóçà äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñÿ,

ùî limi ϕi(P ) = ψ(P ) äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P. Îñêiëüêè {Fk} ¹
àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, íàì äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè,

ùî limi ϕi(Fk) = ψ(Fk) äëÿ êîæíîãî Fk. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ε > 0, ϕi ∈ Uε,k
äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî i, òîáòî iñíó¹ θi òàêèé, ùî ϕi = ψ ? θi ç |θi(Fk)| < ε.

Òîäi |ϕi(Fk)− ψ(Fk)| = |θi(FK)| < ε äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî i.

Òâåðäæåííÿ 11. ßêùî (Mbs(`p), ?) ¹ ãðóïîþ, òîäi wp ñïiâïàäà¹ ç íàéñëàá-

øîþ òîïîëîãi¹þ íàMbs(`p) òàê, ùî äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà P ∈ Hbs(`p) éîãî

ðîçøèðåííÿ Ãåëüôàíäà P̂ ¹ íåïåðåðâíèì íàMbs(`p).
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Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè F−1
k (B(Fk(ψ), ε)) ïîðîäæóþòü íàéñëàáøó òîïîëîãiþ,

òàêó ùî âñi P̂ íåïåðåðâíi. Íåõàé θ ∈Mbs(`p) ¹ òàêèì, ùî |Fk(θ)−Fk(ψ)| < ε.

Ïîêëàäåìî ϕ = θ ? ψ−1. Òîäi |Fk(ϕ)| = |Fk(θ)− Fk(ψ)| < ε i θ = ψ ? ϕ.

Ïðåäñòàâëåííÿ íàïiâãðóïè (Mbs(`1), ?).

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Hbs(`1). Öÿ àëãåáðà, îêðiì áàçèñó {Fn}, ìà¹ iíøèé
ïðèðîäíèé áàçèñ. Âií çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ (Gn), ÿêà ìà¹ íàñòóïíèé âè-

ãëÿä: G0 = 1 i

Gn(x) =
∞∑

k1<···<kn

xk1
· · · xkn.

Ëåìà 4. ‖Gn‖ = 1/n!

Äîâåäåííÿ. Ùîá îá÷èñëèòè íîðìó, äîñèòü ðîçiáðàòèñÿ ç âåêòîðàìè â îäèíè-

÷íié êóëi `1, êîìïîíåíòè ÿêî¨ ¹ íåâiä'¹ìíèìè. I íàì áóäå äîñòàòíüî îá÷èñëèòè

íîðìó íà Lm, ëiíiéíié îáîëîíöi {e1, . . . , em} äëÿ m ≥ n. Ìè âèêîíó¹ìî îá÷è-

ñëåííÿ ïî iíäóêöi¨ ïî m.

Îñêiëüêè Gn|Lm ¹ îäíîðiäíèì, éîãî íîðìà äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi ç íîðìîþ 1.

ßêùîm = n, òîGn ¹ äîáóòêîì x1 · · ·xn. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî ìíîæíèêiâ
Ëàãðàíæà, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷êàõ ç ðiâíèìè êî-

îðäèíàòàìè, òîáòî ïðè 1
n(e1 + · · ·+en). Îòæå |Gn(

1
n ,

n. . ., 1
n , 0, . . . )| = 1/nn ≤ 1

n! .

Òåïåð äëÿ m > n i x ∈ Lm, ìè ìà¹ìî Gn(x) =
∑∞

k1<···<kn≤m xk1
· · ·xkn.

Çíîâó æ òàêè, çà ïðàâèëîì ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà, àáî äåÿêi ç êîîðäèíàò ðiâíi

íóëþ, àáî âñi âîíè ðiâíi i, îòæå, âîíè ìàþòü òå ñàìå çíà÷åííÿ 1
m . Ó ïåðøîìó

âèïàäêó ìè ïîâåðòà¹ìîñÿ äî äåÿêèõ ïîïåðåäíiõ iíäóêòèâíèõ êðîêiâ, ç Lk ç

k < m, i ìà¹ ìiñöå øóêàíà íåðiâíiñòü. Ó äðóãîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî, ùî

Gn(
1
m ,

m. . ., 1
m , 0, . . . ) =

(
m

n

)
1
mn ≤ 1

n! .

Êðiì òîãî, ‖Gn‖ ≥ limm

(
m

n

)
1
mn = 1

n! , ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C{t} ïðîñòið âñiõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä ïîëåì C. Òàêîæ
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ïîçíà÷èìî ÷åðåç F i G òàêi âiäîáðàæåííÿ çMbs(`1) â C{t} :

F(ϕ) =
∞∑
n=1

tn−1ϕ(Fn) i G(ϕ) =
∞∑
n=1

tnϕ(Gn).

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ϕ ∈ Mbs(`1) âèçíà÷åíà ðàäióñ-

ôóíêöiÿ çà ôîðìóëîþ

R(ϕ) = lim sup
n→∞

‖ϕn‖
1
n <∞, (14)

äå ϕn ¹ çâóæåííÿì ϕ íà ïiäïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ.

Òâåðäæåííÿ 12. Âiäîáðàæåííÿ ϕ ∈ Mbs(`1)
G→ G(ϕ) ∈ H(C) ¹ îäíîçíà-

÷íèì i äi¹ â ïiäïðîñòið öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó íà C. Òèï
G(ϕ) ¹ ìåíøèì àáî ðiâíèì äî R(ϕ).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4 ìà¹ìî, ùî

lim sup
n→∞

n
√
n!|ϕn(Gn)| ≤ lim sup

n→∞

n
√
n!‖ϕn‖‖Gn‖ =

lim sup
n→∞

n
√
‖ϕn‖ = R(ϕ) <∞,

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî G(ϕ) ¹ öiëîþ i åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, ÿêèé ¹ ìåíøèì

àáî ðiâíèì R(ϕ). Òå, ùî G ¹ îäíîçíà÷íèì, âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî {Gn} ¹
áàçèñîì.

Òåîðåìà 21. Ñïðàâåäëèâi òàêi òîòîæíîñòi:

1. F(ϕ ? θ) = F(ϕ) + F(θ).

2. G(ϕ ? θ) = G(ϕ)G(θ).

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé çãîð-

òêè. Ùîá äîâåñòè äðóãå, çàóâàæèìî, ùî

Gn(x • y) =
n∑
k=0

Gk(x)Gn−k(y).

Îòæå,

(θ ? Gn)(x) = θ(T sx(Gn)) = θ
( n∑
k=0

Gk(x)Gn−k

)
=

n∑
k=0

Gk(x)θ(Gn−k).
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Òàêèì ÷èíîì,

(ϕ ? θ)(Gn) = ϕ
( n∑
k=0

Gk(x)θ(Gn−k)
)

=
n∑
k=0

ϕ(Gk)θ(Gn−k).

Îòæå, áóäó÷è àáñîëþòíî çáiæíèì ðÿäîì,

G(ϕ)G(θ) =
∞∑
k=0

tkϕ(Gk)
∞∑
m=0

tmθ(Gm) =
∞∑
n=0

∑
k+m=n

tnϕ(Gk)θ(Gm) =

∞∑
n=0

tn
∑

k+m=n

ϕ(Gk)θ(Gm) =
∞∑
n=0

tn(ϕ ? θ)(Gn) = G(ϕ ? θ).

Ïðèêëàä 2. Âiçüìåìî ψλ ÿê ó ïðèêëàäi 1. Ìè çíà¹ìî, ùî F(ψλ) = λ. Ùîá

çíàéòè G(ψλ), çàóâàæèìî, ùî

Gk(vn) =
(λ
n

)k( n

k

)
, îòæå ϕ(Gk) = lim

n
Gk(vn) =

λk

k!

i, òàêèì ÷èíîì,

G(ψλ)(t) = lim
n→∞

n∑
k=0

(λt)kψλ(Gn) = lim
n→∞

n∑
k=0

(λt)k

k!
= eλt.

Çãiäíî ç âiäîìîþ ôîðìóëîþ Íüþòîíà, äëÿ x ∈ `1 ìà¹ìî:

nGn(x) = F1(x)Gn−1(x)− F2(x)Gn−2(x) + · · ·+ (−1)n+1Fn(x). (15)

Êðiì òîãî, ÿêùî ξ � êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèé)

íà ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(`1), òîäi

nξ(Gn) = ξ(F1)ξ(Gn−1)− ξ(F2)ξ(Gn−2) + · · ·+ (−1)n+1ξ(Fn). (16)

Äàëi âêàæåìî íà îáìåæåííÿ òåõíiêè ïîáóäîâè, îïèñàíî¨ â 1.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé ξ � êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì íà Ps(`1) òàêèé, ùî

ξ(Fm) = c 6= 0 äëÿ m ≥ 2 i ξ(Fn) = 0 äëÿ n 6= m. Òîäi

G(ξ) =

{
e
c
m t

m

ÿêùî m � íåïàðíå

2− e− c
m t

m

ÿêùî m � ïàðíå

i ξ íåïåðåðâíå òiëüêè ó âèïàäêó m = 2.
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (40) ìè áà÷èìî, ùî

ξ(Gkm) = (−1)m+1ξ(Fm)ξ(G(k−1)m)

km

i ξ(Gn) = 0 ÿêùî n 6= km äëÿ äåÿêîãî k ∈ N. Çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî, ùî

ξ(Gkm) =

(
(−1)m+1c/m

)k
k!

i, òàêèì ÷èíîì,

G(ξ)(t) = 1 +
∞∑
k=1

(
(−1)m+1c/m

)k
k!

tkm = 1 +
∞∑
k=1

((−1)m+1 ctm

m )k

k!
= e((−1)m+1 ctm

m ).

Îòæå, G(ξ)(t) = e−
(−ct)m
m = e−

(−c)m
m tm. Îñêiëüêè m ≥ 2, G(ξ) íå ¹ åêñïîíåíöi-

àëüíîãî òèïó. Îòæå, ÿêáè ξ áóâ íåïåðåðâíèì, éîãî ìîæíà áóëî á ïðîäîâæèòè

äî åëåìåíòà âMbs(`1), ùî ïðèçâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ ç òâåðäæåííÿì 12.

Çãiäíî ç ôàêòîðèçàöiéíîþ òåîðåìîþ Àäàìàðà (äèâ. [62, c. 27]) ôóíêöiÿ

åêñïîíåíöiéíîãî òèïó G(ϕ)(t) ìà¹ âèãëÿä:

G(ϕ)(t) = eλt
∞∏
k=1

(
1− t

ak

)
et/ak, (17)

äå {ak} � íóëi G(ϕ)(t). ßêùî
∑
|ak|−1 < ∞, òîäi öå ïðåäñòàâëåííÿ íàáóâà¹

âèãëÿäó

G(ϕ)(t) = eλt
∞∏
k=1

(
1− t

ak

)
. (18)

Íàãàäà¹ìî, ÿê ψλ áóëî îçíà÷åíå â ïðèêëàäi 1.

Òâåðäæåííÿ 13. ßêùî ϕ ∈ (Mbs(`1), ?) ¹ îáîðîòíèì, òî ϕ = ψλ äëÿ äå-

ÿêîãî λ. Çîêðåìà, íàïiâãðóïà (Mbs(`1), ?) íå ¹ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ϕ îáîðîòíèé, òî G(ϕ)(t) ¹ îáîðîòíîþ öiëîþ ôóíêöi¹þ åêñ-

ïîíåíöiàëüíîãî òèïó i òîìó íå ìà¹ íóëiâ. Çãiäíî ç ôàêòîðèçàöi¹þ Àäàìàðà

(17) ìè ìà¹ìî, ùî G(ϕ)(t) = eλt äëÿ äåÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ. Îòæå,

ϕ = ψλ çà òâåðäæåííÿì 12.

Çíà÷åííÿ δ(1,0...,0,... ) íå çáiãà¹òüñÿ ç æîäíèì ψλ, îñêiëüêè, íàïðèêëàä, ψλ(F2) =

0 6= 1 = δ(1,0...,0,... )(F2).
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Iíøèì íàñëiäêîì íàøèõ äîñëiäæåíü ¹ íàñòóïíå çàóâàæåííÿ.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé Φ � ãîìîìîðôiçì ç Ps(`1) â ñåáå òàêèé, ùî Φ(Fk) = −Fk
äëÿ êîæíîãî k. Òîäi Φ � ðîçðèâíèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Φ íåïåðåðâíèé, éîãî ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíîãî

ãîìîìîðôiçìó Φ̃ àëãåáðè Hbs(`1). Òîäi äëÿ x = (1, 0 . . . , 0, . . . ) ìè ìà¹ìî δx ?

(δx ◦ Φ̃) = δ0. Îäíàê öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè δx íå ¹ îáîðîòíèì.

Ìè çàâåðøó¹ìî öåé ïiäðîçäië àíàëiçóþ÷è ïîäàëüøi çâ'ÿçêè, âñòàíîâëåíi

çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ G.

Ç êîìáiíàòîðèêè âiäîìî, (äèâ., íàïð., [64, ñ. 3, 4]), ùî

G(δx)(t) =
∞∏
k=1

(1 + xkt) i F(δx)(t) =
∞∑
k=1

xk
1− xkt

(19)

äëÿ êîæíîãî x ∈ c00. Ôîðìóëà (19) äëÿ G(δx) ¹ âiðíîþ i äëÿ êîæíîãî x ∈ `1.

Äiéñíî, äëÿ ôiêñîâàíîãî t ÿê íåñêií÷åííèé äîáóòîê, òàê i G(δx)(t) ¹ àíàëiòè-

÷íèìè ôóíêöiÿìè íà `1.

Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëó(19) ìè áà÷èìî, ùî íóëÿìè G(δx)(t) ¹ ak =

−1/xk äëÿ xk 6= 0. Íàâïàêè, ÿêùî f(t) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiéíîãî

òèïó, ÿêà ðiâíà ïðàâié ÷àñòèíi (18) ç
∑
|ak|−1 < ∞, òî äëÿ ϕ ∈ Mbs(`1), ùî

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ϕ = ψλ ? δx, äå x ∈ `1, xk = −1/ak i ψλ ç ïðèêëàäó

1, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî G(ϕ)(t) = f(t). Òîìó çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè äîñëiäèòè öiëi

ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó ç êàíîíi÷íèì äîáóòêîì Àäàìàðà

f(t) =
∞∏
k=1

(
1− t

ak

)
et/ak (20)

ç
∑
|ak|−1 =∞. Çàóâàæèìî, ùî ïîðÿäîê çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ f(t) íå ïåðåâèùó¹

1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áîðåëÿ [62, ñò. 30], ðÿä
∞∑
k=1

1

|ak|1+d

çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî d > 0. Íåõàé

∆f = lim sup
n→∞

n

|an|
, ηf = lim sup

r→∞

∣∣∣ ∑
|an|<r

1

an

∣∣∣
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i γf = max(∆f , ηf). Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëiíäåëüîôà [62, ñò. 33] òèï σf ôóíêöi¨

f i γf îäíî÷àñíî ðiâíi àáî íóëþ, àáî íåñêií÷åííîñòi, àáî äîäàòíiì ÷èñëàì.

Îñêiëüêè f(t) âèãëÿäó (20) ¹ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè
∑
|ak|−1−d çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî d > 0 i γf ¹ ñêií÷åííèì.

Íàñëiäîê 6. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) /∈ `p äëÿ äåÿêîãî p > 1, òîäi íå iñíó¹

ϕ ∈Mbs(`1) òàêîãî, ùî

ϕ(Fk) =
∞∑
n=1

xkn

äëÿ âñiõ k.

Íåõàé x = (x1, . . . , xn, . . .) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òàêà ùî

x ∈ `1+d äëÿ êîæíîãî d > 0,

lim sup
n→∞

n|xn| <∞, lim sup
r→1

∣∣∣ ∑
1
|xn|<r

xn

∣∣∣ <∞ (21)

i λ ∈ C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ(x,λ) ãîìîìîðôiçì íà àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ Ps(`1) íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

δ(x,λ)(F1) = λ, δ(x,λ)(Fk) =
∞∑
n=1

xkn, k > 1.

Òâåðäæåííÿ 14. Íåõàé ϕ ∈ Mbs(`1). Òîäi çâóæåííÿ ϕ íà àëãåáðó Ps(`1)

ñïiâïàäà¹ ç ϕ(x,λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C i x, ùî çàäîâiëüíÿþòü (25).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó G(ϕ), ùî çàäà¹òüñÿ

(17) i âiäïîâiäíîþ ïîñëiäîâíiñòþ x = (−1
an

). ßêùî x ∈ `1, òî çãiäíî ç (18),

ϕ = ψλ ? δx. ßêùî x 6∈ `1, òîäi G(ϕ)(t) = eλt
∏∞

n=1

(
1 + txn

)
e−txn òà, ç iíøîãî

áîêó, G(ϕ)(t) =
∑∞

n=0 ϕ(Gn)t
n.

Ìà¹ìî, ùî(
eλt

∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn

)′
t

= λeλt
∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn+

eλt
(
− tx2

1e
−tx1

∏
n 6=1

(
1 + txn

)
e−txn − tx2

2e
−tx2

∏
n 6=2

(
1 + txn

)
e−txn − . . .

)
=
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λeλt
∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn − teλt

∞∑
k=1

x2
ke
−txk

∏
n 6=k

(
1 + txn

)
e−txn

i (
eλt

∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn

)′∣∣∣
t=0

= λ.

Òàêèì ÷èíîì, ç ¹äèíîñòi êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà, ϕ(G1) = ϕ(F1) = λ. Òåïåð(
eλt

∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn

)′′
t

=

(
λeλt

∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn

)′
t
−
(
teλt

∞∑
k=1

x2
ke
−txk

∏
n 6=k

(
1 + txn

)
e−txn

)′
t

=

λ2eλt
∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn − λteλt

∞∑
k=1

x2
ke
−txk

∏
n 6=k

(
1 + txn

)
e−txn−

eλt
∞∑
k=1

x2
ke
−txk

∏
n 6=k

(
1 + txn

)
e−txn − t

(
eλt

∞∑
k=1

x2
ke
−txk

∏
n 6=k

(
1 + txn

)
e−txn

)′
t

i (
eλt

∞∏
n=1

(
1 + txn

)
e−txn

)′′∣∣∣
t=0

= λ2 −
∞∑
k=1

x2
k.

Òîäi

ϕ(G2) =
λ2 − F2(x)

2
=

(ϕ(F1))
2 − F2(x)

2
.

Ç iíøîãî áîêó,

ϕ(G2) =
ϕ(F 2

1 )− ϕ(F2)

2

i ìè ìà¹ìî, ùî

ϕ(F2) = F2(x).

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêöiþ, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.
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2.2 Ìóëüòèïëiêàòèâíà çãîðòêà íà Mbs(`1)

Îòæå, çà äîïîìîãîþ ââåäåíî¨ îïåðàöi¨ ñèìåòðè÷íî¨ çãîðòêè íà ñïåêòði

àëãåáðè Hbs(`p), âäàëîñÿ îòðèìàòè ïðåäñòàâëåííÿ Mbs(`1) â òåðìiíàõ öiëèõ

ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó. Îäíàê çàëèøàëîñü âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïðî

òå, ÷è ¹ G ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì? Äàëi ìè ââîäèìî ìóëüòèïëiêàòèâ-

íó çãîðòêó íà ñïåêòði Mbs(`1), ùî äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè íåãàòèâíó âiäïîâiäü

íà ïîñòàâëåíå çàïèòàííÿ. Òàêîæ áóäå ïîêàçàíî, ùîMbs(`1) ç îïåðàöiÿìè ñè-

ìåòðè÷íî¨ òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ çãîðòîê ñòà¹ êîìóòàòèâíèì íàïiâêiëüöåì ç

îäèíèöåþ.

Ìóëüòèïëiêàòèâíà çãîðòêà.

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé x, y ∈ `p, x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .). Âèçíà÷èìî

îïåðàöiþ ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çìiøóâàííÿ x�y ÿê ìíîæèíó {(xiyj), i, j ∈
N}, ïðîíóìåðîâàíó îäíèì iíäåêñîì ó äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê ïîðÿäîê íóìåðàöi¨ íå ìà¹ çíà-

÷åííÿ.

Òâåðäæåííÿ 15. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ `p ìà¹ìî, ùî:

1. x � y ∈ `p i ‖x � y‖ = ‖x‖‖y‖;

2. Fk(x � y) = Fk(x)Fk(y) ∀k ≥ dpe.

3. ßêùî P ¹ n-îäíîðiäíèì ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði `p i y �

ôiêñîâàíèé åëåìåíò, òî ôóíêöiÿ x 7→ P (x � y) ¹ n-îäíîðiäíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ‖x � y‖p =
∑

i,j |xiyj|p =
∑

i |xi|p
∑

j |yj|p = ‖x‖p‖y‖p.
Àíàëîãi÷íî, Fk(x� y) =

∑
i,j(xiyj)

k =
∑

i x
k
i

∑
j y

k
j = Fk(x)Fk(y). Òâåðäæåííÿ

(3) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi λ(x � y) = (λx) � y.

Äëÿ çàäàíîãî y ∈ `p, âiäîáðàæåííÿ x ∈ `p
πy→ (x � y) ∈ `p ¹ ëiíiéíèì

i íåïåðåðâíèì çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 15. ßêùî f ∈ Hbs(`p), òîäi f ◦ πy ∈
Hbs(`p), îñêiëüêè f ◦ πy ¹ àíàëiòè÷íîþ i îáìåæåíîþ íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ

i, î÷åâèäíî, f(σ(x) � y) = f(x � y) äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ G. Òàêèì
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÷èíîì, ÿêùî ìè ïîçíà÷èìîMy(f) = f ◦πy, òîMy ¹ îïåðàòîðîì êîìïîçèöi¨ íà

Hbs(`p), i ìè áóäåìî íàçèâàòè éîãî îïåðàòîðîì ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çñóâó.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî My = Mσ(y) äëÿ äîâiëüíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ G i ùî

My(Fk) = Fk(y)Fk ∀k ≥ dpe.

Òâåðäæåííÿ 16. Íåõàé f ∈ Hbs(`p). Òîäi f(x � y) ∈ Hbs(`p) äëÿ êîæíîãî

ôiêñîâàíîãî y ∈ `p.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî f ¹ G-àíàëiòè÷íîþ i ñèìåòðè÷íîþ, îñêiëüêè

σ(x) � y = x � y äëÿ êîæíî¨ ïiäñòàíîâêè σ.

Ìà¹ìî, ùî ‖fn(x � y)‖ ≤ ‖fn‖‖y‖‖x‖. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ôiêñîâàíîãî

y ∈ `p ìà¹ìî ‖fn(· � y)‖ = ‖fn‖‖y‖n i

ρ0(f) =
1

lim sup
n→∞

n
√
‖fn‖‖y‖n

=
1

lim sup
n→∞

n
√
‖fn‖‖y‖

=∞.

Òàêèì ÷èíîì, f(· �y) ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó äëÿ êîæíîãî

y ∈ `p.

Òâåðäæåííÿ 17. Äëÿ êîæíîãî y ∈ `p îïåðàòîð ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çñóâó
My ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì íà Hbs(`p).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî My ¹ ëiíiéíèì òà ìóëüòèïëiêàòèâíèì. Íåõàé x íà-

ëåæèòü `p i ‖x‖ ≤ r. Òîäi ‖x � y‖ = p
√
‖x‖p‖y‖p ≤ r‖y‖ i

|Myf(x)| ≤ sup
‖z‖≤r‖y‖

|f(z)| = ‖f‖r‖y‖. (22)

Òàêèì ÷èíîì, My � íåïåðåðâíèé.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî fn ¹ n-îäíîðiäíèì íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì, òî ‖My(fn)‖ ≤
‖fn‖‖y‖n. Òàêîæ, äëÿ λ ∈ C, Mλy(fn) = λnMy(fn), òîìó ùî πλy(x) = λπ(x).

Àíàëîãi÷íî My+z(fn) = fn ◦ (πy + πz), îñêiëüêè πy+z = πy + πz. Òîìó âiäîáðà-

æåííÿ y ∈ `p 7→My(fn) ¹ n-îäíîðiäíèì íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðàäióñ-ôóíêöi¹þ R(φ) êîìïëåêñíîãî ãîìîìîðôiçìà φ ∈
Mbs(`p) ¹ íèæíÿ ãðàíü óñiõ r òàêèõ, ùî φ íåïåðåðâíèé âiäíîñíî íîðìè ðiâ-

íîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êóëi rB`p, òîáòî |φ(f)| ≤ Cr‖f‖r. Âiäîìî, ùî

R(φ) = lim sup
n→∞

‖φn‖1/n,
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äå φn � çâóæåííÿ φ íà Ps(n`p) i ‖φn‖ ¹ éîãî âiäïîâiäíîþ íîðìîþ.

Òâåðäæåííÿ 18. Äëÿ êîæíîãî θ ∈ Hbs(`p)
′ òà êîæíîãî y ∈ `p ðàäióñ-

ôóíêöiÿ íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó θ ◦My çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

R(θ ◦My) ≤ R(θ)‖y‖

i äëÿ ôiêñîâàíîãî f ∈ Hbs(`p) ôóíêöiÿ y 7→ θ ◦ My(f) òàêîæ íàëåæèòü

Hbs(`p).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äàíîãî y ∈ `p, íåõàé (θ◦My)n (âiäïîâiäíî, θn) áóäå çâóæåííÿì

θ◦My (âiäïîâiäíî, θ) íà ïiäïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Òîäi

ìà¹ìî, ùî

‖(θ ◦My)n‖ = sup
‖fn‖≤1

∣∣∣θn(My(fn)

‖y‖n
)∣∣∣‖y‖n ≤ ‖θn‖‖y‖n.

Îòæå,

R(θ ◦My) ≤ lim sup
n→∞

(‖θn‖‖y‖n)1/n = R(θ)‖y‖.

Îñêiëüêè ÷ëåíè ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ y 7→ θ◦My(f) ¹ y 7→ θ◦My(fn), äå (fn)

¹ ÷ëåíàìè Òåéëîðà ðÿäó f, òî ôîðìóëà âèùå äîâîäèòü äðóãå òâåðäæåííÿ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàòîð ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çñóâó, ìè ìîæåìî ââåñòè

ìóëüòèïëiêàòèâíó çãîðòêó íà Hbs(`p)
′.

Îçíà÷åííÿ 9. Íåõàé f ∈ Hbs(`p), θ ∈ Hbs(`p)
′. Ìóëüòèïëiêàòèâíó çãîðòêó

θ♦f âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

(θ♦f)(x) = θ[Mx(f)] äëÿ êîæíîãî x ∈ `p .

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 18 ìà¹ìî, ùî θ♦f ∈ Hbs(`p).

Îçíà÷åííÿ 10. Äëÿ äîâiëüíèõ ϕ, θ ∈ Hbs(`p)
′ ¨õ ìóëüòèïëiêàòèâíà çãîðòêà

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

(ϕ♦θ)(f) = ϕ(θ♦f) äëÿ êîæíîãî f ∈ Hbs(`p).
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Äëÿ ãîìîìîðôiçìó çíà÷åííÿ â òî÷öi y, δy, çàóâàæèìî, ùî

(δy♦f)(x) = δy(Mx(f)) = (f ◦ πx)(y) =

= f(πx(y)) = f(x � y) = f(πy(x)) = My(f)(x).

Îòæå, δx♦δy = δx�y.

Òâåðäæåííÿ 19. ßêùî ϕ, θ ∈Mbs(`p), òî ϕ♦θ ∈Mbs(`p).

Äîâåäåííÿ. Ç ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi My âèïëèâà¹, ùî ϕ♦θ ¹ õàðàêòåðîì. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è àðãóìåíòè, ÿê ó òâåðäæåííi 18, ìè ìà¹ìî, ùî

R(ϕ♦θ) ≤ R(ϕ)R(θ).

Îòæå, ϕ♦θ ∈Mbs(`p).

Òåîðåìà 22.

1. ßêùî ϕ, θ ∈Mbs(`p), òî (ϕ♦θ)(Fk) = ϕ(Fk)θ(Fk) ∀k ≥ dpe. (23)

2. Íàïiâãðóïà (Mbs(`p),♦) ¹ êîìóòàòèâíîþ i çíà÷åííÿ â òî÷öi x0 =

(1, 0, 0, . . .), δx0
, ¹ ¨¨ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ñïî÷àòêó x, y ∈ `p i δx, δy ∈ Mbs(`p) � âiäïîâiäíi ãî-

ìîìîðôiçìè çíà÷åííÿ â òî÷öi. Òîäi (δx♦δy)(Fk) = Fk(x � y) =
∑
xki y

k
j =

Fk(x)Fk(y).

Íåõàé òåïåð ϕ, θ ∈Mbs(`p). Òîäi

(θ♦Fk)(x) = θ(Mx(Fk)) = θ(Fk(x)Fk) = Fk(x)θ(Fk).

Îòæå,

(ϕ♦θ)(Fk) = ϕ(Fkθ(Fk)) = ϕ(Fk)θ(Fk).

Àíàëîãi÷íî,

(θ♦ϕ)(Fk) = θ(Fk)ϕ(Fk) = (ϕ♦θ)(Fk),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà çãîðòêà ¹ êîìóòàòèâíîþ äëÿ Fk.Îñêiëü-

êè êîæåí ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì � öå àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ ïîëiíîìiâ Fk i
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êîæíà ôóíêöiÿ ç Hbs(`p) ðiâíîìiðíî àïðîêñèìó¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíî-

ìàìè, òî îïåðàöiÿ çãîðòêè ¹ êîìóòàòèâíîþ. Àíàëîãi÷íî ♦ ¹ àñîöiàòèâíîþ,

îñêiëüêè

(ψ♦(ϕ♦θ)) (Fk) = ψ(Fk)ϕ(Fk)θ(Fk) = ((ψ♦ϕ)♦θ))(Fk).

Òàêîæ ç (23) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî ñêîðî÷åííÿ i δx0
, äå x0 =

(1, 0, 0, . . .), � îäèíèöÿ äàíî¨ íàïiâãðóïè.

Ó ïðèêëàäi 1 áóëî ïîáóäîâàíî ñiìåéñòâî {ψλ : λ ∈ C} åëåìåíòiâ ìíîæèíè
Mbs(`p) òàêå, ùî ψλ(Fp) = λ i ψλ(Fk) = 0 äëÿ k > p. Çãàäàéìî êîíñòðóêöiþ:

ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî n ∈ N åëåìåíò vn =
(
λ
n

)1/p
(e1 + · · ·+ en), äëÿ ÿêîãî

Fp(vn) = λ, i limn Fj(vn) = 0 äëÿ j > p. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {δvn} ìà¹ ãðàíè÷íó
òî÷êó ψλ ó ñïåêòði äëÿ òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, äëÿ ÿêî¨ ψλ(Fk) = 0

äëÿ k > p, ùî çàïîáiãà¹ îáîðîòíîñòi ψλ ÷åðåç (23).

Çàóâàæåííÿ 4. Íàïiâãðóïà (Mbs(`p),♦) íå ¹ ãðóïîþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ϕ, θ ∈ Mbs(`p) i f ∈ Hbs(`p), â [9] òà ó ïî-

ïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi áóëî âèçíà÷åíî ñèìåòðè÷íó çãîðòêó ϕ?θ òàêèì ÷èíîì:

(ϕ ? θ)(f) = ϕ(T sy (f)),

äå T sy (f)(x) = f(x • y).

Òâåðäæåííÿ 20. Äëÿ äîâiëüíèõ θ, ϕ, ψ ∈ Mbs(`p) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâ-

íiñòü:

θ♦(ϕ ? ψ) = (θ♦ϕ) ? (θ♦ψ).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 22 òà òåîðåìó 19, îòðèìà¹ìî

((θ♦ϕ) ? (θ♦ψ))(Fk) = (θ♦ϕ)(Fk) + (θ♦ψ)(Fk) =

θ(Fk)ϕ(Fk) + θ(Fk)ψ(Fk) = θ(Fk)(ϕ(Fk) + ψ(Fk)) =

θ(Fk)(ϕ ? ψ)(Fk) = θ♦(ϕ ? ψ)(Fk),

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Íàñëiäîê 7. Ìíîæèíà (Mbs(`p),♦, ?) ¹ êîìóòàòèâíèì íàïiâêiëüöåì ç îäè-

íèöåþ.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð T : Hbs(`p)→ Hbs(`p) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ìóëü-

òèïëiêàòèâíî¨ çãîðòêè, ÿêùî iñíó¹ θ ∈Mbs(`p) òàêèé, ùî Tf = θ♦f.

Òâåðäæåííÿ 21. Íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì T : Hbs(`p) → Hbs(`p) ¹ îïåðà-

òîðîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ çãîðòêè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií êîìóòó¹

ç óñiìà ìóëüòèïëiêàòèâíèìè îïåðàòîðàìè My, y ∈ `p.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ θ ∈ Mbs(`p) òàêèé, ùî Tf = θ♦f. Çàôi-

êñó¹ìî y ∈ `p. Òîäi

[T ◦My](f)(x) = [T (My(f))](x) = [θ♦My(f)](x) =

θ[Mx(My(f)] = θ[Mx�y(f)].

Ç iíøîãî áîêó,

[My ◦ T ](f)(x) = [My(Tf)](x) = Tf(x � y) = (θ♦f)(x � y) = θ[Mx�y(f)].

Íàâïàêè, äëÿ x0 = (1, 0, 0, . . .) ïîêëàäåìî θ = δx0
◦ T. Î÷åâèäíî, ùî

θ ∈ Mbs(`p). Ïåðåâiðèìî, ùî Tf = θ♦f. Äiéñíî, (θ♦f)(x) = θ[Mx(f)] =

[T (Mx(f))](x0) = [Mx(T (f))](x0) = Tf(x0 � x) = Tf(x).

Òåîðåìà 23. Ãîìîìîðôiçì T : Hbs(`p)→ Hbs(`p) òàêèé, ùî T (Fk) = akFk, k ≥
dpe, ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ϕ ∈ Mbs(`p) òàêèé, ùî

ϕ(Fk) = ak, k ≥ dpe.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈Mbs(`p) òà ϕ(Fk) = ak. Òîäi

(ϕ♦Fk)(x) = ϕ(Mx(Fk)) = ϕ(FkFk(x)) = akFk(x).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî Tf = ϕ♦f, òî T âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì i

T (Fk) = akFk.

I íàâïàêè, ÿêùî òàêèé ãîìîìîðôiçì T ¹ íåïåðåðâíèì, òî, î÷åâèäíî, T êî-

ìóòó¹ ç óñiìàMy. Çà òâåðäæåííÿì 21, âií ìà¹ âèãëÿä T (f) = ϕ♦f äëÿ äåÿêîãî

ϕ ∈Mbs(`p). Òàêèì ÷èíîì, T (Fk) = ϕ(Fk)Fk(x) = akFk, îòæå ϕ(Fk) = ak.
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Òâåðäæåííÿ 22. Òîòîæíié îïåðàòîð ¹ ¹äèíèì îïåðàòîðîì íà Hbs(`p),

ÿêèé îäíî÷àñíî ¹ îïåðàòîðîì çãîðòêè òà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ çãîðòêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T : Hbs(`p) → Hbs(`p) ¹ òàêèì îïåðàòîðîì. Òîäi iñíó¹ θ ∈
Mbs(`p) òàêèé, ùî Tf = θ ? f i T êîìóòó¹ ç óñiìà My. Çîêðåìà, äëÿ âñiõ

ïîëiíîìiâ Fk, k ≥ dpe, ìè ìà¹ìî, ùî

My(TFk) = My(θ ? Fk) = My(θ(Fk) + Fk) =

θ(Fk) +My(Fk) = θ(Fk) + Fk(y)Fk

i

T (My(Fk)) = T (Fk(y)Fk) = Fk(y)θ ? Fk = Fk(y)(θ(Fk) + Fk)

ñïiâïàäàþòü. Îòæå, θ(Fk) = Fk(y)θ(Fk), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî θ(Fk) = 0. Ç

îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî θ = δ0, àáî, iíøèìè ñëîâàìè, T = Id.

Âèïàäîê ïðîñòîðó `1.

ßê âiäîìî, îêðiì áàçèñó {Fn}, àëãåáðà Hbs(`1) ìà¹ iíøèé ïðèðîäíèé áà-

çèñ, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ {Gn} :

Gn(x) =
∞∑

k1<···<kn

xk1
· · · xkn

i G0 := 1.

Çãiäíî ç ëåìîþ 4, ‖Gn‖ = 1
n! . Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî t ∈

C, ôóíêöiÿ
∑∞

n=0 t
nGn ∈ Hbs(`1) i ùî òàêèé ðÿä ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà

îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó `1. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ϕ ∈Mbs(`1), òî

G(ϕ)(t) = ϕ
( ∞∑
n=0

tnGn

)
=

∞∑
n=0

tnϕ(Gn)

¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì i, ÿê áóëî ïîêàçàíî â òâåðäæåííi 12, âiäîáðàæåííÿ

ϕ ∈Mbs(`1)
G→ G(ϕ) ∈ H(C)

¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèì i äi¹ ó ïiäïðîñòið öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî

(ñêií÷åííîãî) òèïó. Çàëèøàëîñü âiäêðèòèì ïèòàííÿì: ÷è ¹ G ñþð'¹êòèâíèì
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âiäîáðàæåííÿì? Ó íàñëiäêó 8, âèêîðèñòîâóþ÷è ìóëüòèïëiêàòèâíó çãîðòêó, íà

öå ïèòàííÿ äà¹òüñÿ íåãàòèâíà âiäïîâiäü.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî a ∈ C,(
δ(a,0,0,...)♦

∞∑
n=0

tnGn

)
(x) = Mx(

∞∑
n=0

tnGn)(a, 0, 0, . . .) =

(
∞∑
n=0

tnGn)(x � (a, 0, 0, . . .)) =
∞∑
n=0

tnGn(ax) =
∞∑
n=0

tnanGn(x).

Òîìó,

G(ϕ♦δ(a,0,0,...))(t) = ϕ(
∞∑
n=0

tnanGn) =
∞∑
n=0

tnanϕ(Gn).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 19(a), δ(a,0,0,...)?δ(b,0,0,...) = δ(a,b,0,0,...). Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è

òâåðäæåííÿ 20 i òåîðåìó 21(2), ìà¹ìî:

G(ϕ♦δ(a,b,0,0,...))(t) = G
(

(ϕ♦δ(a,0,0,...)) ? (ϕ♦δ(b,0,0,...))
)

(t) =

G(ϕ♦δ(a,0,0,...))(t)G(ϕ♦δ(b,0,0,...))(t) =(
δ(a,0,0,...)♦δx

)( ∞∑
n=0

tnGn

)(
δ(b,0,0,...)♦δx

)( ∞∑
n=0

tnGn

)
=

∞∑
n=0

tnanϕ(Gn) ·
∞∑
n=0

tnbnϕ(Gn).

Òîìó,

G(ϕ♦δ(x1,x2,...,xm,0,...))(t) =
m∏
k=1

∞∑
n=0

tnxnkϕ(Gn).

Êðiì òîãî, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü
(
δ(x1,x2,...,xm,0,...)

)
m
ïîòî÷êîâî çáiæíà äî δ(x1,x2,...,xm...)

â Mbs(`1) òî, áåðó÷è äî óâàãè êîìóòàòèâíiñòü ♦, ìà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü(
ϕ♦δ(x1,x2,...,xm,0,...)

)
m
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ϕ♦δ(x1,x2,...,xm...). Òàêèì ÷èíîì,

G(ϕ♦δx)(t) =
∞∏
k=1

∞∑
n=0

tnxnkϕ(Gn) äëÿ x = (x1, x2, . . . , xm . . .) ∈ `1. (24)

Äëÿ çãàäàíîãî âèùå ñiìåéñòâà {ψλ : λ ∈ C} â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi

áóëî ïîêàçàíî, ùî G(ψλ)(t) = eλt. Êðiì òîãî, ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî
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1. ψλ♦ϕ(F1) = λϕ(F1).

2. ψλ♦ϕ(Fk) = 0, k > 1.

3. G(ψλ♦ϕ) = eλϕ(F1)t.

Íàñòóïíà òåîðåìà ìîæå ïðåäñòàâëÿòè iíòåðåñ äëÿ òåîði¨ ôóíêöié.

Òåîðåìà 24. Íåõàé g(t) i h(t) � öiëi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó îäíi¹¨

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, òàêi ùî g(0) = h(0) = 1 i {an} ¹ íóëÿìè ôóíêöi¨ g(t),∑∞
n=1

1
|an| < ∞; {bn} ¹ íóëÿìè ôóíêöi¨ h(t),

∑∞
n=1

1
|bn| < ∞. Òîäi iñíó¹ ôóí-

êöiÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó u(t) ç íóëÿìè {anbm}n,m, ÿêó ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿäi

u(t) =
∞∏
k=1

∞∑
n=0

(
− 1

ak

)n
hn(t) =

∞∏
k=1

∞∑
n=0

(
− 1

bk

)n
gn(t).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïîïåðåäíiì ïiäðîçäiëîì (òåêñò ïiñëÿ ôîðìóëè (19)), g(t) =

G(δx)(t) i h(t) = G(δy)(t), äå x, y ∈ `1, xn = − 1
an
, yn = − 1

bn
. Îòæå, u(t) =

G(δx♦δy)(t). Çàñòîñóâàâøè (24), îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Íåõàé x = (x1, . . . , xn, . . .) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òàêà ùî

x ∈ `1+d äëÿ êîæíîãî d > 0,

lim sup
n→∞

n|xn| <∞, lim sup
r→∞

∣∣∣ ∑
1
|xn|<r

xn

∣∣∣ <∞ (25)

i λ ∈ C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ(x,λ) ãîìîìîðôiçì íà àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ Ps(`1) íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

δ(x,λ)(F1) = λ, δ(x,λ)(Fk) =
∞∑
n=1

xkn, k > 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî ç [62] ñ. 17, lim supn→∞ n|xn| çáiãà¹òüñÿ ç òàê çâàíîþ
âåðõíüîþ ùiëüíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi ( 1

xn
), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê lim supr→∞

n(r)
r ,

äå n(r) ïîçíà÷à¹ ðàõóíêîâå ÷èñëî ïîñëiäîâíîñòi ( 1
xn

), òîáòî êiëüêiñòü ÷ëåíiâ

ïîñëiäîâíîñòi ç àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì íå áiëüøå r. Òàêîæ, íàâåäåìî òóò äëÿ

çðó÷íîñòi òâåðäæåííÿ 14:
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Òâåðäæåííÿ 23. (14) Íåõàé ϕ ∈ Mbs(`1). Òîäi çâóæåííÿ ϕ íà àëãåáðó

Ps(`1) ñïiâïàäà¹ ç ϕ(x,λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C i x, ùî çàäîâiëüíÿ¹ (25).

Íàñïðàâäi, çàâäÿêè [10, òåîðåìi 1.3] òàêà ïîñëiäîâíiñòü x ¹ ¹äèíîþ ç òî-

÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Òåîðåìà 25. Íå iñíó¹ íåïåðåðâíîãî õàðàêòåðà âèãëÿäó δ(v,λ) â ïðîñòîðiMbs(`1),

äå

v =
{
c1,

c2

2
, . . . ,

cn
n
, . . .

}
,

i |ck| = 1 äëÿ êîæíîãî k.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî ùî δ(v,λ) ¹ çâóæåííÿì äåÿêîãî ϕ ∈
Mbs(`1). Òîäi, çãiäíî ç (23),

(ϕ♦ϕ)(Fk) = ϕ(Fk)
2 =

( ∞∑
n=1

vkn

)2

=

( ∞∑
n=1

vkn

)( ∞∑
m=1

vkm

)
=

∞∑
n,m=1

(vnvm)k.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü (vnvm)n,m = v �v := s, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè, ¹ òi¹þ,

ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â òâåðäæåííi 14, i òîìó âîíà ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâó (25),

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü îáåðíåíèõ ìà¹ ñêií÷åííó âåðõíþ ùiëüíiñòü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d(m) êiëüêiñòü äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Òîäi ó

ïîñëiäîâíîñòi |s| àáñîëþòíèõ çíà÷åíü êîæåí åëåìåíò ç àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì

1/m çóñòði÷à¹òüñÿ d(m) ðàçiâ. Òàêèì ÷èíîì, |s| ìîæíà ïåðåñòàâèòè, ÿêùî

ïîòðiáíî, ó âèãëÿäi1,
1

2
,
1

2
,
1

3
,
1

3
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, . . . ,

1

m
, . . .

1

m︸ ︷︷ ︸
d(m)

, . . .

 .

Çîêðåìà, íîìåð îñòàííüîãî âõîäæåííÿ åëåìåíòà ç àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì 1
m

äîðiâíþ¹
m∑
n=1

d(n). Îòæå, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi îáåðíåíèõ i ¨¨ ðàõóíêîâîãî ÷èñëà

n(m), ìà¹ìî, ùî n(m) =
∑m

n=1 d(n). Ç òåîði¨ ÷èñåë âiäîìî [12, òåîðåìà 3.3],

ùî
m∑
n=1

d(n) = m lnm+ 2(γ − 1)m+O(
√
m),
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äå γ � êîíñòàíòà Åéëåðà. Òîìó ìè îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ, îñêiëüêè

lim sup
m→∞

n(m)

m
≥ lim sup

m→∞

m lnm

m
= lim sup

m→∞
lnm =∞.

Íàñëiäîê 8. Iñíó¹ ôóíêöiÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó g(t), äëÿ ÿêî¨ íå iñíó¹

õàðàêòåðà ϕ ∈Mbs(`1) òàêîãî, ùî G(ϕ)(t) = g(t).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî âçÿòè ôóíêöiþ åêñïîíåíöiàëüíîãî (ñêií÷åííîãî) òèïó,

íóëÿìè ÿêî¨ áóäóòü åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi{ 1

vn

}
= {−1, 2, . . . (−1)nn, . . .}.

Òàêîþ ¹, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ

g(t) =
∞∏
1

(
1 + (−1)n

t

n

)
exp

(
(−1)n

t

n

)
.

Êîæåí ϕ ∈ Mbs(`1) âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ (ϕ(Fm)), äëÿ ÿêî¨ âè-

êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü lim supn |ϕ(Fm)|1/m ≤ R(ϕ), îñêiëüêè ‖Fm‖ ≤ 1. ßê

íàñëiäîê ç òåîðåìè 25 ìè áà÷èìî, ùî óìîâà lim supm |am|1/m < +∞, íå ãà-

ðàíòó¹ iñíóâàííÿ ϕ ∈ Mbs(`1) òàêîãî, ùî ϕ(Fm) = am. Äiéñíî, íåõàé am =∑
n

1
nm äëÿ m > 1 i äîâiëüíîãî a1. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (am) ¹ îáìåæåíîþ, òî-

ìó lim supm |am|1/m ≤ 1 i, ÿêáè iñíóâàâ ϕ ∈ Mbs(`1) òàêèé, ùî ϕ(Fm) = am,

òî öå îçíà÷àòèìå, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x := ( 1
n), ϕ(Fm) =

∑
n

1
nm , òîìó

δ(x,a1) = ϕ|Ps(`1)
.

Ïèòàííÿ ïðî òå ÷è êîæåí åëåìåíò çMbs(`1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi öiëî¨

ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó ç íóëÿìè {an}∞n=1 òàêèìè, ùî àáî {an} = ∅
àáî

∑∞
n=1

1
|an| <∞ áóäå ðîçãëÿíóòî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi.
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2.3 Ñïåêòð àëãåáðè Hbs(`1)

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè îòðèìó¹ìî ïîâíèé îïèñ ñïåêòðó àëãåáðè Ôðåøå

ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði ïîñëiäîâíî-

ñòåé `1. Öå äîñÿãà¹òüñÿ øëÿõîì äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ðàäióñ áóäü-ÿêîãî

ãîìîìîðôiçìó çíà÷åííÿ â òî÷öi δx, x ∈ `1, çáiãà¹òüñÿ ç íîðìîþ òî÷êè x.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ `p ìè ìà¹ìî ôóíêöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi δx,

δx : f → f(x), f ∈ Hbs(`p),

ÿêèé, î÷åâèäíî, íàëåæèòüMbs(`p). Ìè ãîâîðèìî, ùî âåêòîðè x, y ∈ `p ¹ åêâi-
âàëåíòíèìè, x ∼ y, ÿêùî δx = δy. Çðîçóìiëî, ùî x ∼ y òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè P (x) = P (y) äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P. Ëåãêî ïîáà÷èòè,

ùî ÿêùî x ìîæíà îòðèìàòè øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò y, òî òîäi x ∼ y.

Íàâïàêè, â [10] äîâåäåíî, ùî ÿêùî âñi êîîðäèíàòè x i âñi êîîðäèíàòè y âiäìií-

íi âiä íóëÿ i x ∼ y, òî x ìîæíà îòðèìàòè øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò y.

Ó [10] òà ó ïðèêëàäi 1 áóëî ïîáóäîâàíî îäíîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî �âèíÿòêî-

âèõ� õàðàêòåðiâ ψλ, λ ∈ C, âMbs(`p) äëÿ äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë p. Õàðàêòåðè

ψλ íå ¹ ôóíêöiîíàëàìè çíà÷åííÿ â òî÷öi i ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü: ψλ(Fp) = λ

i ψλ(Fk) = 0 äëÿ êîæíîãî k > p. ßêùî p íå ¹ öiëèì ÷èñëîì, ìè ïîêëàäåìî

ψλ ≡ 0.

Êîðîòêî íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ òà ðåçóëüòàòè äâîõ ïîïåðåäíiõ ïiä-

ðîçäiëiâ. À ñàìå, áóëè ââåäåíi äåÿêi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ íà ïðîñòîðiMbs(`p) :

Äëÿ çàäàíèõ x, y ∈ `p ìè âñòàíîâëþ¹ìî

x • y = (x1, y1, . . . , xn, yn, . . .) i

x � y = (xiyj)
∞
i,j=1

� ïîñëiäîâíiñòü, ùî óïîðÿäêîâó¹ ìíîæèíó {xiyj : i, j ∈ N} îäíèì ¹äèíèì

iíäåêñîì ó ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó. Çàóâàæèìî, ùî ‖x • y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ i ‖x �
y‖ = ‖x‖‖y‖ äëÿ âñiõ x, y ∈ `p. Îïåðàöi¨ �•� òà ��� íå ¹ êîìóòàòèâíèìè àáî

àñîöiàòèâíèìè, i ìè äîìîâëÿ¹ìîñÿ, ùî

x • y • z = x • (y • z) i x • y � z = x • (y � z).
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Îïåðàöi¨ �•� òà ��� ìîæóòü áóòè ïðîäîâæåíi äî êîìóòàòèâíèõ òà àñîöi-

àòèâíèõ îïåðàöié �?� òà �♦� íà ñïåêòðiMbs(`p), i òîìó
(
Mbs(`p), ?,♦

)
¹ ïiâ-

êiëüöåì. Çîêðåìà, δx?δy = δx•y, δx♦δy = δx�y, ψλ?ψµ = ψλ+µ, òà ψλ♦ψµ = ψλµ,

äå x, y ∈ `p, λ, µ ∈ C. Òàêîæ,

ϕ ? θ(Fk) = ϕ(Fk) + θ(Fk) òà ϕ♦θ(Fk) = ϕ(Fk)θ(Fk),

äëÿ âñiõ ϕ, θ ∈ Mbs(`p), k ≥ dpe. Çâiäñè âèïëèâà¹, çîêðåìà, ùî ψλ♦δx =

ψλFp(x), ÿêùî p ¹ öiëèì ÷èñëîì, i íóëåì ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

Íåõàé

G(ϕ)(t) =
∞∑
n=0

tnϕ(Gn), ϕ ∈Mbs(`1), t ∈ C

� ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ϕ(Gn), äå G0 = 1. Âiäîìî, ùî äëÿ

êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ϕ, G(ϕ)(t) ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiéíîãî òè-

ïó,

G(ϕ ? θ)(t) = G(ϕ)(t)G(θ)(t), ϕ, θ ∈Mbs(`1),

i âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ G(ϕ)(t) ¹ ií'¹êòèâíèì (àëå íå ñþð'¹êòèâíèì) â ìíîæèíó

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, ùî ðiâíi îäèíèöi â íóëi. Íàïðè-

êëàä,

G(ψλ)(t) = eλt, òà G(δx)(t) =
∞∏
n=1

(1 + txn),

äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ `1 òà λ ∈ C.
Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò, â íàñëiäêó 6 òà â òâåðäæåííi 14 áóëî îòðè-

ìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 26. Íåõàé ϕ ∈ Mbs(`1), òîäi iñíó¹ ÷èñëî λ ∈ C òà åëåìåíò x =

(x1, . . . , xn, . . .) ∈ `p äëÿ âñiõ p > 1, òàêèé ùî

G(ϕ)(t) =

{
eλt
∏∞

n=1(1 + txn) ÿêùî x ∈ `1,

eλt
∏∞

n=1(1 + txn)e
−txn ÿêùî x /∈ `1.

(26)

ßêùî x ∈ `1, òî ϕ = ψλ ? δx. ßêùî x /∈ `1, òîäi ϕ = δ(x,λ), äå

δ(x,λ)(F1) = λ i δ(x,λ)(Fk) =
∞∑
n=1

xkn

äëÿ êîæíîãî k > 1.
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Çàóâàæèìî, ùî íå áóëî çíàéäåíî æîäíèõ õàðàêòåðiâ âèãëÿäó δ(x,λ) äëÿ

x /∈ `1. Ìåòîþ äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ϕ ∈ Mbs(`1) ìà¹

âèãëÿä ϕ = ψλ ? δx, çàáåçïå÷óþ÷è òèì ñàìèì ïîâíèé îïèñ ñïåêòðàMbs(`1).

Âiäîìî, ùî êîæíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë ϕ íà ïðîñòîði óñiõ

öiëèõ ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ H(C) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé

ïîñëiäîâíiñòþ

ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn, . . .), ϕj ∈ C

òàêîþ, ùî

lim sup
n→∞

|ϕn|
1
n =: R(ϕ) <∞ (27)

i ùî êîæíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (27), ïîðîäæó¹

ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë ϕ òàêèé, ùî

ϕ(f) =
∞∑
n=0

ϕncn,

äå f =
∑∞

n=0 cnt
n ∈ H(C). Åêâiâàëåíòíî, âèêîðèñòîâóþ÷è áîðåëiâñüêå ïåðå-

òâîðåííÿ ϕ  ϕ(eλt) =
∑∞

n=0
ϕnλ

n

n! ìè ìîæåìî iäåíòèôiêóâàòè ôóíêöiîíàë

ϕ ∈ H(C)
′
ç ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó γϕ(λ) := ϕ(eλt) i âiäîáðàæåííÿ

ϕ  γϕ ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì ç H(C)
′
íà ïðîñòið àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó Exp(C). Çàóâàæèìî, ùî R(ϕ) ¹ åêñïîíåíöiéíèì

òèïîì γϕ. Öåé ïiäõiä ïðàöþ¹ äëÿ öiëèõ ôóíêöié äåêiëüêîõ çìiííèõ i íàâiòü

äëÿ ÿäåðíèõ öiëèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði (äèâ. [43]).

Äëÿ âèïàäêó óñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ìà¹ìî íàñòóïíó ñè-

òóàöiþ. Çãiäíî ç [14], ÿêùî ϕ ∈ Hb(X)
′
, à ϕn ¹ ¨¨ çâóæåííÿì íà áàíàõîâèé

ïðîñòið óñiõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ P(nX), òî

lim sup
n→∞

‖ϕn‖
1
n <∞. (28)

Íàâïàêè: ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ (ϕn), ϕn ∈ P(nX)
′
, çàäîâîëü-

íÿ¹ (28), òî âîíà ïîðîäæó¹ ôóíêöiîíàë ϕ, òàêèé ùî

ϕ(f) =
∞∑
n=0

ϕn(fn),
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äå f =
∑∞

n=0 fn ¹ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ∈ Hb(X).

Ãðàíèöÿ, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó (28), ñïiâïàäà¹ [14] ç R(ϕ), òàê çâàíîþ ðàäióñ-

ôóíêöi¹þ ôóíêöiîíàëà ϕ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê iíôiìóì r > 0, äëÿ ÿêîãî ϕ ¹

íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi â Hb(X) íà êóëi ðàäióñà

r, ç öåíòðîì â íóëi.

Íà ïî÷àòêó ïiäðîçäiëó 2.1 ïîêàçàíî, ùî âñi çãàäàíi ðåçóëüòàòè ïðîHb(X)

òàêîæ ñïðàâåäëèâi äëÿ àëãåáðè Hbs(`p). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rp(ϕ) ðàäióñ åëå-

ìåíòà ϕ ∈Mbs(`p).

Ëåìà 5. Íåõàé δλ = δ(λ,0,0,...), λ ∈ C òà φ ∈Mbs(`1). Òîäi

R1(δλ♦φ) = |λ|R1(φ).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî Fk(δλ♦φ) = Fk(δλ)Fk(φ) = λkFk(φ). Íåõàé Pn ¹

äîâiëüíèì n-îäíîðiäíèì ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà `1. Òîäi

Pn(x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n

ak1k2...knF
k1
1 (x)F k2

2 (x) . . . F kn
n (x)

i, îòæå, Pn(δλ♦φ) = λnPn(φ). Çâiäñè

R1(δλ♦φ) = lim sup
‖Pn‖≤1

|λnφ(Pn)|1/n = |λ|R1(φ).

Íàñòóïíà ëåìà, éìîâiðíî, âiäîìà.

Ëåìà 6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x = (x1, x2, . . .) ∈ `1,

lim
p→∞
‖x‖p = ‖x‖∞ = max

n
|xn|.

Äîâåäåííÿ. Â [44, ñ. 28-29, òåîðåìà 20] äîâåäåíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åíîãî

íàáîðó äîäàòíèõ ÷èñåë a1, . . . , am ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lim
p→∞

( m∑
n=1

apn

)1/p

= max
n

an.
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Äëÿ çàäàíîãî ε > 0, îáåðåìî ÷èñëî m òàê, ùîá maxn∈N |xn| = maxn≤m |xn| i∑∞
n=m+1 |xn| < ε. Òîäi

‖x‖p ≤
( m∑
n=1

|xn|p
)1/p

+
( ∞∑
n=m+1

|xn|p
)1/p

≤

( m∑
n=1

|xn|p
)1/p

+
∞∑

n=m+1

|xn| ≤
( m∑
n=1

|xn|p
)1/p

+ ε.

Îòæå, lim supp ‖x‖p ≤ lim supp ‖(x1, . . . , xm)‖p + ε ≤ ‖x‖∞+ ε i, òàêèì ÷èíîì,

lim supp ‖x‖p ≤ ‖x‖∞ + ε. Çâiäñè, lim supp ‖x‖p ≤ ‖x‖∞.

Ç iíøîãî áîêó, ‖x‖p ≥ ‖x‖∞ i òîìó lim infp ‖x‖p ≥ ‖x‖∞. Òàêèì ÷èíîì,

øóêàíèé ëiìiò iñíó¹ i limp→∞ ‖x‖p = ‖x‖∞.

Òåîðåìà 27. Äëÿ êîæíîãî x ∈ `1,

R1(δx) = ‖x‖1.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî R1(δx) ≤ ‖x‖1. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ x ∈ `1 ç

‖x‖1 = 1 òà R1(δx) = c < 1. ßêùî x ìà¹ ëèøå îäíó íåíóëüîâó êîîðäèíàòó xm,

òî |xm| = 1 i R1(δx) ≥ |Fm(x)|1/m = 1. Îòæå, êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò

åëåìåíòà x áiëüøà çà 1, à ìîäóëü âñiõ êîîðäèíàò x ìåíøèé çà 1. Ïîçíà÷èìî

b = maxn |xn|. Î÷åâèäíî, 0 < b < 1. Âèáåðåìî λ òàêèì ÷èíîì, ùî

1 < λ < min
(1

c
,
1

b

)
.

Òàêå ÷èñëî çàâæäè iñíó¹, îñêiëüêè îáèäâà 1/c òà 1/b áiëüøi çà 1. Ïîçíà÷èìî

z = λx. Òîäi z ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. ‖z‖1 > 1 îñêiëüêè ‖x‖1 = 1 i λ > 1.

2. R1(δz) = R1(δλx) = R1(δλ♦δx) = λc < 1 çà ëåìîþ 5.

3. |zn| < 1 äëÿ êîæíî¨ êîîðäèíàòè zn âåêòîðà z, îñêiëüêè λb < 1.

Òîìó iñíó¹ ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ

n∑
k=1

|zk| > 1 + ε
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äëÿ äåÿêîãî ε > 0. Îñêiëüêè

n∑
k=1

|zk|t, t > 1

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, iñíó¹ ÷èñëî t = q > 1 òàêå, ùî ‖z‖q > 1. Ç iíøîãî

áîêó, iñíó¹ ÷èñëî r > q òàêå, ùî ‖z‖r < 1. Äiéñíî, îñêiëüêè limp→∞ ‖z‖p =

‖z‖∞ < 1, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖z‖r < 1 äëÿ äåÿêîãî q < r <∞.
Ïîçíà÷èìî

wn(z) = δz ? (δz♦δz) ? . . . ? (δz♦ n. . . ♦δz) =
n

F
i=1

δ♦iz ∈Mbs(`1).

Ç âëàñòèâîñòåé îïåðàöié "?"òà "♦"i âëàñòèâîñòåé ðàäióñ-ôóíêöi¨ âèïëèâà¹,

ùî

R1(wn) ≤
n∑
k=1

(R1(δz))
k ≤ R1(δz)

1−R1(δz)
<∞.

Îñêiëüêè ìíîæèíà õàðàêòåðiâ {φ ∈ Mbs(`1) : R1(φ) ≤ C} äëÿ äåÿêîãî C > 0

¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíîþ òà çàìêíåíîþ, âîíà ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ â

Mbs(`1) â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà, òîáòî â *-ñëàáêié òîïîëîãi¨. Òàêèì ÷èíîì,

ïîñëiäîâíiñòü {wn} ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó wz ∈Mbs(`1).

Çãiäíî ç äîâåäåíèì â ïiäðîçäiëi 2.1, ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ, àñîöiéîâàíà ç

áàçèñîì Gn,

G(wz)(t) =
∞∑
n=0

wz(Gn)t
n, t ∈ C,

¹ ôóíêöi¹þ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó. Íåõàé ξn � ìíîæèíà íóëiâ öi¹¨ ôóíêöi¨.

Çãiäíî ç ïiäðîçäiëîì 2.1, ξn 6= 0 äëÿ âñiõ n ∈ N i ÿêùî yn = −1/ξn, òî

(yn) ∈ `p äëÿ áóäü-ÿêîãî p > 1 i

wz(Fk) =
∞∑
n=1

ykn, k > 1

(äèâ. òåîðåìó 26). Ç iíøîãî áîêó,

wz(Fk) = lim
j→∞

nj

F
m=1

δ♦mz (Fk) = lim
j→∞

nj∑
m=1

Fk(z� m. . . �z).
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Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü u = (u1, . . . , un, . . .), îòðèìàíó øëÿõîì çâè÷àéíîãî

óïîðÿäêóâàííÿ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ìàòðèöi ðîçìiðîì ∞×∞:

z

z � z
· · ·

z� m. . . �z
· · ·


.

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî u íàëåæèòü `r, ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêó ÷àñòêîâó ñóìó∑s
1 |ui|r; òàêà ñóìà âèíèêà¹ ç åëåìåíòiâ ó ãîëîâíîìó s× s ìiíîði, òîìó

‖(u1, . . . , us)‖r ≤
s∑
i=1

‖z� i. . . �z‖r =
s∑
i=1

‖z‖ir ≤
‖z‖r

1− ‖z‖r
.

Òàêèì ÷èíîì, u ∈ `r, ÿê i áóëî ïîòðiáíî.

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî k > r ìà¹ìî:

Fk(u) =
∞∑
n=1

ukn =
∞∑
m=1

Fk(z� m. . . �z) = wz(Fk).

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî k > r âèêîíó¹òüñÿ:
∑∞

n=1 y
k
n =

∑∞
n=1 u

k
n. Çâiäñè âèïëè-

âà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü y = (y1, y2, . . .) åêâiâàëåíòíà ïîñëiäîâíîñòi u â `r, à

òàêîæ ïîñëiäîâíîñòi w, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòi u øëÿõîì âèäàëåí-

íÿ âñiõ íóëüîâèõ ÷ëåíiâ. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîñëiäîâíîñòi y i w ñïiâïàäàþòü ç

òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè. Êðiì òîãî,

‖z • z � z • . . . • z� m. . . �z • ‖qq =
m∑
n=1

‖z‖nqq ,

òîìó æîäíà ç ïîñëiäîâíîñòåé w i u íå ìîæå íàëåæàòè `q, îñêiëüêè |z|q >
1. Îòæå, ìè ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü y íàëåæèòü

`q.

Íàñëiäîê 9. Äëÿ êîæíîãî x ∈ `1 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü nj-îäíîðiäíèõ ïîëiíî-

ìiâ Pnj ∈ Ps(`1) òàêèõ, ùî |Pnj | = 1 i

lim
j→∞
|Pnj(x))|1/nj = ‖x‖`1.
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Ìè êàæåìî, ùî ïiäìíîæèíà P0(X) ìíîæèíè P(X) ¹ íîðìóþ÷îþ äëÿ

X, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü nj-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ Pnj ∈ P0(X) òàêèõ, ùî

|Pnj | = 1 i

lim
j→∞
|Pnj(x))|1/nj = ‖x‖X .

Íàñëiäîê 9 ñòâåðäæó¹, ùî Ps(`1) ¹ íîðìóþ÷îþ ïiäìíîæèíîþ â `1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pks(`1) ïiäàëãåáðó â Ps(`1), ïîðîäæåíó ïîëiíîìàìè {Fnk}∞n=1.

Òâåðäæåííÿ 24. Àëãåáðà Pks(`1) ¹ íîðìóþ÷îþ äëÿ `1 äëÿ êîæíîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà k.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ `1 i k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α0 = 1, α1, . . . , αk−1 k-òi

êîðåíi ç îäèíèöi. Ïîêëàäåìî

yx =
(x
k
• α1x

k
• · · · • αk−1x

k

)
.

Òîäi ‖yx‖1 = ‖x‖1. Íåõàé ε > 0 i P � îäíîðiäíèé ïîëiíîì ó Ps(`1) òàêèé,

ùî |P | = 1 i
∣∣∣‖P (yx)||1/degP −‖yx‖1

∣∣∣ < ε. Òàêèé ïîëiíîì iñíó¹ çà íàñëiäêîì 9.

Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

Q(x) = P
(x
k
• α1x

k
• · · · • αk−1x

k

)
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Q ¹ îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì â Ps(`1), ïðè÷îìó Q(x) =

P (yx), degQ = degP i |Q| = 1. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî m = nk+ r äëÿ r < k, òî

Fnk+r(yx) = Fm(yx) =
k−1∑
j=0

Fm

(αjx
k

)
= Fm

(x
k

) k−1∑
j=0

αrj =

=

{
0 ÿêùî r 6= 0
Fm(x)
km−1 ÿêùî r = 0.

Îòæå, Q ∈ Pks(`1). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî∣∣∣‖Q(x)||1/degQ − ‖x‖1

∣∣∣ =
∣∣∣‖P (yx)||1/degP − ‖yx‖1

∣∣∣ < ε.

Òâåðäæåííÿ 25. Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Mbs(`p) i k ∈ N ìà¹ìî, ùî Rp(ϕ) =

supn ‖ϕn‖1/n = supn ‖ϕnk‖1/nk.
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè Ps(n`p) · Ps(m`p) ⊂ Ps(n+m`p), ìà¹ìî

‖ϕn‖‖ϕm‖ ≤ ‖ϕn+m‖. Çîêðåìà, ‖ϕkn‖ = ‖ϕk(n−1)+k‖ ≥ ‖ϕk(n−1)‖ · ‖ϕk‖ ≥
· · · ≥ ‖ϕk‖n. Îòæå, îòðèìó¹ìî

‖ϕkn‖1/kn ≥ ‖ϕk‖1/k. (29)

Î÷åâèäíî, ùîRp(ϕ) ≤ supn ‖ϕn‖1/n.ßêùî äëÿ äåÿêîãî λ âèêîíó¹òüñÿRp(ϕ) <

λ < supn |ϕn|1/n, òî iñíóâàòèìå äåÿêå k ∈ N òàêå, ùî λ < |ϕk|1/k, i îò-
æå, λ < ‖ϕkn‖1/kn äëÿ âñiõ n. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi

λ < lim sup |ϕnk|1/nk = Rp(ϕ).

Äëÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi, ñêîðèñòà¹ìîñÿ (29).

Íåõàé 1 ≤ p1 < p2 < ∞. Ìè çíà¹ìî, ùî êàíîíi÷íå âêëàäåííÿ `p1

i→ `p2

ìà¹ íîðìó 1. ×åðåç êîìïîçèöiþ ç i (àáî çâóæåííÿ) îòðèìó¹ìî âiäîáðàæåííÿ

f ∈ Hbs(`p2
) 7→ f ◦ i ∈ Hbs(`p1

) i âiäïîâiäíå ñóïðÿæåíå âiäîáðàæåííÿ ϕ ∈
Mbs(`p1

) 7→ ϕ̃ ∈Mbs(`p2
).

Ëåìà 7. Íåõàé 1 ≤ p1 < p2 < ∞. Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Mbs(`p1
) ìà¹ìî, ùî

‖ϕ̃n‖p2
≤ ‖ϕn‖p1

. Âíàñëiäîê öüîãî, Rp2
(ϕ̃) ≤ Rp1

(ϕ).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ‖Q ◦ i‖p1
≤ ‖Q‖p2

, i ùî

{Q ◦ i : Q ∈ Ps(n`p2
) ç ‖Q‖p2

≤ 1} ⊂ {P ∈ Ps(n`p1
) : ‖P‖p1

≤ 1}.

Òàêèì ÷èíîì,

‖ϕ̃n‖p2
= sup
{Q∈Ps(n`p2):‖Q‖p2≤1}

|ϕ̃(Q)| = sup
{Q∈Ps(n`p2):‖Q‖p2≤1}

|ϕ(Q ◦ i)| ≤

sup
{P∈Ps(n`p1):‖P‖p1≤1}

|ϕ(P )| = ‖ϕn‖p1
.

Òåîðåìà 28. Äëÿ êîæíîãî x ∈ `p, 1 ≤ p <∞, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü: Rp(δx) =

‖x‖p.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî p = m/k ≥ 1, m, k ∈ N. Äëÿ çàäà-

íîãî x = (xn) ∈ `p ïîçíà÷èìî ÷åðåç xp ïîñëiäîâíiñòü (xpn) = (x
m/k
n ) ∈ `1.

Çàóâàæèìî, ùî

‖x‖pp = ‖xp‖1. (30)

Ç òâåðäæåííÿ 24 âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ îäíîðiäíèé ïîëiíîì

Q ∈ Pks(`1), ‖Q‖ = 1, òàêèé ùî∣∣∣‖xp‖1 − |Q(xp)|1/ degQ
∣∣∣ < ε.

Îñêiëüêè Q ∈ Pks(`1), ìè ìîæåìî çàïèñàòè

Q =
∑

km1+···+skms=degQ

a1,...,sF
m1

k Fm2

2k · · ·F
ms

sk ,

i degQ = nk äëÿ äåÿêîãî n ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî

Fsk(x
p) = Fsk(x

m/k) =
∞∑
j=1

xmsj = Fms(x).

Òàêèì ÷èíîì,

Q(xp) =
∑

mm1+···+mkms=nm

a1,...,sF
m1
1 (x)Fm2

2 (x) · · ·Fms
s (x).

Ïîêëàäåìî

TQ(x) = Q(xp) =
∑

mm1+···+mkms=nm

a1,...,sF
m1
1 (x)Fm2

2 (x) · · ·Fms
s (x).

Òîäi TQ ¹ îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà `p i deg TQ = nm.

Äëÿ êîæíîãî nk-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìó Q ∈ Pks(nk`1) ìà¹ìî, ùî TQ ∈
Ps(mn`p) i

‖TQ‖p = sup
‖z‖p=1

|Q(zp)| ≤ sup
‖y‖1=1

|Q(y)| = ‖Q‖1.

Âíàñëiäîê öüîãî,

{TQ : Q ∈ Pks(nk`1) with ‖Q‖1 ≤ 1} ⊂ {P ∈ Ps(mn`p) : ‖P‖p ≤ 1}.

Òîäi

‖(δxp)nk‖1 = sup
{Q∈Pks(nk`1) : ‖Q‖1≤1}

|Q(xp)| ≤ sup
{P∈Ps(mn`p) : ‖P‖p≤1}

|P (x)| = ‖(δx)mn‖p.
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Îòæå, ‖(δxp)nk‖k/nk1 ≤ ‖(δx)mn‖m/mnp ≤ Rp(δx)
m, çâiäêè R1(δxp)

k ≤ Rp(δx)
m. Ç

òâåðäæåííÿ 25 i òåîðåìè 27 îòðèìó¹ìî, ùî

‖xp‖k1 = R1(δxp)
k ≤ Rp(δx)

m ≤ ‖x‖mp

i òîìó

‖xp‖1 = R1(δxp) ≤ Rp(δx)
p ≤ ‖x‖pp.

Âðàõîâóþ÷è (30), ìà¹ìî Rp(δx) = ‖x‖p.
Íåõàé òåïåð 1 ≤ p < ∞ � äîâiëüíå iððàöiîíàëüíå ÷èñëî. Äëÿ êîæíîãî

ε > 0 ìè ìîæåìî âçÿòè ÷èñëî r > 0 òàêå, ùî p+r ∈ Q, r < ε i, âèêîðèñòîâóþ÷è

ëåìó 7, ìà¹ìî

Rp(δx) ≥ Rp+r(δx) = ‖x‖p+r.

Îñêiëüêè öå âiðíî äëÿ êîæíîãî ε > 0, ìà¹ìî, ùî Rp(δx) ≥ ‖x‖p. Òàêèì ÷èíîì,

Rp(δx) = ‖x‖p, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ç òåîðåìè 28 ìè ìîæåìî îòðèìàòè àíàëîã òâåðäæåííÿ 24 äëÿ çàãàëüíîãî

âèïàäêó `p.

Òâåðäæåííÿ 26. Àëãåáðà Pks(`p) ¹ íîðìóþ÷îþ äëÿ `p, 1 ≤ p < ∞, äëÿ
êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 28 âèïëèâà¹, ùî Ps(`p) ¹ íîðìóþ÷îþ â `p.

Íåõàé x ∈ `p, k ∈ N, i α0 = 1, α1, . . . , αk−1 � k-i êîðåíi ç 1. Ïîçíà÷èìî

yx =
( x

k1/p
• α1x

k1/p
• · · · • αk−1x

k1/p

)
.

Òîäi ‖yx‖p = ‖x‖p. Íåõàé ε > 0 i P � îäíîðiäíèé ïîëiíîì â Ps(`p) òàêèé, ùî
‖P‖ = 1 òà

∣∣∣|P (yx)||1/degP − ‖yx‖1

∣∣∣ < ε. Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

Q(x) = P
(x
k
• α1x

k
• · · · • αk−1x

k

)
.

ßê i â òâåðäæåííi 24, ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî Q ∈ Pks(`p), Q(x) = P (yx),

‖Q‖ = 1, degQ = degP, i∣∣∣|Q(x)||1/degQ − ‖x‖1

∣∣∣ =
∣∣∣|P (yx)||1/degP − ‖yx‖1

∣∣∣ < ε.
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Òåîðåìà 29. Íåõàé x ∈ `p, 1 ≤ p < ∞ i ‖x‖ < 1. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

{zn} ⊂ `p, ‖zn‖ = 1 òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî f ∈ Hbs(`p),

f(zn)→ f(x) ïðè n→∞.

Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiîíàëè çíà÷åííÿ â òî÷êàõ íà îäèíè÷íié ñôåði ïðî-

ñòîðó `1 ¹ ùiëüíèìè â ìíîæèíi ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åííÿ â òî÷êàõ íà îäèíè-

÷íié êóëi â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y ∈ `p òàêèé, ùî ‖y‖p = 1−‖x‖p. Êðiì òîãî, ÿêùî p - öiëå

÷èñëî, òî ïðèïóñòèìî, ùî Fp(y) = 0. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïîñëiäîâíiñòü:

z1 = x • y

z2 = x • y

21/p
• y

21/p

· · ·

zn = x • y

n1/p
• . . . • y

n1/p

· · · .

Òîäi ‖zn‖ = 1 i Fp(zn) = Fp(x) + Fp(y) = Fp(x), ÿêùî p - öiëå ÷èñëî. Êðiì

òîãî, äëÿ êîæíîãî k > p,

Fk(zn) = Fk(x) +
nFk(y)

np/k
→ Fk(x) ïðè n→∞.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà P ∈ Hbs(`1), P (zn) → P (x). Îñêiëüêè {zn}
îáìåæåíà, à êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ Hbs(`1) íàáëèæà¹òüñÿ ïîëiíîìàìè ðiâíîìiðíî

íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ, ìè îòðèìó¹ìî, ùî f(zn)→ f(x) ïðè n→∞.

Íàñëiäîê 10. Ðàäióñ-ôóíêöiÿ ¹ ðîçðèâíîþ â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà ÿê ôóíêöiÿ

çMbs(`1) â C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x = 0 i {zn} òàêà, ÿê â òåîðåìi 29. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 29,

δzn → δ0 â òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà íàMbs(`1). Çà òåîðåìîþ 27, R1(δzn) = ‖zn‖ =

1 àëå R1(δ0) = 0.
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Òåîðåìà 30. Íåõàé ϕ ∈Mbs(`1). Òîäi ϕ = ψλ ? δx äëÿ äåÿêèõ x ∈ `1, λ ∈ C.

Äîâåäåííÿ. ßêùî öå íå âiðíî, òî ç òåîðåìè 26 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî λ ∈ C
i åëåìåíò y = (y1, . . . , yn, . . .), y ∈ `p äëÿ âñiõ p > 1 i y /∈ `1 òàêi, ùî ϕ(F1) = λ

i ϕ(Fk) = Fk(y), k > 1. Íåõàé c = R1(ϕ) < ∞. Ç òåîðåìè 28 âèïëèâà¹, ùî

Rp(ϕ) = ‖y‖p, p > 1. Îñêiëüêè y /∈ `1, iñíó¹ q > 1 òàêèé, ùî ‖y‖q > c. Îòæå,

Rq(ϕ) > R1(ϕ), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 7.

Çðîçóìiëî, ùîMbs(`1) ìiñòèòü êîïiþ C : λ 7→ ψλ. Àëå ìè íå çíà¹ìî, ÷è

ìiñòèòüMbs(`1) êîïiþ Cn äëÿ äåÿêîãî n > 1?
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2.4 Ñïåêòð àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði `p

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi çà äîïîìîãîþ àíàëîãà åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ íà `p çàïðîïîíîâàíî îïèñ ñïåêòðà àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà `p ó âèãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íàïiâãðóïè

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Îòðèìàíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ

äî àëãåáðè âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà `p.

ßê i ðàíiøå, ÷åðåçMbs(`p) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó íåïåðåðâíèõ êîì-

ïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ (õàðàêòåðiâ) àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó Hbs(`p) i ÷åðåç Ms(`p) � ìíîæèíó îáìåæåíèõ êîìïëå-

êñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié Hs(`p).

Ïîñëiäîâíiñòü (îäíîðiäíèõ) ïîëiíîìiâ (Pn) ó Ps(`p) íàçèâà¹òüñÿ (îäíîði-

äíèì) àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì Ps(`p), ÿêùî äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà Q ∈ Ps(`p)
iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì q âiä ñêií÷åííîãî ÷èñëà m çìiííèõ, òàêèé ùî

Q(x) = q(P1(x), . . . , Pm(x)), x ∈ `p.

Âiäîìî [39,73], ùî àëãåáðà âñiõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà `p, Ps(`p), ìà¹
àëãåáðà¨÷íó áàçó {

Fn(x) =
∞∑
i=1

xni , n = dpe, dpe+ 1 . . .
}
,

äå dpe � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ÿêå ¹ áiëüøèì àáî äîðiâíþ¹ p.

Iñíóâàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñiâ ó Ps(`p) ¹ äóæå âàæëèâèì äëÿ äîñëi-

äæåííÿ ñïåêòðà àëãåáðè Hbs(`p), îñêiëüêè, ÿê i ó âèïàäêó àëãåáðè Hbs(`1),

áóäü-ÿêèé õàðàêòåð ϕ óMbs(`p) ìîæå áóòè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèé éîãî çíà÷å-

ííÿìè íà åëåìåíòàõ àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó (Pn) ïðîñòîðó Ps(`p). Òàêèì ÷èíîì,

âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíiñòü

ϕ 
(
ϕ(P1), . . . , ϕ(Pn), . . .

)
,

ìè ìîæåìî îïèñàòèMbs(`p) ÿê ïiäìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ìè

ìà¹ìî ðiçíi îïèñè ñïåêòðà äëÿ ðiçíèõ àëãåáðà¨÷íèõ áàçèñiâ, ÿêi âèÿâëÿþòü
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éîãî äåÿêi ðiçíi âëàñòèâîñòi òà ñòðóêòóðè. Íàïðèêëàä, ïðåäñòàâëåííÿ

ϕ 
(
ϕ(Fdpe), . . . , ϕ(Fn), . . .

)
¹ àäèòèâíèì âiäíîñíî îïåðàöi¨ çãîðòêè �?� íàMbs(`p).

Äëÿ êîæíîãî x ∈ `p iñíó¹ òàê çâàíèé õàðàêòåð çíà÷åííÿ â òî÷öi δx ∈
Mbs(`p) òàêèé, ùî δx(f) = f(x), f ∈ Hbs(`p). Çàóâàæèìî, ùî δx = δy òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè P (x) = P (y) äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P. ßêùî p

¹ öiëèì ÷èñëîì, òî Hbs(`p) äîïóñêà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî òàê çâàíèõ

âèíÿòêîâèõ õàðàêòåðiâ ψλ, λ ∈ C òàêèõ, ùî ψλ(Fp) = λ i ψλ(Fk) = 0 äëÿ

k > p (ïiäðîçäië 2.1). Ó ïiäðîçäiëi 2.3 áóëî äîâåäåíî, ùî êîæåí õàðàêòåð ç

Mbs(`1) ìà¹ âèãëÿä δx ? ψλ äëÿ äåÿêèõ x ∈ `1 i λ ∈ C. Ìè íå çíà¹ìî, ÷è öå

ñïðàâåäëèâî äëÿ iíøèõ p > 1. Çàóâàæèìî, ùî êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì ϕ

íà Ps(`p) ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàäióñ-ôóíêöiÿ ϕ, R(ϕ), ¹

ñêií÷åííîþ (ïiäðîçäië 2.1). Ðàäióñ-ôóíêöiþ ìîæíà îá÷èñëèòè ÿê

R(ϕ) = lim sup
n→∞

‖ϕn‖1/n,

äå ϕn � çâóæåííÿ ϕ íà íîðìîâàíèé ïðîñòið n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Ó ïiä-

ðîçäiëi 2.3 äîâåäåíî, ùî R(δx) = ‖x‖, x ∈ `p i R(ψλ) = |λ|.
Åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà ¨õíÿ ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ

íà `p.

Íàãàäà¹ìî, ùî iíøèé ïðèðîäíèé áàçèñ, ÿêèé êîðèñíèé äëÿ ïðåäñòàâëåí-

íÿ ñïåêòðà ó âèïàäêó p = 1, ¹ áàçèñ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ,

çàäàíèé çà äîïîìîãîþ

Gn(x) =
∞∑

k1<···<kn

xk1
· · ·xkn

(äèâ., íàïðèêëàä, [10]). Ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áàçèñ åëåìåíòàðíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íå ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïîøèðèòè íà âèïàäîê `p äëÿ

p > 1, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó ðÿä ñïðàâà ðîçáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî n.

Îäíàê, çãiäíî ç âiäîìîþ ôîðìóëîþ Íüþòîíà, äëÿ êîæíîãî x ∈ `1, ìè ìîæåìî

çàïèñàòè

nGn(x) = F1(x)Gn−1(x)− F2(x)Gn−2(x) + · · ·+ (−1)n+1Fn(x), n ∈ N. (31)
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Ïîêëàäåìî â (31) Fk = 0 äëÿ k < p i òîäi ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè (äèâ. [46])

nG(p)
n (x) = (−1)dpe+1Fdpe(x)G

(p)
n−dpe(x)−Fdpe+1(x)G

(p)
n−dpe−1(x)+· · ·+(−1)n+1Fn(x),

(32)

n ≥ dpe.

Òâåðäæåííÿ 27. Ïîëiíîìè {G(p)
n : n ≥ dpe} ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì ó Ps(`p).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ïîëiíîìè Fn,

n ≥ dpe óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ ó Ps(`p) òà ç îáîðîòíîñòi (32).

Íåõàé G(p)(x)(t) ¹ òàê çâàíîþ ãåíåðóþ÷îþ ôóíêöi¹þ ïîñëiäîâíîñòi
(
G

(p)
n (x)

)
,

G(p)(x)(t) = 1 +
∞∑

n=dpe

tnG(p)
n (x), t ∈ C.

Çàãàëüíîâiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [64], ñò. 3), ùî ÿêùî x ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó

êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò, òî

G(x)(t) = G(1)(x)(t) = exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.

Öå ñïiââiäíîøåííÿ âñå ùå âiðíå äëÿ x ∈ `1 (ïiäðîçäië 2.1.). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

êîæíîãî x ∈ `1,

G(p)(x)(t) = exp

dpe−1∑
k=1

tk
Fk(−x)

k

 exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
. (33)

Ç iíøîãî áîêó, ìè çíà¹ìî, ùî

exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
=
∞∏
n=1

(1 + txn).

Ïî¹äíóþ÷è ç (33), ìè ìà¹ìî

G(p)(x)(t) = exp

dpe−1∑
k=1

tk
Fk(−x)

k

 ∞∏
n=1

(1 + txn) =

∞∏
n=1

exp
(
−txn +

t2x2
n

2
+ · · ·+ tdpe(−xn)dpe

dpe

)
(1 + txn).

(34)

71



Ç òåîði¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ [62, ñ. 29-30] ìè ìà¹ìî, ùî

∞∏
n=1

exp
(
−txn +

t2x2
n

2
+ · · ·+ tdpe(−xn)dpe

dpe

)
(1 + txn)

¹ êàíîíi÷íèì äîáóòêîì Âåé¹ðøòðàññà, ùî çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî x ∈ `p äî
öiëî¨ ôóíêöi¨ t ïîðÿäêó ρ = inf{q > 0: x ∈ `q} ç íóëÿìè an = − 1

xn
, xn 6= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 31. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ `p ãåíåðóþ÷à ôóíêöiÿ (34) ¹

öiëîþ ôóíêöi¹þ t ïîðÿäêó ρ = inf{q > 0: x ∈ `q} ç íóëÿìè an = − 1
xn

äëÿ

xn 6= 0.

Íàñëiäîê 11. Ôóíêöiÿ

x 7→ G(p)(x)(1) = 1 +
∞∑

n=dpe

(G(p)
n )(x)

¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði `p.

Äîâåäåííÿ. G(p)(x)(1) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì çáiæíèì ðÿäîì íåïåðåðâíèõ

îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Îòæå, âií � àíàëiòè÷íèé.

Çàóâàæèìî, ùî G(1)(x)(1) ìà¹ îáìåæåíèé òèï (ïiäðîçäië 2.1.). Àëå ìè íå

çíà¹ìî, ÷è öå ñïðàâåäëèâî äëÿ p > 1.

Ïðåäñòàâëåííÿ ñïåêòðó Hbs(`p).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

Gn(x • y) =
n∑
k=0

Gk(x)Gn−k(y), x, y ∈ `1.

Â ïiäðîçäiëi 2.1. áóëî ïîêàçàíî, ùî

ϕ ? θ(Gn) =
n∑
k=0

ϕ(Gk)θ(Gn−k)

äëÿ äîâiëüíèõ õàðàêòåðiâ ϕ, θ çMbs(`1). Ç öüîãî âiäíîøåííÿ áóëî çðîáëåíî

âèñíîâîê, ùî

G(ϕ ? θ) = G(ϕ)G(θ).

Íàñòóïíà òåîðåìà ðîçøèðþ¹ öþ ôîðìóëó äëÿ âèïàäêó `p.
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Òåîðåìà 32. Äëÿ äîâiëüíèõ õàðàêòåðiâ ϕ òà θ çMbs(`p), 1 ≤ p <∞,

(i)

ϕ ? θ
(
G(p)
n

)
=

n∑
k=0

ϕ
(
G

(p)
k

)
θ
(
G

(p)
n−k
)
;

(ii)

G(p)(ϕ ? θ) = G(p)(ϕ)G(p)(θ).

Òóò ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî G(p)
0 = 1 i G(p)

k = 0 äëÿ k < p.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî p ∈ N. Äëÿ çàäàíîãî x ∈ `p ìè âèçíà-

÷à¹ìî íàñòóïíèé õàðàêòåð η
(p)
x ∈Mbs(`p) òàêèì ÷èíîì:

η(p)
x = δx ? ψ

(p)
−Fp(x).

Òîäi

η(p)
x (Fp) = Fp(x)− Fp(x) = 0 i η(p)

x (Fk) = Fk(x), k > p.

Çàóâàæèìî, ùî ðàäióñ-ôóíêöiÿ

R(η(p)
x )) ≤ R(δx) +R(ψ

(p)
−Fp(x)) ≤ 2‖x‖pp.

Ç âèçíà÷åííÿ η
(p)
x i ôîðìóëè (32) âèïëèâà¹, ùî

G(p+1)
n (x) = η(p)

x (G(p)
n ) = δx ? ψ

(p)
−Fp(x)(G

(p)
n ), x ∈ `p, n ≥ p+ 1, (35)

i

η(p)
x (G(p)

p ) = η(p)
x

(
(−1)p+1Fp

p

)
= 0.

Êðiì òîãî,

η(p)
x•y = δx•y ? ψ

(p)
−Fp(x)−Fp(y) = δx ? δy ? ψ

(p)
−Fp(x) ? ψ

(p)
−Fp(y) = η(p)

x ? η(p)
y ,

x, y ∈ `p. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ x, y ∈ `p,

G(p+1)
n (x • y) =

n∑
k=0

η(p)
x (G

(p)
k )η(p)

y (G
(p)
n−k) =

n∑
k=0

(G
(p+1)
k (x))(G

(p+1)
n−k (y)), (36)

äå G
(p+1)
0 = 1 i G

(p+1)
1 = G

(p+1)
2 = · · · = G

(p+1)
p = 0. Äiéñíî, äëÿ p = 1 ìà¹ìî

G(2)
n (x • y) = η(1)

x•y(G
(1)
n ) = η(1)

x ? η(1)
y (G(1)

n ) =
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n∑
k=0

ηx(G
(1)
k )ηy(G

(1)
n−k) =

n∑
k=0

(G
(2)
k (x))(G

(2)
n−k(y)).

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ (36) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî G
(m+1)
n òàêîãî, ùî

m < p. Òîäi

G(p+1)
n (x • y) = η(p)

x•y(G
(p)
n ) = η(p)

x ? η(p)
y (G(p)

n ) =

n∑
k=1

η(p)
x (G

(p)
k )η(p)

y (G
(p)
n−k) =

n∑
k=1

(G
(p+1)
k (x))(G

(p+1)
n−k (y)).

Òàêèì ÷èíîì, (36) äîâåäåíî. Çàóâàæèìî, ùî i ëiâà, i ïðàâà ÷àñòèíè ðiâíîñòi

G(p+1)
n (x • y) =

n∑
k=0

(G
(p+1)
k (x))(G

(p+1))
n−k (y))

ôîðìàëüíî âèçíà÷åíi, ÿêùî x i y íàëåæàòü `p+1. Îñêiëüêè öå âiðíî äëÿ x,

y ∈ `p, öå ìà¹ áóòè âiðíèì, ÿêùî x i y ∈ `p+1, îñêiëüêè `p ùiëüíèé â `p+1 i

ôóíêöi¨ G
(p+1)
k , k ∈ N íåïåðåðâíi íà `p+1. Êðiì òîãî, ìè çíà¹ìî, ùî ðiâíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî p + 1 = 1. Îòæå, äëÿ êîæíîãî öiëîãî 1 ≤ p < ∞ i n ≥ p

ìà¹ìî:

G(p)
n (x • y) =

n∑
k=0

(
G

(p)
k (x)

)(
G

(p)
n−k(y)

)
. (37)

ßêùî p > 1 ¹ íåöiëèì ÷èñëîì, òî `p ⊂ `dpe, i òîìó (37) ¹ âiðíèì äëÿ n ≥ dpe.
Íåõàé òåïåð ϕ i θ ∈Mbs(`p). Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ϕ ? θ i (37), ìè

ìà¹ìî

ϕ ? θ
(
G(p)
n

)
= ϕ ? θ

( n∑
k=0

G
(p)
k G

(p)
n−k

)
=

n∑
k=0

ϕ
(
G

(p)
k

)
θ
(
G

(p)
n−k
)

(38)

äëÿ n ≥ dpe. Òàêèì ÷èíîì, ï. (i) äîâåäåíî. Ùîá äîâåñòè ïóíêò (ii), çàóâàæè-

ìî, ùî

∞∑
n=0

tnϕ ? θ
(
G(p)
n

)
=

∞∑
n=0

tn
n∑
k=0

ϕ
(
G

(p)
k

)
θ
(
G

(p)
n−k
)

= G(p)(ϕ)G(p)(θ).

Ç òåîðåìè 32 âèïëèâà¹, ùî ϕ 7→ ϕ
(
G

(p)
k

)
¹ ïðåäñòàâëåííÿì Mbs(`p) ó

âèãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íàïiâãðóïè öiëèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
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Ïîâåðíåìîñÿ äî ôîðìóëè (31). Ó âèïàäêó öiëîãî p âîíà íàáóâà¹ âèãëÿäó:

nG(p)
n (x) = (−1)p+1Fp(x)G

(p)
n−p(x) + (−1)p+2Fp+1(x)G

(p)
n−p−1(x) + · · ·+

(−1)n−p+1Fn−p(x)G(p)
p (x) + (−1)n+1Fn(x) (39)

äëÿ n ≥ p, äå G
(p)
0 (x) ≡ 1, F0(x) ≡ 1 i

G
(p)
1 (x) ≡ G

(p)
2 (x) ≡ . . . ≡ G

(p)
p−1(x) ≡ 0,

F1(x) ≡ F2(x) ≡ . . . ≡ Fp−1(x) ≡ 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, â (39) äîäàíêè Fr(x)G
(p)
q−r(x) = 0 ÿêùî r < p àáî q − r < p.

Îòæå, ÿêùî ξ ¹ êîìïëåêñíèì ãîìîìîðôiçìîì (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíèì)

íà ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(`p), òîäi

nξ(G(p)
n ) = (−1)p+1ξ(Fp)ξ(G

(p)
n−p) + (−1)p+2ξ(Fp+1)ξ(G

(p)
n−p−1) + · · ·+

(−1)n−p+1ξ(Fn−p)ξ(G
(p)
p ) + (−1)n+1ξ(Fn). (40)

Òâåðäæåííÿ 28. Íåõàé p � íàòóðàëüíå ÷èñëî, à ξ � êîìïëåêñíèé ãîìî-

ìîðôiçì íà Ps(`p) òàêèé, ùî ξ(Fm) = c 6= 0 äëÿ äåÿêîãî p ≤ m ≤ 2p i

ξ(Fn) = 0 äëÿ n 6= m. Òîäi

ξ(G
(p)
km) = (−1)k(m+1) (c/m)k

k!

i ξ(G(p)
n ) = 0 ÿêùî n 6= km äëÿ äåÿêîãî k ∈ N. Êðiì òîãî,

G(p)(ξ) =

{
e
c
m t

m

ÿêùî m ¹ íåïàðíèì,

2− e− c
m t

m

ÿêùî m � ïàðíå.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî ó ôîðìóëi (40) ξ(Fj) = 0, ÿêùî j 6= m i ìè áà÷èìî,

ùî

ξ(G
(p)
km) = (−1)m+1

ξ(Fm)ξ(G
(p)
(k−1)m)

km

òà ξ(G
(p)
n ) = 0 ÿêùî n 6= km äëÿ äåÿêîãî k ∈ N. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ

p ≤ m ≤ 2p, G
(p)
m = (−1)m+1Fm/m. Îòæå, äëÿ k = 1 ìà¹ìî

ξ(G(p)
m ) =

(−1)m+1ξ(Fm)

m
=

(−1)m+1c

m
.

75



Ïðèïóñòèìî, ùî

ξ(G
(p)
(k−1)m) =

(
(−1)m+1

)k−1 (c/m)k−1

(k − 1)!
.

Òîäi

ξ(G
(p)
km) =

ξ(Fm)
(

(−1)m+1
)k−1

(c/m)k−1

km(k − 1)!
=(

(−1)m+1
)k (c/m)k

k!
= (−1)k(m+1) (c/m)k

k!
.

Òîìó

G(p)(ξ) = 1 +
(

(−1)m+1
)k ∞∑

k=1

(c/m)ktkm

k!
= 1 + (−1)m+1

∞∑
k=1

(−ctm

m )k

k!
.

Îòæå,

G(p)(ξ) =

{
e
c
m t

m

ÿêùî m ¹ íåïàðíèì

2− e− c
m t

m

ÿêùî m � ïàðíå.

Íàñëiäîê 12. Íåõàé p � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi

G(p)
(
ψ

(p)
λ

)
=

{
e
λ
p t
p

ÿêùî p íåïàðíå,

2− e−
λ
p t
p

ÿêùî p ïàðíå.

i

ψ
(p)
λ

(
G(p)
n

)
=

{
(−1)k(p+1) (λ/p)k

k! ÿêùî n = kp äëÿ äåÿêîãî k

0 â iíøîìó âèïàäêó.

Íåõàé x ∈ `p−1. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (35) i òåîðåìè 32 ìà¹ìî:

G(p)
n (x) = δx ? ψ

(p−1)
−Fp−1(x)

(
G(p−1)
n

)
=

n∑
k=0

G
(p−1)
k (x)ψ

(p−1)
−Fp−1(x)

(
G

(p−1)
n−k

)
.

Áåðó÷è äî óâàãè íàñëiäîê 12, ìè ìîæåìî çàïèñàòè

G(p)
n (x) =

∑
j(p−1)≤n

G
(p−1)
n−j(p−1)(x)ψ

(p−1)
−Fp−1(x)

(
G

(p−1)
j(p−1)

)
=

∑
j(p−1)≤n

G
(p−1)
n−j(p−1)(x)(−1)j(p+1) (Fp(x))j

j!(p− 1)j
. (41)
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Ïðèêëàä 3. (ïîð. [46]). Ïîçíà÷èìî 1 = (1, 0, 0, . . .) ∈ `p. Ç (41) äëÿ n ≥ p >

1 ìè ìà¹ìî:

G(p)
n (1) =

∑
j(p−1)≤n

G
(p−1)
n−j(p−1)(1)ψ

(p−1)
−1

(
G

(p−1)
j(p−1)

)
.

Çîêðåìà, äëÿ p = 2 i n ≥ 2,

G(2)
n (1) =

n∑
j=0

G
(1)
n−j(1)ψ

(1)
−1

(
G

(1)
j

)
=

ψ
(1)
−1

(
G(1)
n

)
+ ψ

(1)
−1

(
G

(1)
n−1

)
= (−1)n+1n− 1

n!
.

Âiäîáðàæåííÿ ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ òà êîðåíåâå âiäîáðàæåí-

íÿ.

Íåõàé 1 ≤ p <∞ i m ∈ N. Îçíà÷èìî xm = (xm1 , . . . , x
m
i , . . .). Âiäîáðàæå-

ííÿ x 7→ xm ¹ íåïåðåðâíèì m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ç `p â `q äëÿ êîæíîãî

q ≥ p/m. Êðiì òîãî,

‖xm‖q =
( ∞∑

i=1

|xi|mq
)1/q

≤
( ∞∑

i=1

|xi|mp/m
)m/p

≤ ‖x‖mp .

ßêùî q = p/m, òî xm ¹ ñþð'¹êòèâíèì i ‖xm‖q = ‖x‖mp . Î÷åâèäíî, ùî âîíî

íå ¹ ií'¹êòèâíèì, ÿêùî m > 1. Ïðàâå îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî xm (ÿêå íå ¹

¹äèíèì) ìîæíà âèçíà÷èòè òàêèì ÷èíîì:

m
√
x =

(
m
√
x1, . . . , m

√
xi, . . .

)
,

äå m
√
xi � ãîëîâíå çíà÷åííÿ n-ãî êîìïëåêñíîãî êîðåíÿ xi. Î÷åâèäíî, ùî x 7→

m
√
x � öå ií'¹êöiÿ ç `q äî `mq, (

m
√
x
)m

= x,

i ∥∥ m
√
x
∥∥
mq

=
( ∞∑

i=1

|xi|q
)1/mq

= ‖x‖1/m
q .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cm îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ ç H(`q) â H(`mq), âèçíà÷åíèé

ÿê

Cm : f(x) 7→ f(xm), f ∈ H(`q).
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Òàêîæ ÷åðåç Cm
b ïîçíà÷èìî çâóæåííÿ Cm íà Hb(`p), ÷åðåç C

m
s çâóæåííÿ Cm

íà Hs(`p) i ÷åðåç C
m
bs � çâóæåííÿ Cm íà Hbs(`p).

Òåîðåìà 33. 1. Âiäîáðàæåííÿ Cm ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç H(`q)

íà H(`mq).

2. Âiäîáðàæåííÿ Cm
b ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç Hb(`q) íà Hb(`mq).

3. Âiäîáðàæåííÿ Cm
s ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç Hs(`q) íà Hs(`mq).

4. Âiäîáðàæåííÿ Cm
bs ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç Hbs(`q) íà Hbs(`mq).

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ x 7→ xm ¹ íåïåðåðâíèì m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì

ç `mq â `q. Îòæå, öå àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ îáìåæåíîãî òèïó. Îòæå, îïå-

ðàòîðè êîìïîçèöi¨ Cm i Cm
b � íåïåðåðâíi. Êðiì òîãî, ÿêùî f ¹ ñèìåòðè÷íîþ

ôóíêöi¹þ íà `q, òî x 7→ f(xm) ¹ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà `mq. Òàêèì ÷è-

íîì, îïåðàòîðè Cm
s i Cm

bs ¹ íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè ç îáëàñòÿìè çíà÷åíü â

Hs(`mq) i Hbs(`mq) âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 13. Íåõàé Φm � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ç H(`mq) â òîïîëî-

ãi÷íó àëãåáðó A. Òîäi Cm ◦ Φm ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç H(`q) â A.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî Φm ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç Hb(`mq) (âiäïîâiäíî

ç Hs(`mq), ç Hbs(`mq)) â A, òîäi Cm
b ◦ Φm (âiäïîâiäíî Cm

s ◦ Φm, C
m
bs ◦ Φm) ¹

íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç Hb(`q) (âiäïîâiäíî ç Hs(`q), ç Hbs(`q)) â A.

Òâåðäæåííÿ 29. Íåõàé zn � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

z = (z1, z2, . . .) /∈ `m äëÿ äåÿêîãî m ∈ N. ßêùî Fk(z) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì

äëÿ êîæíîãî k ≥ m, òîäi δz ¹ ðîçðèâíèì êîìïëåêñíèì ãîìîìîðôiçìîì íà

àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(`m).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî δz � íåïåðåðâíèé. Òîäi éîãî ìîæíà ïðîäîâæèòè

çà íåïåðåðâíiñòþ äî õàðàêòåðà íà Hbs(`m). Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç òåîðåìîþ

33, δCmbs(z) ¹ õàðàêòåðîì àëãåáðè Hbs(`1). Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè z /∈ `m, òî ç
öüîãî âèïëèâà¹, ùî Cm

bs(z) /∈ `1 i çà ïiäðîçäiëîì 2.3. ìà¹ìî, ùî δCmbs(z) íå ìîæå

áóòè íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Ïðîòèði÷÷ÿ.
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Íåõàé P0(X) � ïiäàëãåáðà íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ P(X). Ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç Hb0(X) (âiäïîâiäíî H0(X)) àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f ∈ Hb(X)

(âiäïîâiäíî H(X)) òàêèõ, ùî âñi îäíîðiäíi ïîëiíîìè â ïðåäñòàâëåííi ðÿäó

Òåéëîðà

f(x) =
∞∑
n=0

fn(x)

íàëåæàòü P0(X). Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðîñòið Hb0(X) íàäiëåíèé ìåòðèçîâíîþ

òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ (iíäóêîâàíîþ ç

Hb(X)), à H0(X) íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîìïàêòíèõ

ìíîæèíàõ (iíäóêîâàíîþ ç H(X)).

Òâåðäæåííÿ 30. Íåõàé ϕ i ψ � íåïåðåðâíi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè íà H0(X).

ßêùî ϕ(P ) = ψ(P ) äëÿ êîæíîãî P ∈ P0(X), òî ϕ = ψ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f çáiãà¹òüñÿ äî f â òîïîëîãi¨ ðiâíî-

ìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîìïàêòíèõ ìíîæèíàõ äëÿ êîæíîãî f ∈ H0(X), à òàêîæ

çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ ϕ i ψ, ìà¹ìî

ϕ(f) =
∞∑
n=0

ϕ(fn) =
∞∑
n=0

ψ(fn) = ψ(f)

äëÿ êîæíîãî f ∈ H0(X).

Íàñëiäîê 14. Îïåðàòîð çâóæåííÿ õàðàêòåðiâ àëãåáðè H0(X) íà ïiäàëãåáðó

Hb0(X) ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ñïåêòðà M
(
H0(X)

)
àëãåáðè H0(X) ó

ñïåêòðM
(
Hb0(X)

)
àëãåáðè Hb0(X). Iíøèìè ñëîâàìè,M

(
H0(X)

)
⊆M

(
Hb0(X)

)
.

Äîâåäåííÿ. ßêùî çâóæåííÿ ϕ äîðiâíþ¹ çâóæåííþ ψ íà Hb0(X), òî ϕ(P ) =

ψ(P ) äëÿ êîæíîãî P ∈ P0(X). Çà òâåðäæåííÿì 30, ϕ = ψ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ïîâíèé îïèñ ñïåêòðó Hs(`1).

Òåîðåìà 34. Íåõàé p òàêå, ùî êîæåí õàðàêòåð óMbs(`p) ìîæå áóòè ïî-

äàíèé ÿê çãîðòêà ôóíêöiîíàëà çíà÷åííÿ â òî÷öi δx, x ∈ `p, òà âèíÿòêîâîãî
ôóíêöiîíàëà ψλ, λ ∈ C (âiäîìî, ùî öå âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ p = 1

çãiäíî ç ïiäðîçäiëîì 2.3.). Òîäi ñïåêòð Ms(`p) àëãåáðè Hs(`p) ñêëàäà¹òüñÿ ç

ôóíêöiîíàëiâ çíà÷åííÿ â òî÷öi.
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Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ψλ, λ 6= 0 ¹ ðîçðèâíèì íà Hs(`p) äëÿ áóäü-

ÿêîãî íàòóðàëüíîãî p. Ó ïiäðîçäiëi 6.1. äîâåäåíî, ùî Hs(`1) ìiñòèòü àíàëi-

òè÷íi ôóíêöi¨ íåîáìåæåíîãî òèïó. Öåé ðåçóëüòàò áóëî óçàãàëüíåíî äëÿ áóäü-

ÿêèõ Hs(`p), 1 ≤ p <∞ â [86].

Äëÿ çàäàíîãî p ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç G
{p}
n np-îäíîðiäíèé ïîëiíîì íà `p,

âèçíà÷åíèé ÿê

G{p}n (x) = Gn(x
p) =

∞∑
k1<···<kn

xpk1
· · ·xpkn.

Ç ôîðìóëè Íüþòîíà ìà¹ìî, ùî

nG{p}n (x) = nGn(x
p) =

F1(x
p)Gn−1(x

p)− F2(x
p)Gn−2(x

p) + · · ·+ (−1)n+1Fn(x
p) =

Fp(x)G
{p}
n−1(x)− F2p(x)G

{p}
n−2(x) + · · ·+ (−1)n+1Fnp(x). (42)

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ‖Gn‖ = 1/n! (ïiäðîçäië 2.1.) i òàêi ñïiââiäíîøåííÿ(
‖x‖p ≤ 1

)
⇔
( ∞∑
k=1

|xpk| ≤ 1
)
⇔
(
‖xp‖1 ≤ 1

)
,

ìè îòðèìó¹ìî, ùî

‖G{p}n ‖ = sup
‖x‖p≤1

|Gn(x
p)| = sup

‖xp‖1≤1

|Gn(x
p)| = sup

‖x‖1≤1

|Gn(x)| = 1

n!
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç gr, r > 0 òàêó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ íà `p :

gr(x) =
∞∑
n=1

n!G
{p}
n (x)

rnp
.

Òîäi ðàäióñ îáìåæåíîñòi gr â íóëi äîðiâíþ¹

%0(gr) = lim sup
n→∞

r

‖n!G
{p}
n ‖1/np

= r.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 i òåîðåìîþ 1 ó [86] ôóíêöiÿ gr ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ íà

`p i íàëåæèòü Hs(`p) \ Hbs(`p).

Íåõàé λ ≥ r. Òîäi ç ðiâíîñòåé ψλ(Fp) = λp, ψλ(Fk) = 0 äëÿ k > p i

ôîðìóëè (42) ìà¹ìî, ùî

ψλ(gr) =
∞∑
n=1

(λ
r

)pn
=∞.

Òàêèì ÷èíîì ψλ íå âèçíà÷åíî íà gr ∈ Hs(`p) äëÿ λ ≥ r.
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3 Ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà êiëüöå ìóëüòèìíîæèí

áàíàõîâèõ àëãåáð

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüî-

ìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ: [53], [5], [6].

3.1 Ñóïåðñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîði `1

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ N äëÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,

à Z äëÿ ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë. Òàêîæ, ïîêëàäåìî Z0 = Z\0 i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

`1(Z0) áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ àáñîëþòíî ñóìîâíèõ êîìïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé,

çàíóìåðîâàíèõ ÷èñëàìè ç Z0. Ñèìâîë `1 = `1(N) ïîçíà÷à¹ êëàñè÷íèé áàíàõiâ

ïðîñòið àáñîëþòíî ñóìîâíèõ êîìïëåêñíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Áóäü-ÿêèé åëåìåíò

z ∈ `1(Z0) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z = (. . . , z−n, . . . , z−2, z−1, z1, z2, . . . , zn, . . .) =

(y|x) = (. . . , yn, . . . , y2, y1|x1, x2, . . . , xn, . . .)

ç

‖z‖ =
∞∑

i=−∞
|zi|,

äå x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) i y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) íàëåæàòü `1, zn = xn,

z−n = yn äëÿ n ∈ N i

x 7−→ (0|x1, x2, . . . , xn, . . .) i y 7−→ (. . . , y−n, . . . , y−2, y−1|0)

¹ ïðèðîäíèìè içîìåòðè÷íèìè âêëàäåííÿìè êîïié `1 â `1(Z0).

Âèçíà÷èìî íàñòóïíi ïîëiíîìè íà `1(Z0):

Tk(z) = Fk(x)− Fk(y) =
∞∑
i=1

xki −
∞∑
i=1

yki , k ∈ N.

Îçíà÷åííÿ 11. Ïîëiíîì P íà ïðîñòîði `1(Z0) íàçèâà¹òüñÿ ñóïåðñèìåòðè-

÷íèì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ
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{Tk}∞k=1. Iíøèìè ñëîâàìè, P � ñêií÷åííà ñóìà ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ {Tk}∞k=1

i ñòàëèõ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Psup àëãåáðó âñiõ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

íà `1(Z0).

Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî ïîëiíîìè Tk ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè,

îñêiëüêè òàêèìè ¹ Fk. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {Tk}∞k=1 óòâîðþ¹ àë-

ãåáðà¨÷íèé áàçèñ Psup.
Ñêàæåìî, ùî z ∼ w, äëÿ äåÿêèõ z, w ∈ `1(Z0), ÿêùî Tk(z) = Tk(w)

äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM ôàêòîð-ìíîæèíó `1(Z0)/ ∼, ÿêà ¹

ïðèðîäíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ äëÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äëÿ äàíîãî

z ∈ `1(Z0) ïîçíà÷èìî [z] ∈ M � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò

z.

Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ âèïàäêó ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ (äèâ. ïiäðîçäië 2.1),

ââåäåìî îïåðàöiþ �•� íà `1(Z0):

z • w = (y • v|x • u) = (. . . , vn, yn, . . . , v1, y1|x1, u1, . . . , xn, un, . . .),

äå z = (y|x) i w = (v|u). Òàêîæ ïîçíà÷èìî z− = (y|x)− = (x|y). Çðîçóìiëî,

ùî (z−)− = z i z • z− ∼ (0|0). Öi îïåðàöi¨ ìîæíà ïðèðîäíî âèçíà÷èòè íàM:

[z] • [w] = [z • w] i [z]− = [z−]. (43)

Òåîðåìà 35. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. Tk(z • w) = Tk(z) + Tk(w) äëÿ êîæíîãî k ∈ N.

2. Îïåðàöi¨ â (43) êîðåêòíî âèçíà÷åíi, òîáòî íå çàëåæàòü âiä âèáîðó

ïðåäñòàâíèêiâ.

3. (M, •, [z] 7→ [z]−) � êîìóòàòèâíà ãðóïà ç íóëåì 0 = (0|0).

4. z ∼ 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü d, s ∈ `1 òàêi, ùî z = (d|s) i

Fk(d) = Fk(s) äëÿ âñiõ k ∈ N. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî âñi íåíóëüîâi

êîîðäèíàòè d çáiãàþòüñÿ ç íåíóëüîâèìè êîîðäèíàòàìè s ç òî÷íiñòþ

äî ïåðåñòàíîâêè.
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Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì îçíà÷åíü îïåðàöié òà ïîëi-

íîìiâ Tk. ßêùî z
′ ∼ z i w′ ∼ w, òî

Tk(z
′ • w′) = Tk(z

′) + Tk(w
′) = Tk(z) + Tk(w) = Tk(z • w), k ∈ N.

Òîìó [z′] • [w′] = [z] • [w], òîáòî îïåðàöiÿ �•� íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðåä-

ñòàâíèêà. Àíàëîãi÷íî, äëÿ êîæíîãî k ∈ N,

Tk(z
′−) = −Tk(z′) = −Tk(z) = Tk(z

−).

Îòæå, [z′]− = [z]−. Àêñiîìè êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè äëÿ îïåðàöié (43) ïåðåâiðÿþ-

òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Ó [10] äîâåäåíî, ùî äëÿ äàíèõ d, s ∈ `1, Fk(d) = Fk(s) äëÿ âñiõ k ∈ N
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi íåíóëüîâi êîîðäèíàòè d çáiãàþòüñÿ ç íåíóëüîâèìè

êîîðäèíàòàìè s ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè. Ç öüîãî ôàêòó áåçïîñåðåäíüî

âèïëèâà¹ (4).

Íåõàé P1 i P2 � äåÿêi àëãåáðè ïîëiíîìiâ íà ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõX i Y âiä-

ïîâiäíî, òàêi, ùî P1 ïîðîäæåíèé àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì {P1, P2, . . . , Pn, . . .}, à
P2 ïîðîäæåíèé àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì {Q1, Q2, . . . , Qn, . . .} ç degPn = degQn =

n, n ∈ N. Òîäi âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ âåêòîðàõ Pn 7−→ Qn i

ïðîäîâæåíå íà P1 çà ëiíiéíiñòþ òà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ, î÷åâèäíî, ¹ àëãå-

áðà¨÷íèì içîìîðôiçìîì ç P1 â P2, ÿêèé çáåðiãà¹ ñòåïåíi ïîëiíîìiâ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ içîìîðôiçì ç Ps = Ps(`1) â Psup òàêèé, ùî

Λ: Fn 7−→ Tn, n ∈ N.

Òâåðäæåííÿ 31. ßêùî {Pn}∞n=1 ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì Ps, òî {Λ(Pn)}∞n=1

¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì Psup.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç çàãàëüíîãî ôàêòó, ùî îáëàñòü çíà÷åíü áóäü-

ÿêîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó ïðè içîìîðôiçìi ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì. Ñïðàâ-

äi, Λ(Pn), n ∈ N àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíi, îñêiëüêè Pn, n ∈ N ¹ òàêèìè i Λ

¹ ií'¹êòèâíèì. Òàêîæ êîæåí Q ∈ Psup íàëåæàòü äî àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨
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{Λ(Pn)}∞n=1, îñêiëüêè Λ−1(Q) íàëåæàòü äî àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ {Pn}∞n=1 i

Λ ¹ ñþð'¹êòèâíèì [10].

Íåõàé Hsup
b � ïîïîâíåííÿ Psup âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ. Iíøèìè ñëîâàìè, Hsup
b � ìiíiìàëüíèé çàìêíå-

íèé ïiäïðîñòið Hb(`1(Z0)), ÿêèé ìiñòèòü Psup. Åëåìåíòè Hsup
b íàçèâàþòüñÿ

ñóïåðñèìåòðè÷íèìè àíàëiòè÷íèìè àáî öiëèìè ôóíêöiÿìè íà `1(Z0).

Òâåðäæåííÿ 32. Âiäîáðàæåííÿ Λ−1 ¹ íåïåðåðâíèì i ìîæå áóòè ïðîäîâæå-

íî äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìà ç Hsup
b â Hbs = Hbs(`1) ç ùiëüíîþ îáëàñòþ

çíà÷åíü. Âiäîáðàæåííÿ Λ ¹ ðîçðèâíèì i ùiëüíî âèçíà÷åíèì íà Hbs.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî Λ−1(P ) � çâóæåííÿ P ∈ Psup íà çà-

ìêíåíèé ïiäïðîñòið {(0|x) : x ∈ `1}. Îïåðàòîð çâóæåííÿ, î÷åâèäíî, ¹ íåïå-

ðåðâíèì íà Hsup
b i ¹ ïðîäîâæåííÿì Λ−1. Îáëàñòü çíà÷åíü Λ−1 ¹ ùiëüíîþ,

îñêiëüêè ìiñòèòü óñi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè íà `1. Ç iíøîãî áîêó, ó ïiäðîçäi-

ëi 2.1 äîâåäåíî, ùî ãîìîìîðôiçì Λ− : Ps → Ps òàêèé, ùî Λ−Fk = −Fk, k ∈ N
¹ ðîçðèâíèì íà (Ps, τb). Êðiì òîãî, ó [4] ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ g(x) ∈ Hbs òàêó,

ùî Λ−(g) /∈ Hbs. ßêùî Λ ¹ íåïåðåðâíèì, òî éîãî ìîæíà ïðîäîâæèòè íà âåñü

ïðîñòið Hbs i òîìó Λg(x|0) = (Λ−g)(x). À öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi: ç

ëiâîãî áîêó ìà¹ìî îáìåæåíó ôóíêöiþ íà âñiõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ, à â

ïðàâié ÷àñòèíi öå íå òàê.

Äëÿ äàíîãî y ∈ `1 ïîçíà÷èìî ΛyP (x) = (ΛP )(y|x), P ∈ Ps. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî

ΛyP (x • y) = (ΛP )(y|x • y) = (ΛP )(0|x) = P (x).

Òåîðåìà 36. Íåõàé ΛGn = Wn. Òîäi

Wn(y|x) =
n∑
k=0

Gk(x)Hn−k(−y), n ∈ N (44)
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i

W(y|x)(t) =
∞∑
n=0

tnWn(y|x) =
G(x)(t)

G(y)(t)
, (45)

äå ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà íà ñïiëüíié îáëàñòi çáiæíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äîâåäåíî, ùî

G(x • y)(t) = G(x)(t)G(y)(t), x, y ∈ `1. (46)

Îòæå, äëÿ ôiêñîâàíîãî y ∈ `1

Λy

(
G(x • y)(t)

)
=

∞∑
n=0

tn(ΛGn)(y|x)
∞∑
n=0

tnGn(y) =
∞∑
n=0

tnWn(y|x)
∞∑
n=0

tnGn(y).

Ç iíøîãî áîêó,

Λy

(
G(x • y)(t)

)
=

∞∑
n=0

tnGn(x).

Òàê ∞∑
n=0

tnWn(y|x)
∞∑
n=0

tnGn(y) =
∞∑
n=0

tnGn(x). (47)

Ç (47) ìà¹ìî

W(y|x)(t)G(y)(t) = G(x)(t)

i òàê îòðèìó¹ìî (45) . Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (49), îòðèìó¹ìî

∞∑
n=0

tnWn(y|x) =
∞∑
n=0

tnGn(x)
∞∑
n=0

tnHn(−y) =
∞∑
n=0

tn
n∑
k=0

Gk(x)Hn−k(−y).

Çâiäñè âèïëèâà¹ (44).

Íàñëiäîê 15.

W((y|x) • (d|b))(t) =W(y|x)(t)W(d|b)(t), x, y, b, d ∈ `1.

Äîâåäåííÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ íåãàéíî âèïëèâà¹ ç ïî¹äíàííÿ ôîðìóë (46) i

(45).
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Íàñëiäîê 16. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N i x, y, b, d ∈ `1 ìà¹ìî

Wn((y|x) • (d|b)) =
n∑
k=0

Wk(y|x)Wn−k(d|b),

Gn(x • b) =
n∑
k=0

Gk(x)Gn−k(b)

i

Hn(y • d) =
n∑
k=0

Hk(y)Hn−k(d).

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 15 ìà¹ìî

∞∑
n=0

tnWn((y|x) • (d|b)) =
∞∑
k=0

tkWk(y|x)
∞∑
j=0

tjWj(d|b).

Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ tn, îòðèìà¹ìî ïåðøó ðiâíiñòü. Ùîá

îòðèìàòè äðóãó ðiâíiñòü çàóâàæèìî, ùî Gn(x) = Wn(0|x) i òîìó

Gn(x • b) = Wn((0|x) • (0|b)) =
n∑
k=0

Wk(0|x)Wn−k(0|b) =
n∑
k=0

Gk(x)Gn−k(b)

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n. Òðåòþ ðiâíiñòü ìîæíà îòðèìàòè, âèêîðèñòî-

âóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âðàõîâóþ÷è, ùî Hn(y) = Wn(y|0).

Çðîçóìiëî, ùî (y • a|x • a) ∼ (y|x) äëÿ âñiõ x, y, a ∈ `1. Áóäåìî êàçàòè,

ùî (y|x) ¹ íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì u ∈ M, ÿêùî [(y|x)] = u i äëÿ êîæíîãî

xn 6= 0 i êîæíîãî k, xn 6= yk.

Òâåðäæåííÿ 33. (y|x) ¹ íåçâiäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G(x)(t) i G(y)(t)

íå ìàþòü ñïiëüíèõ íóëiâ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (19), äëÿ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ xk i yk ÷èñëà (−xk)−1 i

(−yk)−1 ¹ íóëÿìè ôóíêöié G(x)(t) òà G(y)(t), âiäïîâiäíî. Òîìó ôóíêöi¨ G(x)(t)

òà G(y)(t) íå ìàþòü ñïiëüíèõ íóëiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíè ÷èñåë

{xk} i {yk} íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ.
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Íàñëiäîê 17. Íåõàé u ∈ M. Òîäi åëåìåíò u ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ôóí-

êöi¹þ W(u)(t) =W(y|x)(t). Ïðè öüîìó, W(y|x)(t) ¹ ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ

âèãëÿäó f(t)/g(t) äå, f, g � öiëi ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó ç óìîâîþ

f(0) = 1 i g(0) = 1, òà (y|x) ∈ u. Áiëüøå òîãî, íåõàé (αk) i (βk) � íóëi

ôóíêöié f i g âiäïîâiäíî, òî (1/αk) i (1/βk) íàëåæàòü äî `1,

f(t) =
∞∏
k=1

(
1− t

αk

)
i g(t) =

∞∏
k=1

(
1− t

βk

)
,

i (
. . . ,− 1

βn
, . . . ,− 1

β2
,− 1

β1

∣∣∣− 1

α1
,− 1

α2
, . . . ,− 1

αn
, . . .

)
¹ íåçâiäíèìè çîáðàæåííÿìè u.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîëiíîìè Wn óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði

ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, êîæåí ïîëiíîì Tk ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâWn, n ≤ k. Òîìó, ç ðiâíîñòiWn(u) = Wn(v),

n ∈ N âèïëèâà¹ Tk(u) = Tk(v), k ∈ N, ùî ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî u = v. Òîáòî

åëåìåíò u ∈M ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ {Wn(u)} àáî ôóíêöi¹þ

W(u)(t) =
∞∑
n=0

tnWn(u).

Iíøà ÷àñòèíà íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç ÿâíîãî çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ W(u)(t).

Íåõàé x ∈ `1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç suppx íîñié x, òîáòî

suppx = {n ∈ N : xn 6= 0}.

Íàñëiäîê 18. Íåõàé (y|x) i (y′|x′) � äâà íåçâiäíi çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u.

Òîäi iñíóþòü ái¹êöi¨ i : supp x → suppx′ òà j : supp y → supp y′ òàêi, ùî

xn = x′i(n) i ym = y′j(m) äëÿ âñiõ n ∈ suppx i m ∈ supp y.

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 17 ìà¹ìî, ùî

W(y|x)(t) =
f(t)

g(t)
=W(y′|x′)(t) =

f ′(t)

g′(t)
.
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Îñêiëüêè çîáðàæåííÿ (y|x) i (y′|x′) ¹ íåçâiäíèìè, òî f(t) = f ′(t) i g(t) =

g′(t). Òîìó âåêòîðè x i x′ òà y i y′ âiäïîâiäíî, ñïiâïàäàþòü, ç òî÷íiñòþ äî

ïåðåñòàíîâêè íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò. Öå i îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü ái¹êöi¨ ìiæ

íîñiÿìè i : suppx → suppx′ òà j : supp y → supp y′ òàêi, ùî xn = x′i(n) i

ym = y′j(m) äëÿ âñiõ n ∈ suppx i m ∈ supp y.

Òâåðäæåííÿ 34. Äëÿ êîæíîãî u = [(y|x)] ∈M ó ñïiëüíié îáëàñòi çáiæíî-

ñòi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

W(u)(t) = exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Tn(−u)

n

)
= exp

(
−
∫ t

0

T (−u)(ξ)dξ

)
, (48)

äå −u = [(−y| − x)] i

T (u) =
∞∑
n=1

Tnt
n−1.

Äîâåäåííÿ. Ç (45) i (19) âèïëèâà¹, ùî W(u)(t) çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî t ∈ C,
ÿêùî y = 0 i â êóëi |t| < r, äå

r = min
|yn|6=0

|yn|−1

ÿêùî y 6= 0.

Ç êîìáiíàòîðíèõ ìiðêóâàíü âiäîìî [64, ñò. 3], ùî

G(x)(t) =
1

H(−x)(t)
(49)

òà

G(x)(t) = exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
= exp

(
−
∫ t

0

F(−x)(ξ)dξ

)
, (50)

äå ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî x ∈ `1 i êîæíîãî t ó ñïiëüíié îáëàñòi

çáiæíîñòi.

Îñêiëüêè Λ−1 � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì, òî ç (50) ìà¹ìî, ùî äëÿ êî-

æíîãî t ∈ C òàêîãî, ùî W(u)(t) çáiãà¹òüñÿ

Λ−1W(u)(t) = G(x)(t) = exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.
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Îñêiëüêè ‖Fn‖ = 1, ðÿä
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî |t| < ‖x‖. Òàêîæ, ‖Tn‖ = 1 i ðÿä

∞∑
n=1

tn
Tn(−u)

n

çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî |t| < ‖u‖. Òîæ îáëàñòü çáiæíîñòi

exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Λ i

W(u)(t) = ΛG(x)(t) = Λ exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.

Òàêîæ, â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

Λ−1 exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Tn(−u)

n

)
= exp

(
−
∞∑
n=1

tn
Fn(−x)

n

)
.

Òåîðåìà 37. Íåõàé u ∈ M i u 6= 0. Äëÿ äàíîãî λ ∈ C iñíó¹ v ∈ M òàêèé,

ùî Tk(v) = λTk(u) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ � öiëå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ = m ∈ Z. ßêùî n = 0, òî v = 0. ßêùî n > 0, òî

v = u • · · · • u︸ ︷︷ ︸
n

. ßêùî n < 0, òîäi v = u− • · · · • u−︸ ︷︷ ︸
n

.

Òåïåð íåõàé λ /∈ Z. Çãiäíî ç (48)

W(v)(t) = (W(u)(t))λ.

Àëå öå ñóïåðå÷èòü çîáðàæåííþ (45) äëÿ v.

Ç îçíà÷åííÿ ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âèïëèâà¹, ùî êîæåí ñóïåðñè-

ìåòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äi¨ ìiíiìàëüíî¨ íàïiâãðóïè îïå-

ðàòîðiâ Gsup íà `1(Z0), ÿêà âêëþ÷à¹ ïåðåñòàíîâêè áàçèñíèõ âåêòîðiâ îêðåìî
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äëÿ äîäàòíèõ iíäåêñiâ (y|x) 7→ (y|xσ(1), . . . , xσ(n), . . .), îêðåìî äëÿ âiä'¹ìíèõ

iíäåêñiâ (y|x) 7→ (. . . , yσ(1), . . . , yσ(1)|x) òà îïåðàòîðiâ âèãëÿäó

Aλ : (y|x) 7→ (y, λ|x, λ), λ ∈ C.

Òâåðäæåííÿ 35. Áàçèñ T = {Tk}∞k=1 ¹ ñèìåòðè÷íî ïîâíèì. Òîáòî âñi ïîëi-

íîìè íà `1(Z0), ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ íàïiâãðóïè îïåðàòîðiâ Gsup

¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � Gsup-iíâàðiàíòíèé ïîëiíîì íà `1(Z0). Òîäi P ¹ íàðiçíî

ñèìåòðè÷íèì i P ◦Aλ = P äëÿ êîæíîãî λ ∈ C. Íåõàé degP = m. Ìè ìîæåìî

çàïèñàòè

P (y|x) =
m∑

k1 + 2k2 + · · · + iki+

n1 + 2n2 + · · · jnj = 0

ck1...kin1...njF
+
1 (x)k1 · · ·F+

i (x)kiF−1 (y)n1 · · ·F−j (y)nj

äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò ck1...kin1...nj .

Î÷åâèäíî, ùî Tk = F+
k − F−k . Ïîçíà÷èìî Qk = F+

k + F−k . Òîäi iñíó¹

ïîëiíîì q : Cn → C òàêèé, ùî

P (y|x) = q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x), . . . , Qm(y|x)).

Çãiäíî ç íàøèì ïðèïóùåííÿì, P (y • a|x • a) = P (y|x), a ∈ `1. Òàêîæ,

Tk(y • a|x • a) = Tk(y|x) i Qk(y • a|x • a) = Qk(y|x) + 2Fk(a)

äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî (λ1, . . . , λm) ∈ Cm

iñíó¹ åëåìåíò a ∈ `1 òàêèé, ùî Fn(a) = λn, 1 ≤ n ≤ m (äèâ. íàïðèêëàä [10]),

òî äëÿ êîæíîãî (λ1, . . . , λm) ∈ Cm

q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x), . . . , Qm(y|x))

= q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x) + λ1, . . . , Qm(y|x) + λm).

Àëå öå îçíà÷à¹, ùî q íå çàëåæèòü âiä çìiííèõ Q1, . . . , Qm. Òîìó P ¹ ñóïåðñè-

ìåòðè÷íèì.
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Ñòðóêòóðà íîðìîâàíîãî êiëüöÿ M.

Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî ìíîæèíó M. Íåõàé M+ = {u ∈ M : u =

[(0|x)], x ∈ `1}. Âiäïîâiäíî äî [1] ââåäåìî îïåðàöiþ `�' íàM+ i ïðîäîâæèìî

¨¨ íàM.

Íåõàé x, y ∈ `1. Òîäi x � y � ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë xiyj,

i, j ∈ N ïðîíóìåðîâàíèõ ó äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó. ßêùî u = [(0|x)]

i v = [(0|y)], òî u � v = [(0|x � y)]. Ç [1, 9] ìè çíà¹ìî, ùî îïåðàöiÿ íà M+ ¹

êîìóòàòèâíîþ, àñîöiàòèâíîþ i [y � (x • d)] = [(y � x) • (y � d)]. Âèçíà÷èìî

u � v = [((y � b) • (x � d)|(y � d) • (x � b))].

Òâåðäæåííÿ 36. Äëÿ êîæíîãî k ∈ N, Tk(u � v) = Tk(u)Tk(v), u, v ∈M.

Äîâåäåííÿ. Ç [1] ìè çíà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ x, z ∈ `1, Fk(x � z) = Fk(x)Fk(z).

Íåõàé u = [(y|x)] i v = [(d|b)]. Òîäi

Tk(u � v) = Fk((y � d) • (x � b))− Fk((y � b) • (x � d))

= Fk(y)Fk(d) + Fk(x)Fk(b)− Fk(y)Fk(b)− Fk(x)Fk(d) = Tk(u)Tk(v).

Òåîðåìà 38. (M, •, �) � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç íóëåì 0 = [(0|0)] i îäèíèöåþ

I = [(0|1, 0, . . .)].

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî (M, •) � êîìóòàòèâíà ãðóïà, à äëÿ äîâiëü-

íîãî åëåìåíòà u = [(y|x)] ∈ M, åëåìåíò u− = [(y|x)−] = [(x|y)] ¹ îáåðíåíèì

(ïðîòèëåæíèì) äî u. Àñîöiàòèâíiñòü, êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ i äèñòðèáó-

òèâíiñòü áóëè äîâåäåíi â [1] äëÿ âèïàäêó M+. Öi æ ìiðêóâàííÿ ìîæíà âè-

êîðèñòàòè i â çàãàëüíîãî âèïàäêó. Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k

ìà¹ìî:

Tk(u � v) = Tk(u)Tk(v) = Tk(v � u).

Îòæå, u � v = v � u, u, v ∈M. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåâiðèòè àñîöiàòèâíiñòü i

äèñòðèáóòèâíiñòü.
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Çàóâàæèìî, ùî íà C×M âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó

λ[(y|x)] = [(λy|λx)], λ ∈ C, [(y|x)] ∈M.

Çðîçóìiëî, ùî

λ(u • v) = λu • λv i λ(u � v) = (λu) � v = u � (λv) λ ∈ C, u, v ∈M.

Àëå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó,

(λ1 + λ2)u 6= λ1u • λ2u.

Îòæå, (M, •, (λ, u) 7→ λu) íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä C. Òîìó (M, •, �) íå
¹ àëãåáðîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìîæåìî êàçàòè, ùî (M, •, �) ¹ íåëiíiéíèì

êiëüöåì, â ÿêîìó âèçíà÷åíî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó ç C. Äëÿ ââå-

äåííÿ òîïîëîãi¨ íàM ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè ñòàíäàðòíó íîðìó íà `1(Z0).

Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé u ∈M. Âèçíà÷èìî íîðìó u íàñòóïíèì ÷èíîì:

‖u‖ = ‖x‖+ ‖y‖ =
∞∑
n=1

|xn|+
∞∑
n=1

|yn|,

äå (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u.

Ç íàñëiäêó 18 âèïëèâà¹, ùî îçíà÷åííÿ íîðìè ‖ · ‖ íå çàëåæèòü âiä íåçâi-

äíîãî çîáðàæåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî âèçíà÷åíà íîðìà íå ¹ íîðìîþ ó çàãàëüíîïðèéíÿòîìó ñåí-

ñi, îñêiëüêèM íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Ïðîòå, íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹,

ùî, ÿê i â ëiíiéíîìó ïðîñòîði, íîðìà ìà¹ ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi.

Òâåðäæåííÿ 37. Íåõàé u, v ∈ M, λ ∈ C. Âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòè-

âîñòi:

1. ‖u‖ ≥ 0 i ‖u‖ = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u = 0.

2. ‖λu‖ = |λ|‖u‖.

3. ‖u‖ = min
(y|x)∈u

(‖x‖+ ‖y‖).
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4. ‖u • v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

5. ‖u � v‖ ≤ ‖u‖‖v‖.

6. ‖u−‖ = ‖u‖.

Äîâåäåííÿ. Ïóíêòè 1, 2 i 6 ¹ î÷åâèäíèìè. Ïåðåâiðèìî ïóíêò 3. Íåõàé (y|x)

äåÿêå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u. Ìè ìîæåìî çàïèñàòè ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòà-

íîâêè, ùî (y|x) = (y′ • a|x′ • a) äëÿ äåÿêîãî a ∈ `1 i íåçâiäíîãî (y′|x′). Òîìó

‖u‖ = ‖x′‖+ ‖y′‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

äëÿ êîæíîãî (y|x) ∈ u. Ç iíøîãî áîêó,

‖u‖ = ‖x‖+ ‖y‖,

ÿêùî (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u. Òîìó

‖u‖ = min
(y|x)∈u

(‖x‖+ ‖y‖).

Ïåðåâiðèìî ïóíêò 4. Íåõàé (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u, à

(d|b) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ åëåìåíòà v. Òîäi, çãiäíî ïóíêòó 3,

‖u•v‖ = ‖(y •d|x• b)‖ ≤ ‖y •d‖+‖x• b‖ = ‖x‖+‖d‖+‖y‖+‖b‖ = ‖u‖+‖v‖.

Âèçíà÷èìî ìåòðèêó ρ íà M, ïðèðîäíèì ÷èíîì àñîöiéîâàíó ç íîðìîþ.

Íåõàé u, v ∈M. Ïîêëàäåìî

ρ(u, v) = ‖u • v−‖.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ρ ¹ ìåòðèêîþ, âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ àðãóìåíòè, ùî i

â êëàñè÷íîìó âèïàäêó ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ, îñêiëüêè â îçíà÷åííi

ìåòðèêè íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìíîæåííÿ íà êîíñòàíòó.

Òâåðäæåííÿ 38. Ìíîæåííÿ íà λ ∈ C, λ 7→ λu äëÿ ôiêñîâàíîãî u ∈ M
çàãàëîì ¹ ðîçðèâíèì ó êîæíié íåíóëüîâié òî÷öi C òà íåïåðåðâíèì â íó-

ëi. Òóò ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñòàíäàðòíó òîïîëîãiþ íà C i òîïîëîãiþ íà M,

ïîðîäæåíó ìåòðèêîþ ρ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé εn � ïîñëiäîâíiñòü ó C òàêà, ùî εn 6= 0, εn → 0 ïðè n→∞,
λ 6= 0 i u = [(. . . , 0, y1|x1, 0, . . .)], äå x1 6= 0 àáî y1 6= 0 i x1 6= y1. Òîäi

ρ(λ(1 + εn)u, λu) = ‖[(. . . , 0, λy1, λ(1 + εn)x1|λx1, λ(1 + εn)y1, 0, . . .)]‖

= ‖λx1‖+ ‖λy1‖+ ‖λ(1 + εn)x1‖+ ‖λ(1 + εn)y1‖ > |λ|‖u‖ > 0,

òîäi ÿê λ(1 + εn)→ λ ïðè n→∞.
Íåõàé òåïåð λ = 0, u ∈M i (y|x) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u. Òîäi

ρ(εnu, 0) = ‖εnu‖ = |εn|‖x‖+ |εn|‖y‖ → 0.

Òåîðåìà 39. Îïåðàöi¨ `•' i `�' ¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíèìè íà (M, ρ).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿêùî ρ(u, u′) < ε1 i ρ(v, v′) < ε2, òî

ρ(u • v, u′ • v′) < ‖(u • v) • (u′ • v′)−‖ < ε1 + ε2

i

ρ(u � v, u′ � v′) < ε1‖u||+ ε2‖v‖+ ε1ε2.

Òâåðäæåííÿ 39. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M, ρ) ¹ íåñåïàðàáåëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ìíîæèíó

S1 = {uλ = λI = (0|λ, 0, 0 . . .) : λ ∈ C, |λ| = 1}.

ßêùî λ1 6= λ2, òî

ρ(uλ1
, uλ2

) = ‖(. . . , 0, 0, λ2|λ1, 0, 0 . . .)‖ = 2.

Îòæå, îäèíè÷íà ñôåðà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M, ρ) ìiñòèòü íåçëi÷åííó ìíî-

æèíó S1 òàêó, ùî âiäñòàíü ìiæ êîæíîþ ïàðîþ ðiçíèõ òî÷îê S1 äîðiâíþ¹ 2.

Òåîðåìà 40. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M, ρ) ¹ ïîâíèì.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé u i v ¹ åëåìåíòàìè M, ρ(u, v) = ‖u • v−‖ < ε i (y|x) �

íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u. Òîäi iñíó¹ (d|b) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ v òàêå, ùî

‖(y|x) − (d|b)‖ < ε. Ñïðàâäi, ç íåðiâíîñòi ‖u • v−‖ < ε i îçíà÷åííÿ íîðìè

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò w ∈ M òàêèé, ùî u = u′ • w, v = v′ • w i

‖u′‖+ ‖v′‖ < ε. Ðîçãëÿíåìî (d|b) � çîáðàæåííÿ åëåìåíòà v òàêå, ùî åëåìåíò

w â (d|b) ïðåäñòàâëåíèé òèì ñàìèì âåêòîðîì, ùî i â (y|x). Íåõàé (y′|x′) ¹

íåçâiäíèì çîáðàæåííÿ u′ â (y|x) i (d′|b′) � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ v′ â (d|b).
Òîäi

‖(y|x)− (d|b)‖ = ‖(y′|x′)− (d′|b′)‖ ≤ ‖u′‖+ ‖v′‖ < ε.

Íåõàé u(m), m ∈ N � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â (M, ρ). Ïåðåéøîâøè

äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî ïîòðiáíî, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ÿêùî n ≥ N i

m ≥ N, òî

ρ(u(m), u(n)) < 1/2N+1.

Âèáåðåìî (y(m)|x(m)) � íåçâiäíi çîáðàæåííÿ u(m) òàêi, ùî

‖(y(m+1)|x(m+1))− (y(m)|x(m))‖ = ρ(u(m+1), u(m)) < 1/2m+1.

Îòæå, ÿêùî n ≥ N i m ≥ N, òî

‖(y(m)|x(m))− (y(n)|x(n))‖ < 1/2N .

Òàêèì ÷èíîì, (y(m)|x(m)), m ∈ N � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi â `1(Z) i òîìó âîíà

ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó z(0) = (y(0)|x(0)) ∈ `1(Z), îñêiëüêè ïðîñòið `1(Z) ¹ ïîâíèì.

Íåõàé z
(m)
i � i-òà êîîðäèíàòà z(m) = (y(m)|x(m)), i ∈ Z0, òîáòî z

(m)
i = x

(m)
i ,

ÿêùî i > 0 i z
(m)
i = y

(m)
−i , ÿêùî i < 0. Î÷åâèäíî, ùî z

(m)
i → z

(0)
i ïðè m → ∞.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ÿêùî z
(0)
i = c 6= 0, òî iñíó¹ ÷èñëî N òàêå, ùî äëÿ

êîæíîãîm > N, z
(m)
i = c. Ñïðàâäi, ÿêùî öå íå òàê, òîäi äëÿ êîæíèõ n,m > N,

ρ(u(m), u(n)) > c i ìè îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

Äëÿ äàíîãî ε > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç zε âåêòîð ó `1(Z0) òàêèé, ùî zε ìà¹

ñêií÷åííèé íîñié i äëÿ êîîðäèíàò öüîãî âåêòîðà zεi âèêîíóþòüñÿ óìîâè: zεi =

z
(0)
i àáî zεi = 0 i

ρ(zε, z(0)) <
ε

3
.
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Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ρ(zε, z(0)) = ‖zε − z(0)‖. Íåõàé N � íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî, òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî n > N, zεi = z
(n)
i äëÿ âñiõ i ∈ supp zε òà

‖z(n) − z(0)‖ < ε
3 . Òîäi

ρ(z(n), zε) = ‖zε − z(n)‖ ≤ ‖zε − z(0)‖+ ‖z(n) − z(0)‖ < 2

3
ε.

Òàêèì ÷èíîì,

ρ(z(n), z(0)) ≤ ρ(z(n), zε) + ρ(zε, z(0)) < ε.

Òîáòî, ïîñëiäîâíiñòü z(n) ïðÿìó¹ äî òî÷êè z(0) ∈M. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü u(m)

ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó z(0) ∈ M. Îñêiëüêè ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ãàóñäîðôîâèì,

òî öÿ òî÷êà ¹äèíà, ùî äîâîäèòü ïîâíîòó ïðîñòîðóM.
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Ñïåêòð àëãåáðè Hsup
b .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçM sup
b ñïåêòð Hsup

b , òîáòî ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ íå-

íóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ãîìîìîðôiçìiâ (õàðàêòåðiâ) Hsup
b . Çðîçóìiëî, ùî äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè (y|x) ∈ `1(Z0) iñíó¹ õàðàêòåð δ(y|x) ∈ M sup
b (òàê çâàíèé ôóí-

êöiîíàë çíà÷åííÿ â òî÷öi), òàêèé, ùî δ(y|x)(f) = f((y|x))), f ∈ Hsup
b . Êðiì

òîãî, δ(y|x) = δ(d|b) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (y|x) ∼ (d|b). Â öüîìó ñåíñi, ìîæíà

ñêàçàòè, ùîM⊂M sup
b .

Îñêiëüêè ïîëiíîìè {Wn} óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Hsup
b , òî áóäü-

ÿêèé õàðàêòåð ϕ ∈M sup
b ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî çíà÷åííÿìè íà Wn, n ∈

N. Iíøèìè ñëîâàìè, êîæåí õàðàêòåð ϕ ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ôîðìàëüíèì

ñòåïåíåâèì ðÿäîì

ϕ(W(t)) =
∞∑
n=0

tnϕ(Wn). (51)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ϕ = δu äëÿ äåÿêîãî u ∈ M, òî ϕ(W(t)) ìîæå

áóòè îïèñàíèé íàñëiäêîì 17. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ ¹ ìåðîìîðôíîþ i ìà¹

îñîáëèâîñòi â òî÷êàõ tn = −1/yn òà íóëi â òî÷êàõ tn = −1/xn, äå (y|x) �

íåçâiäíå çîáðàæåííÿ u.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ ç [1,10] ìîæíà ïîáóäóâàòè õàðàêòåð, ÿêèé íå ¹ ôóí-

êöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî÷öi. Íåõàé λ i µ � êîìïëåêñíi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî

un =
(

0, . . . , 0,
µ

n
, . . . ,

µ

n

∣∣∣λ
n
, . . . ,

λ

n
, 0, . . . , 0

)
.

Ç êîìïàêòíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî {δun} ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó ψλ,µ â M
sup
b .

Òàêèì ÷èíîì

ψλ,µ(W(t)) = lim
n→∞

∑∞
k=0 t

kGk(λ/n, . . . , λ/n, 0, . . . , 0)∑∞
k=0 t

kGk(µ/n, . . . , µ/n, 0, . . . , 0)
.

Âðàõîâóþ÷è (ïiäðîçäië 2.1), ùî

lim
n→∞

∞∑
k=0

tkGk(λ/n, . . . , λ/n, 0, . . . , 0) = eλt

ìà¹ìî

ψλ,µ(W(t)) = e(λ−µ)t.
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Ïîðiâíþþ÷è öå çîáðàæåííÿ ç íàñëiäêîì 17, áà÷èìî, ùî ψλ,µ íå ìîæå

çáiãàòèñÿ ç ôóíêöiîíàëîì çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Íà ñïåêòði àëãåáðè ÔðåøåA ïðèðîäíèìè ¹ òàêi òîïîëîãi¨: òîïîëîãiÿ Ãåëü-

ôàíäà i òîïîëîãiÿ Ãëiñîíà. Òîïîëîãiÿ Ãåëüôàíäà � öå íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ íà

ñïåêòði M(A) âiäíîñíî ÿêî¨ âñi ôóíêöi¨, ÿêi çàäàþòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ãåëü-

ôàíäà â(ϕ) = ϕ(a), a ∈ A, ϕ ∈ M(A) áóäóòü íåïåðåðâíèìè. Ç iíøîãî áî-

êó, M(A) ¹ ïiäìíîæèíîþ òîïîëîãi÷íîãî ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó A∗. Çâóæåííÿ

ñèëüíî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó A∗ íà M(A) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ Ãëiñîíà.

Òâåðäæåííÿ 40. Iñíó¹ íåïåðåðâíå, âiäíîñíî òîïîëîãi¨ Ãëiñîíà, âêëàäåííÿ

ñïåêòðàMbs àëãåáðè Hbs ó ñïåêòð M sup
b àëãåáðè Hsup

b .

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî ó òâåðäæåííi 32, îïåðàòîð Λ−1 ¹ íåïåðåðâíèì

ãîìîìîðôiçìîì ç Hsup
b â Hbs çi ùiëüíèì îáðàçîì. Òîäi ñïðÿæåíèé îïåðàòîð(

Λ−1
)∗

áóäå íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ç H∗bs â
(
Hsup
b

)∗
. Ïîçíà÷èìî

Γ � çâóæåííÿ öüîãî îïåðàòîðà íà Mbs ⊂ H∗bs. Òîäi, äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ Mbs,

Γ(ϕ) = ϕ ◦ Λ−1. Ç òîãî, ùî Λ−1 � ãîìîìîðôiçì, âèïëèâà¹, ùî Γ(ϕ) ∈ M sup
b .

Ç íåïåðåðâíîñòi
(
Λ−1

)∗
îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíiñòü Γ.

Ïîêàæåìî, ùî Γ � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé ϕ1, ϕ2 ∈ Mbs, ϕ1 6=
ϕ2. Òîäi, çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ f ∈ Hbs òàêà, ùî ϕ1(f) 6= ϕ2(f). Ç ùiëüíîñòi

îáðàçó îïåðàòîðà Λ−1 i íåïåðåðâíîñòi ϕ1, ϕ2 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiþ f ìîæíà

âèáðàòè ç îáðàçó îïåðàòîðà Λ−1. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ Hsup
b , òàêà,

ùî g = Λ−1(f) i

Γ(ϕ1(g)) = ϕ1(f) 6= ϕ2(f) = Γ(ϕ1(g)).

Òîáòî, Γ ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Γ íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Çîêðåìà â îáðàçi Γ

íåìà¹ åëåìåíòà δu0
äëÿ u0 = [(0, . . . , 0, 1|0)]. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî ùî δu0

=

Γ(ϕ) äëÿ äåÿêîãî ϕ ∈Mbs. Òîäi,

ϕ
(

Λ−1(g)
)

= g(u0)
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äëÿ äîâiëüíîãî g ∈M. Çîêðåìà, äëÿ g = Tk ìà¹ìî

ϕ
(

Λ−1
)

(Tk) = ϕ(Fk) = Tk(u0) = −1

i öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k. Àëå äîáðå âiäîìî, ùî

íå iñíó¹ òàêîãî õàðàêòåðà ϕ ∈Mbs, ùî ϕ(Fk) = −1 äëÿ âñiõ k ∈ N.
Êðiì òîïîëîãi¨ Ãåëüôàíäà i òîïîëîãi¨ Ãëiñîíà iñíó¹ ñëàáøà òîïîëîãiÿ íà

ñïåêòði M sup
b àëãåáðè Hsup

b , ÿêó, çà àíàëîãi¹þ ç ñèìåòðè÷íèì âèïàäêîì ç ïî-

ïåðåäíüîãî ðîçäiëó, ìè áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíîþ òîïîëîãi¹þ.

Ïîçíà÷èìî wp ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíó òîïîëîãiþ íà M sup
b , ïîðîäæåíó íà-

ñòóïíîþ áàçîþ îêîëiâ:

Uε,k1,...,kn(ψ) = {ψ • ϕ : ϕ ∈M sup
b , i |ϕ(Tkj | < ε, j = 1, . . . , n}.

Îñêiëüêè, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì i âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü çãîðòêè

Uε/2,k1,...,kn(ψ) • Uε/2,k1,...,kn(θ) ⊂ Uε,k1,...,kn(ψ • θ),

îïåðàöiÿ çãîðòêè ¹ íåïåðåðâíîþ â ñëàáêî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨ M sup
b .

Òâåðäæåííÿ 41. Òîïîëîãiÿ wp ¹ ãàóñäîðôîâîþ

Äîâåäåííÿ. ßêùî ϕ 6= ψ, òî iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî

|ϕ(Tk)− ψ(Tk)| = c > 0.

Ïîêëàäåìî ε = c/3. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ θ1 i θ2 â îêîëi Uε,k(δ0)

|(ϕ • θ1)(Tk)− ϕ • θ2)(Tk)| = |(ϕ(Tk)− ψ(Tk))− (θ2(Tk)− θ1(Tk))| ≥

≥ |(ϕ(Tk)− ψ(Tk))| − |(θ2(Tk)− θ1(Tk))| ≥ c/3.

Òàêèì ÷èíîì, îêîëè Uε,k(ϕ) i Uε,k(ψ) íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê.

99



Îáîðîòíiñòü i ãîìîìîðôiçìè.

ßêùî u ∈ M ìà¹ îáåðíåíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ `�', òî
ïîçíà÷èìî éîãî u−1 = u�(−1), òîáòî

u � u−1 = u−1 � u = I.

Òâåðäæåííÿ 42. Íåõàé u ∈M i ‖u‖ < 1. Òîäi I • u− ¹ îáîðîòíèì ó êiëüöi

M. Ïðè öüîìó,

(I • u−)−1 =
∞•
n=0

u�n,

äå u�0 = I, u�n = u � · · · � u︸ ︷︷ ︸
n

, à ðÿä ïðàâîðó÷ çáiãà¹òüñÿ âM.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó iäåþ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íîãî òâåðäæå-

ííÿ äëÿ êëàñè÷íèõ áàíàõîâèõ àëãåáð, îòðèìó¹ìî∥∥∥ ∞•
n=0

u�n
∥∥∥ ≤ ∞∑

n=0

‖u‖n =
1

1− u
<∞.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è ïîâíîòóM ìà¹ìî, ùî åëåìåíò
∞•
n=0

u�n ∈M. Êðiì òîãî,

(I • u−) �
( ∞•
n=0

u�n
)

= I.

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî ãîìîìîðôiçìè êiëüöÿM òà éîãî ïiäêiëåöü. Íàäàëi

ìè íå ïðèïóñêà¹ìî, ùî ãîìîìîðôiçìè êiëåöü çáåðiãàþòü ìíîæåííÿ íà ñòàëó.

Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò x êîìóòàòèâíî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè A ¹ îáîðîòíèìè

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ(x) 6= 0 äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà ϕ ç A. ÂM ñèòóàöiÿ

iíøà. Íåõàé I•n = I • · · · • I︸ ︷︷ ︸
n

= (0| 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .).

Òâåðäæåííÿ 43. Íåõàé ϕ � íåíóëüîâèé ãîìîìîðôiçì êiëåöü çM â C. Òîäi
ϕ(I•n) = n, àëå I•n íå ¹ îáîðîòíèì ïðè n > 1.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî ϕ(I•n) = nϕ(I) = n. Ç iíøîãî áîêó, I•n�u = u•n 6= I
äëÿ êîæíîãî u ∈M.
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Ïðèêëàä 4. Íàâåäåíi íèæ÷å âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè êiëåöü çM
â C.

1. Ïîëiíîìè Tn, n ∈ N ¹ (íåïåðåðâíèìè) êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ãîìîìîðôi-

çìàìè êiëåöü çM, àëå òiëüêè ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë T1 çáåðiãà¹ ìíîæå-

ííÿ íà ñòàëi.

2. Íåõàé u = [(y|x)] ∈M. Âèçíà÷èìî

Θ(u) =
∞∑
n=1

|xn| −
∞∑
n=1

|yn|.

Çðîçóìiëî, ùî Θ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Àäèòèâíiñòü òà ìóëüòèïëi-

êàòèâíiñòü áóäóòü äîâåäåíi äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó.

ßê çâè÷àéíî, R ¹ ïiäêiëüöåìM, ÿêùî âií ¹ ïiäìíîæèíîþM i êiëüöåì

âiäíîñíî îïåðàöié `•' i `�'. Íàïðèêëàä, íåõàéM00 ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ

u = [(y|x)] òàêèõ, ùî ÿêùî (y|x) ¹ íåçâiäíèì, òîäi suppx i supp y ¹ ñêií÷åí-

íèìè ìíîæèíàìè. Òîäi M00 ¹ ùiëüíèì ïiäêiëüöåì M. Ðîçãëÿíåìî êiëüêà

íåòðèâiàëüíèõ ïðèêëàäiâ çàìêíóòèõ ïiäêiëåöüM.

Ïðèêëàä 5. ÍåõàéM∆,MS iM1 âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì:

M∆ = {u ∈M : |xj| ≤ 1, |yj| ≤ 1 äëÿ äîâiëüíèõ íåçâiäíèõ

çîáðàæåíü (y|x) ∈ u},

MS = {u ∈M : |xj| = 1 àáî 0, |yj| = 1 àáî 0 äëÿ äîâiëüíèõ

íåçâiäíèõ çîáðàæåíü (y|x) ∈ u} ∪ {0},

M1 = {u ∈M : xj = 1 àáî 0, yj = 1 àáî 0 äëÿ äîâiëüíèõ

íåçâiäíèõ çîáðàæåíü (y|x) ∈ u} ∪ {0}.

Çðîçóìiëî, ùîM∆,MS iM1 ¹ ïiäêiëüöÿìèM i

M∆ ⊃MS ⊃M1.
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ÒàêîæM1 içîìîðôíèé êiëüöþ Z öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî içîìîðôiçìó

[(0| 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .)] 7→ n, äëÿ n ≥ 0 i [(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
−n

, 0, . . .)|0] 7→ n äëÿ n < 0

i çâóæåííÿ òîïîëîãi¨ ç (M, ρ) íàMS iM1 çáiãà¹òüñÿ ç äèñêðåòíîþ òîïî-

ëîãi¹þ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íåõàé U ¹ ïiäìíîæèíîþ C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

MU = {u ∈M : xj ∈ U, yj ∈ U äëÿ äîâiëüíèõ

íåçâiäíèõ çîáðàæåíü (y|x) ∈ u} ∪ {0}.

Òîäi MU ¹ ïiäêiëüöåì M, ÿêùî U ¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà C i

1 ∈ U.

Òâåðäæåííÿ 44. Íåõàé γ(t) � ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨, ÿêà êîðåêòíî âèçíà-

÷åíà i ìóëüòèïëiêàòèâíà íà ïiäìíîæèíi U ∈ C. Âèçíà÷èìî

Θγ(u) =
∞∑
n=1

γ(xn)−
∞∑
n=1

γ(yn), u ∈M,

äå (y|x) ∈ u. ßêùî U ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ i 1 ∈ U, òîäi Θγ �

êîìïëåêñíîçíà÷íèé ãîìîìîðôiçì êiëåöü çMU .

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî Θγ(u) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó çîáðà-

æåííÿ. Òàêèì ÷èíîì

Θγ((y|x) • (d|b)) = Θγ(y • d|x • b)

=
∞∑
n=1

γ(xn) +
∞∑
n=1

γ(bn)−
∞∑
n=1

γ(yn)−
∞∑
n=1

γ(dn) = Θγ(y|x) + Θγ(d|b).

Çà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ γ ìà¹ìî

Θγ((0|x) � (0|b)) =
∞∑

n=i,j

γ(xi)γ(bj) =
∞∑
n=i

γ(xi)
∞∑
n=j

γ(bj)

i Θγ(x|0) = −Θγ(0|x). Îòæå,

Θγ((y|x) � (d|b)) = Θγ((y � b) • (x � d)|(x � b) • (y � d))
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=
∞∑
n=i

γ(xi)
∞∑
n=j

γ(bj)+
∞∑
n=i

γ(yi)
∞∑
n=j

γ(dj)−
∞∑
n=i

γ(yi)
∞∑
n=j

γ(bj)−
∞∑
n=i

γ(xi)
∞∑
n=j

γ(dj)

= Θγ(y|x)Θγ(d|b).

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ãîìîìîðôiçìiâ

ïiäêiëåöüM.

1. Íåõàé g � ìóëüòèïëiêàòèâíà ôóíêöiÿ ç N → C. Ó òåîði¨ ÷èñåë òà-

êi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ öiëêîì ìóëüòèïëiêàòèâíèìè àðèôìåòè÷íèìè

ôóíêöiÿìè. Òîäi äëÿ γ = |g|, Θγ � êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôiçìè êi-

ëåöüMS iM1.

2. Íåõàé ε < 1 i ε∆ � çàìêíåíèé êðóã â C ðàäióñà ε i ç öåíòðîì â íóëi.

ÒîäiMε∆ � iäåàëM1. Íåõàé

χC\ε∆(t) =

{
0, ÿêùî |t| ≤ ε

1, ÿêùî |t| > ε,

òî ΘχC\ε∆ � êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôiçìè êiëåöü çM1. Çàóâàæèìî,

ùî ÿêùî u ∈ M1 \Mε∆ i v ∈ Mε∆, òîäi ρ(u, v) ≥ ε. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

ΘχC\ε∆ ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîáðå âiäîìî, ùî êîæåí êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì áàíàõîâî¨ àëãåáðè

¹ íåïåðåðâíèì. Äëÿ àëãåáð Ôðåøå, ïèòàííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü êîìïëåêñíèõ

ãîìîìîðôiçìiâ ñêëàäà¹ âiäîìó ïðîáëåìó Ìàéêëà 1952 ðîêó [67]. Ìè íå çíà-

¹ìî, ÷è êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé ãîìîìîðôiçì ç M àáî éîãî çàìêíåíîãî

ïiäêiëüöÿ ¹ íåïåðåðâíèì.
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Ñòåïåíåâi îïåðàöi¨ òà äèôåðåíöiþâàííÿ, àñîöiéîâàíi ç ñóïåðñè-

ìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiçíi ïiäõîäè äî ïîáóäîâè ñòåïåíåâèõ

îïåðàöié â êiëüöi ìóëüòèìíîæèí, àñîöiéîâàíîìó ç ñóïåðñèìåòðè÷íèìè ïîëi-

íîìàìè âiä íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ. Áóäóòü âñòàíîâëåíi äåÿêi ñïiââiä-

íîøåííÿ ìiæ ïîáóäîâàíèìè ñòåïåíåâèìè îïåðàöiÿìè. Òàêîæ, áóäå äîñëiäæåíî

îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ íà àëãåáðàõ ñèìåòðè÷íèõ i ñóïåðñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði àáñîëþòíî

çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåõàé u1, u2, . . . , un ∈M. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

n⊙
k=1

uk := u1 • u2 • · · · • un.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöiþ ���, ìîæåìî ðîçãëÿíóòè äëÿ çàäàíîãî k ∈ N
ïðèðîäíó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ íàM

u 7−→ u�k = u � · · · � u︸ ︷︷ ︸
k

.

Îäíàê iñíóþòü ðiçíi ñïîñîáè ââåäåííÿ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ íà M àáî M+.

Âèçíà÷èìî

u[k] = [(. . . , ykn, . . . , y
k
1 |xk1, . . . , xkn, . . .)], u = [(y|x)] ∈M, k ∈ N.

ßêùî u = [(0|x)] ∈M+, òî

u〈k〉 =
⊙

i1<···<ik

[(0|xi1 . . . xik)] = [(0|x1x2 . . . xk, x2x3 . . . xk+1, . . .)].

Íàðåøòi, äëÿ u = [(0|x)] ∈M+, ìè âèçíà÷à¹ìî

u〈k〉 =
⊙

i1≤···≤ik

[(0|xi1 . . . xik)].

Î÷åâèäíî, ùî

T1(u
�k) = (T1(u))k, T1(u

[k]) = Tk(u)
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i

T1([(0|x)]〈k〉) = Gk(x), T1([(0|x)]〈k〉) = Hk(x).

Äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó u = [(y|x)] ïîêëàäåìî

u〈k〉 =
⊙

m+n=k

⊙
i1 ≤ · · · ≤ im

j1 < · · · < in

[(yi1 · · · yim︸ ︷︷ ︸
if m is odd

xj1 · · ·xjn| yi1 · · · yim︸ ︷︷ ︸
if m is even

xj1 · · ·xjn)].

Òâåðäæåííÿ 45. Íåõàé u = [(y|x)] ∈M. Òîäi T1(u
〈k〉) = Wk(u).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (44), ìè ìîæåìî áà÷èòè, ùî

T1(u
〈k〉) =

∑
n+m=k,m=2s

Hm(y)Gn(x)−
∑

n+m=k,m=2s+1

Hm(y)Gn(x) =

∑
n+m=k

Hm(−y)Gn(x) = Wk(u).

Òåîðåìà 41. Äëÿ êîæíîãî k ∈ N, ñòåïåíåâi îïåðàöi¨ u 7−→ u�k, u 7−→ u[k],

u 7−→ u〈k〉 ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèìè íàM i íåïåðåðâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî u = [(y|x)], v = [(d|b)] i (y|x) ∼ (d|b). Òîäi

Tn(u
�k) =

(
Tn(u)

)k
=
(
Tn(v)

)k
= Tn(v

�k), n ∈ N,

òîáòî, u�k = v�k. Íåïåðåðâíiñòü u 7−→ u�k äîâåäåíî â ïiäðîçäiëi 3.1. Àíàëîãi-

÷íî,

Tn(u
[k]) = Tnk(u) = Tnk(v) = Tn(v

[k]), n ∈ N

i, òàêèì ÷èíîì, u[k] = v[k].

Íàðåøòi,

Tn(u
〈k〉) = T1

((
u〈k〉
)[n]
)

= T1

((
u[n]
)〈k〉)

= Wk(u
[n]) = Wk(v

[n]) = Tn(v
〈k〉).

Íåïåðåðâíiñòü u 7−→ u[k] i u 7−→ u〈k〉 âèïëèâà¹ ç òàêîãî ïðîñòîãî ôàêòó:

ÿêùî ‖uj‖ → 0, òî ‖u[k]‖ → 0 i ‖u〈k〉‖ → 0 ïðè j →∞.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äîâåäåíî, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì Φ: Hsup
b →

Hbs(`1) çi ùiëüíîþ ìíîæèíîþ çíà÷åíü, òàêèé, ùî Φ(Tn) = Fn i Φ(Wn) = Gn.

Îòæå, çâóæåííÿ îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ Λ = Φ−1 íà ïiäïðîñòið ñóïåðñèìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Psup ¹ içîìîðôiçìîì àëãåáðè Psup íà Ps(`1). Çàñòîñîâóþ÷è

Λ äî ôîðìóëè Íüþòîíà, ìè ìà¹ìî:

kWk(u) =
k∑
i=1

(−1)i+1Ti(u)Wk−i(u), u ∈M, k ∈ N. (52)

Òâåðäæåííÿ 46. Äëÿ êîæíîãî k ∈ N i u ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà

ðiâíiñòü:

u〈k〉 • · · · • u〈k〉︸ ︷︷ ︸
k

=
k⊙
i=1

[(1|0)]�(i+1) � u[i] � u〈k−i〉.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (52), ìè ìîæåìî çàïèñàòè

Tn

(
u〈k〉 • · · · • u〈k〉︸ ︷︷ ︸

k

)
= kTn(u

〈k〉) = kWk(u
[n]) =

k∑
i=1

(−1)i+1Ti(u
[n])Wk−i(u

[n]) =
k∑
i=1

(−1)i+1Tn(u
[i])Tn(u

〈k−i〉) =

Tn

( k⊙
i=1

[(1|0)]�(i+1) � u[i] � u〈k−i〉
)
.

Îñêiëüêè öå âiðíî äëÿ êîæíîãî n ∈ N, ìè îòðèìó¹ìî áàæàíó ðiâíiñòü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν : Z→M òàêå âiäîáðàæåííÿ: ν(n) = [(0| 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .)],

ÿêùî n ≥ 0, i ν(n) = [(. . . , 0 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
−n

|0)], ÿêùî n < 0. Çðîçóìiëî, ùî ν ¹ ãîìî-

ìîðôiçìîì êiëüöÿ. Íåõàé

q(t) =
m∑
k=0

nkt
k

¹ ïîëiíîìîì ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äëÿ çàäàíîãî u ∈ M ìè ðîçãëÿäà¹ìî

òàêi ïåðåòâîðåííÿ ç ìíîæèíè Z[t] ïîëiíîìiâ iç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè âM:

q�(u) =
m⊙
k=0

ν(nk)u
�k;
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q[·](u) =
m⊙
k=0

ν(nk)u
[k];

q〈·〉(u) =
m⊙
k=0

ν(nk)u
〈k〉.

Ç äîâåäåíèõ âëàñòèâîñòåé ñòåïåíåâèõ îïåðàöié ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 47. Óñi âiäîáðàæåííÿ q 7−→ q�, q 7−→ q[·], q 7−→ q〈·〉 ¹ àäè-

òèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè i q 7−→ q� ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì âiäîáðàæåííÿì

ìiæ êiëüöÿìè Z[t] iM.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi îïåðàòîðè íà Hbs :

∂f(x) = lim
t→0

f(x • (t, 0, 0, . . .))− f(x)

t
.

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ∂ ¹ ëiíiéíèì i çàäîâîëüíÿ¹ ïðàâèëî Ëåéáíiöà

äëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ

∂(fg) = ∂(f)g + f∂(g)

äëÿ âñiõ f, g â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ∂. Êðiì òîãî, ∂ ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì íà

ïîëiíîìàõ â Hbs. Ñïðàâäi,

Fm(x • (t, 0, 0, . . .))− Fm(x) = Fm((t, 0, 0, . . .)) = tm.

Òàêèì ÷èíîì,

∂F1 = 1 i ∂Fm(x) = 0 äëÿ m > 0.

Îñêiëüêè ïîëiíîìè Fk, k ∈ N óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â àëãåáði âñiõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Ps(`1), îïåðàòîð ∂ âèçíà÷åíèé íà Ps(`1) i ∂P ∈ Ps(`1)

äëÿ êîæíîãî P ∈ Ps(`1).

Òâåðäæåííÿ 48. Îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ∂ ¹ íåïåðåðâíèì íà Hbs(`1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A0 : `1 → `1 � îïåðàòîð ïðÿìîãî çñóâó íà `1,

A0(x1, . . . xn, . . .) = (0, x1, . . . xn, . . .)

i d1 � ïîõiäíà Ãàòî ó íàïðÿìêó (1, 0, 0 . . .) íà Hb(`1). Òîäi ∂ � öå çâóæåííÿ íà

Hbs(`1) íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà d1◦CA0
, äå CA0

(f)(x) = f(A0(x)), f ∈ Hb(`1).

Òàêèì ÷èíîì, ∂ ¹ íåïåðåðâíèì íà Hbs(`1).
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Òâåðäæåííÿ 49. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ìà¹ìî, ùî ∂Gm = Gm−1 i ∂Hm =

Hm−1.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

Gm(x • z) =
∑

k+n=m

Gk(x)Gm(z), x, z ∈ `1,

ìà¹ìî, ùî

Gm(x • (t, 0, 0 . . .)) =
m∑
k=0

tkGk(x)

i òîìó ∂Gm = Gm−1. Äðóãó ðiâíiñòü ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãi÷íî àáî çà äîïî-

ìîãîþ ôîðìóë Íüþòîíà i ïðîñòî¨ iíäóêöi¨.

Îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ∂ ìîæíà ïðîäîâæèòè íà ñóïåðñèìåòðè÷íi

àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨. Íåõàé I = [(0|1)], îòæå I− = [(1|0)]. Ïîêëàäåìî

∂+f(u) = lim
t→0

f(u • tI)− f(u)

t
i ∂−f(u) = lim

t→0

f(u • tI−)− f(u)

t
,

äå u ∈M. Ïîäiáíî äî ñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó, i ∂+, i ∂− íåïåðåðâíi òà êîðåêòíî

âèçíà÷åíi íà âñüîìó ïðîñòîði Hsup
b .

Òåîðåìà 42. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N

∂+Wm = Wm−1 òà ∂−Wm = −Wm−1,

äå W0 = 1.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (44), ìè ìîæåìî çàïèñàòè

∂+Wm(y|x) = ∂+

n∑
k=0

Gk(x)Hm−k(−y) =
n∑
k=0

Gk−1(x)Hm−k(−y)

=
m−1∑
k=0

Gk(x)Hm−k−1(−y) = Wm−1.

Äðóãó ðiâíiñòü ìîæíà äîâåñòè òàêèì æå ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è, ùî Hm−k(−y) =

(−1)m−kHm−k(y).
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3.2. Ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà êiëüöå ìóëüòèìíîæèí áàíà-

õîâî¨ àëãåáðè

3.2 Ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà êiëüöå ìóëüòèìíîæèí áàíàõîâî¨

àëãåáðè

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìîæëèâi óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó ïiäðîç-

äiëi 3.1, äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ âèïàäêiâ. Çàìiñòü ïðîñòîðó ïîñëiäîâíîñòåé `1,

ðîçãëÿäà¹ìî ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé (x1, x2, . . . , xn, . . .), äå xn � åëåìåíòè áà-

íàõîâî¨ àëãåáðè A i êîæíà ïîñëiäîâíiñòü íîðì (‖x1‖A, ‖x2‖A, . . . , ‖xn‖A, . . .)
¹ âåêòîðîì ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ç íîðìîþ ‖ · ‖X i ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì

{en}.
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè áóäó¹ìî êiëüöå ìóëüòèìíîæèíMX(D) äëÿ ìíî-

æèí iç ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íàïiâãðóïè D ⊂ A i äîñëiäæó¹ìî îñíîâíi âëàñòè-

âîñòi. Çîêðåìà, ìè ïîêàçó¹ìî, ùîMX(D) ¹ ïîâíèì ó ìåòðèçîâàíié òîïîëîãi¨,

iíäóêîâàíié ç X. Òàêîæ äîñëiäæó¹ìî ãîìîìîðôiçìè MX(D) òà âiäïîâiäíi

ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè.

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [63] äëÿ äåòàëåé), ùî ïîñëiäîâíiñòü {en} ¹ òîïîëîãi-

÷íèì áàçèñîì (àáî áàçèñîì Øàóäåðà) â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ÿêùî êîæåí

åëåìåíò x ∈ X ìîæíà îäíîçíà÷íî âèðàçèòè ÷åðåç

x =
∞∑
n=1

xnen = lim
m→∞

m∑
n=1

xnen,

äå ãðàíèöþ âçÿòî â (X, ‖ · ‖X). Çâiäñè, çîêðåìà, ìè ìà¹ìî, ùî xn → 0 ïðè

n→∞.
Òîïîëîãi÷íèé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî âií åêâiâàëåíòíèé

áàçèñó {eσ(n)} äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N.
Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî σ ðÿä

∑∞
n=1 xnen çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè
∑∞

n=1 xneσ(n) çáiãà¹òüñÿ. Âiäîìî [63] (ñòîð. 114), ùî êîæåí áàíàõîâèé

ïðîñòið X iç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì ìà¹ åêâiâàëåíòíó, òàê çâàíó ñèìåòðè÷íó
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íîðìó òàêó, ùî ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xnθneσ(n)

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xnen

∥∥∥∥∥
X

äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ i ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë {θn} òàêî¨, ùî |θn| = 1.

Íàäàëi ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî X ìà¹ ñèìåòðè÷íó íîðìó. Ó öüîìó âèïàäêó ìè

çíà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X, |xn| ≤ 2‖x‖.

Íåõàé X � áàíàõîâèé ïðîñòið iç íîðìîâàíèì ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì {en}
i ñèìåòðè÷íîþ íîðìîþ ‖ · ‖X , íåõàé A � áàíàõîâà àëãåáðà ç îäèíèöåþ e, i

íåõàéD � çàìêíóòà ìóëüòèïëiêàòèâíà ïiäãðóïà âA, ùî ìiñòèòü e.Ïîçíà÷èìî
÷åðåç X(D) ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé u = (x1, . . . , xn, . . .), xi ∈ D, i

‖u‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

en‖xn‖A

∥∥∥∥∥
X

.

Òàêîæ, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ΛX(D) = X(D) × X(D), i ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî

êîæåí åëåìåíò v ∈ ΛX(D) ÿê

v = (y|x) = (. . . , yn, . . . , y2, y1|x1, x2, . . . , xn, . . .),

x, y ∈ X(D). Î÷åâèäíî, ùî ΛX(A) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ

‖v‖ = ‖x‖+ ‖y‖,

i ΛX(D) ¹ éîãî çàêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ.

Äëÿ çàäàíîãî x ∈ ΛX(D) ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç suppx ïiäìíîæèíó âñiõ

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ∈ N òàêèõ, ùî xn 6= 0.

Íåõàé σ, µ � ïåðåñòàíîâêè íà N i (y|x) ∈ X(D). Âèçíà÷èìî

(σ, µ)(y|x) = (. . . , yσ(n), . . . , yσ(1)|xµ(1), . . . , xµ(n), . . .).

Íåõàé u = (y|x) i w = (d|b) íàëåæàòü ΛX(D). Òîäi,

u • w = (y • d|x • b) = (. . . , dn, yn, . . . , d1, y1|x1, b1, . . . , xn, bn, . . .).

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî x, b ∈ X(D), òîäi ‖x•b‖ ≤ ‖x‖+‖b‖. Îòæå, u•w ∈
ΛX(D) äëÿ âñiõ u,w ∈ ΛX(D).
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Ðîçãëÿíåìî åêâiâàëåíòíiñòü, âèçíà÷åíó òàêèì ÷èíîì: (y|x) ∼ (y′|x′) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü âåêòîðè (a|a), (c|c) ∈ ΛX(D), òà ái¹êöi¨ σ i µ òàêi,

ùî σ âiäîáðàæà¹ suppx•c íà suppx′•a i µ âiäîáðàæà¹ supp y•c íà supp y′•a.
Îêðiì öüîãî,

(σ, µ)
(
(y′|x′) • (a|a)

)
= (y|x) • (c|c). (53)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(D) = MX(D) ôàêòîð-ìíîæèíó ΛX(D)/ ∼ ïî âiä-

íîøåííþ åêâiâàëåíòíîñòi �∼�. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç [(y|x)] ∈ M(D) êëàñ åêâi-

âàëåíòíîñòi, ùî ìiñòèòü åëåìåíò (y|x). Î÷åâèäíî, äëÿ êîæíîãî a ∈ X(D),

(a|a) ∼ (0|0), îòæå, [(y|x) • (x|y)] = [(0|0)]. Êðiì òîãî, ïîçíà÷èìîM+(D) =

{[(0|x)] : x ∈ ΛX(D)}.
Ïîÿñíèìî âèçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi áiëüø äåòàëüíî. Âèìîãà, ùîá σ

i µ äiÿëè ái¹êòèâíî ìiæ íîñiÿìè âiäïîâiäíèõ âåêòîðiâ îçíà÷à¹, ùî íóëüîâi

êîîðäèíàòè �íå ìàþòü çíà÷åííÿ�, òîáòî, íàïðèêëàä,

(. . . , yn, . . . , y2, y1|x1, x2, . . . , xn, . . .) ∼

(. . . , yn, 0, . . . , 0, y2, 0, y1|x1, 0, x2, 0, . . . , 0, xn, . . .).

Òàêîæ, íàïðèêëàä,

(. . . , yn, . . . , y2, y1|x1, x2, . . . , xn, . . .) ∼

(. . . , yn, . . . , y2, y1, λ|λ, x1, x2, . . . , xn, . . .)

äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ C. Êðiì òîãî, êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiä-

íîñíî ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò x i y îêðåìî. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ íàì ðîç-

ãëÿäàòèM+(D) ÿê íàáið ìóëüòèìíîæèí ç D. Òî÷íiøå, ïiäìíîæèíóM+
00(D),

ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ ó M+(D) çi ñêií÷åííèìè íîñiÿìè, ìîæíà

ïðèðîäíèì ÷èíîì îòîòîæíèòè ç ìíîæèíîþ âñiõ ñêií÷åííèõ ìóëüòèìíîæèí

íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ó D, à îïåðàöiÿ �•� ôàêòè÷íî ¹ îá'¹äíàííÿì ìóëüòè-

ìíîæèí.

Ìè êàæåìî, ùî (y′|x′) ¹ íåçâiäíèì ïðåäñòàâëåííÿì [u] ∈ M(D), ÿêùî

[(y′|x′)] = [u] i (y′|x′) ∼ (y|x) îçíà÷à¹, ùî

(y|x) = (σ, µ)
(
(y′|x′) • (a|a)

)
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äëÿ äåÿêèõ ïåðåñòàíîâîê σ, µ íà N i (a|a) ∈ ΛX(D). Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ

êîæíî¨ íåíóëüîâî¨ êîîðäèíàòè x′i âåêòîðà x
′ ìè ìà¹ìî x′i 6= y′j äëÿ âñiõ êîîð-

äèíàò y′j âåêòîðà y
′.

Òâåðäæåííÿ 50. Äëÿ êîæíîãî [u] ∈M(D) iñíó¹ íåçâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (y|x) ¹ ïðåäñòàâíèêîì [u]. Îñêiëüêè åëåìåíòè
∑

n en‖xn‖A
i
∑

n en‖yn‖A íàëåæàòü äî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ç áàçèñîì Øàóäåðà en,

òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖xn‖A → 0 i ‖yn‖A → 0 ïðè n → ∞. Áåç âòðàòè

çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî êîîðäèíàòè x âïîðÿäêîâàíi òàê, ùî

‖x1‖A ≥ ‖x2‖A ≥ · · · ≥ ‖xn‖A ≥ · · · . ßêùî iñíó¹ j òàêå, ùî x1 = yj, òîäi

âèäàëÿ¹ìî êîîðäèíàòó x1 â x i yj â y, i ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(1) i y(1) îòðèìàíi

âåêòîðè. ßêùî òàêîãî ÷èñëà j íå iñíó¹, ìè ïîçíà÷à¹ìî x(1) = x i y(1) = y.

Ïðèïóñòèìî, ùî x(n) i y(n) âæå ïîáóäîâàíî. ßêùî iñíó¹ òàêèé j, ùî xn+1 =

yj, òîäi ìè âèäàëÿ¹ìî êîîðäèíàòó xn+1 â x(n) i yj â y
(n) i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

x(n+1) i y(n+1) îòðèìàíi âåêòîðè. Â iíøîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî x(n+1) = x(n) i

y(n+1) = y(n). Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (y(n)|x(n)) â ΛX(D),

ÿêà, î÷åâèäíî, ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Çà ïîâíîòîþ ΛX(D), iñíó¹ ãðàíèöÿ

(y′|x′) = lim
n→∞

(y(n)|x(n)).

Íåõàé a � âåêòîð ó X(D) òàêèé, ùî éîãî êîîðäèíàòè an ¹ âèëó÷åíèìè

êîîðäèíàòàìè ç x. Òîäi (y|x) = (y′ • a|x′ • a) i, îòæå, (y′|x′) ¹ ïðåäñòàâíèêîì
[u]. Çãiäíî ç êîíñòðóêöi¹þ, (y′|x′) ¹ íåçâiäíèì.

Ââåäåìî òåïåð êîìóòàòèâíó îïåðàöiþ �+� íàM(D).

Îçíà÷åííÿ 13. Äëÿ çàäàíèõ u = [u] = [(y|x)] i w = [w] = [(d|b)] ó M(D)

âèçíà÷èìî

u + w := [u • w] = [(y • d|x • b)].

Êðiì òîãî, ïîêëàäåìî −u = −[(y|x)] := [(x|y)].

Òâåðäæåííÿ 51. Îïåðàöiÿ �+� ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ äëÿM(D), i
(
M(D),+

)
� êîìóòàòèâíà ãðóïà ç íóëåì (íåéòðàëüíèé åëåìåíò), 0 = [(0|0)] = [(. . . , 0|0, . . .)].
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Äîâåäåííÿ. Ç âèçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ âèïëèâà¹, ùî u+ 0 = u i u− u = 0. ßêùî

u = [(y′|x′)] i w = [(d′|b′)] ¹ íåçâiäíèìè ïðåäñòàâíèêàìè u i w, òîäi, çãiäíî ç

(53) i òâåðäæåííÿì 50, (y|x) = (y′ • a|x′ • a) i (d|b) = (d′ • c|b′ • c) äëÿ äåÿêèõ

a i c. Îòæå,

[(y|x)] + [(d|b)] = [(y′|x′) • (a|a)] + [(d′|b′) • (c|c)] =

[(y′|x′)] + [(d′|b′)] + [(a|a)] + [(c|c)] = [(y′|x′)] + [(d′|b′)].

Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàò íå çàëåæèòü âiä ïðåäñòàâíèêiâ.

Íåõàé x, y ∈ X(D). ×åðåç x � y ìè ïîçíà÷èìî ðåçóëüòóþ÷ó ïîñëiäîâ-

íiñòü óïîðÿäêóâàííÿ ìíîæèíè {xiyj : i, j ∈ N} îäèíèì iíäåêñîì ó ïåâíîìó

ôiêñîâàíîìó ïîðÿäêó.

Òâåðäæåííÿ 52. Íåõàé x, y ∈ X(D). Òîäi x� y ∈ X(D) i ‖x� y‖ ≤ 2‖x‖‖y‖.
Êðiì òîãî, ÿêùî D òàêèé, ùî ‖ab‖ = ‖a‖‖b‖ äëÿ êîæíîãî a, b ∈ D, i X = c0

àáî `p äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ p <∞, òîäi ‖x � y‖ = ‖x‖‖y‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k(i, j) � ái¹êöiÿ ç N×N â N. Âiäïîâiäíî äî áåçïîñåðåäíiõ
ðîçðàõóíêiâ,

‖x � y‖ =
∥∥∥ ∞∑
i,j=1

‖xiyj‖Aek(i,j)

∥∥∥
X
≤ sup

i
‖xi‖A

∥∥∥ ∞∑
i,j=1

‖yj‖Aej
∥∥∥
X
≤ 2‖x‖‖y‖.

Íåõàé D òàêå, ùî ‖ab‖ = ‖a‖‖b‖ äëÿ êîæíîãî a, b ∈ D. ßêùî X = `p(D),

òîäi

‖x � y‖p =
∞∑

i,j=1

‖xiyj‖pA =
∞∑

i,j=1

‖xi‖pA‖yj‖
p
A = ‖x‖p‖y‖p.

ßêùî X = c0, òîäi

‖x � y‖ = sup
i,j
‖xiyj‖A = sup

i,j
‖xi‖A‖yj‖A = ‖x‖‖y‖.

Äàëi âèçíà÷èìî ìíîæåííÿ íàM(D).
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Îçíà÷åííÿ 14. ßêùî u = [(0|x)] i v = [(0|y)], ìè âèçíà÷à¹ìî uv = [(0|x �
y)]. ßêùî u = [(y|x)] i v = [(d|b)] íàëåæàòüM(D), òî ìè âèçíà÷à¹ìî

uv = [((y � b) • (x � d)|(y � d) • (x � b))].

Ëåãêî ïåðåâiðèòè (äèâ. [25] òà ïiäðîçäië 3.1), ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ¹ êî-

ðåêòíî âèçíà÷åíîþ òà àñîöiàòèâíîþ, i ùî âM(D) âèêîíó¹òüñÿ äèñòðèáóòèâ-

íèé çàêîí âiäíîñíî äîäàâàííÿ. ßêùî A ¹ êîìóòàòèâíîþ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ,

òî ââåäåíå ìíîæåííÿ ¹ êîìóòàòèâíèì. Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 53.
(
M(D),+, ·

)
� êiëüöå ç íóëåì 0 = [(0|0)] i îäèíèöåþ

I = [(0|e, 0, . . .)]. ßêùî A ¹ êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ, òî êiëüöå
(
M(D),+, ·

)
òåæ ¹ êîìóòàòèâíèì.

Çàóâàæèìî, ùî M(D) íå ¹ àëãåáðîþ, íàâiòü ÿêùî D = C, îñêiëüêè öå

íå ëiíiéíèé ïðîñòið (äèâ. ïiäðîçäië 3.1). Îäíàê, íà äàíîìó êiëüöi ìîæíà ââå-

ñòè íîðìó, ÿêà ìà¹ ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi òà iíäóêó¹ ìåòðèçîâàíó òîïîëîãiþ.

Çãàäàéìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ (äèâ. [19]).

Îçíà÷åííÿ 15. ßêùî R � äîâiëüíå êiëüöå, òî äiéñíà ôóíêöiÿ ‖z‖, âèçíà-
÷åíà íà R, íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ äëÿ R, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè

äëÿ âñiõ z, r ∈ R:

1. ‖z‖ ≥ 0 i ‖z‖ = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè z = 0,

2. ‖z + r‖ ≤ ‖z‖+ ‖r‖,

3. ‖ − z‖ = ‖z‖,

4. ‖zr‖ ≤ C‖z‖‖r‖ äëÿ äåÿêî¨ êîíñòàíòè C > 0.

Îçíà÷åííÿ 16. Âèçíà÷èìî íîðìó íàM(D) òàêèì ÷èíîì:

‖u‖ = ‖[(y|x)]‖ := ‖(y′|x′)‖ = ‖x′‖+ ‖y′‖,

äå (y′|x′) ¹ íåçâiäíèì ïðåäñòàâíèêîì u.
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Òâåðäæåííÿ 54. Íîðìà â îçíà÷åííi 16 ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ íàM(D) i

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ 15. Îêðiì öüîãî,

‖u‖ = min
(y|x)∈u

(‖x‖+ ‖y‖).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íåçâiäíèé ïðåäñòàâíèê u çàãàëîì íå ¹ ¹äèíèì.

Îäíàê, ÿêùî (y′|x′) i (y′′|x′′) ¹ íåçâiäíèìè ïðåäñòàâíèêàìè u, òî âîíè ñêëàäà-

þòüñÿ ç îäíàêîâèõ êîîðäèíàò (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè (σ, µ) íåíóëüîâèõ

êîîðäèíàò) i òîìó ‖(y′|x′)‖ = ‖(y′′|x′′)‖. Òàêèì ÷èíîì, íîðìà ¹ êîðåêòíî âè-

çíà÷åíîþ.

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî u = 0, òî [(0|0)] ¹ éîãî íåçâiäíèì ïðåäñòàâíèêîì

i, îòæå, ‖u‖ = 0. Â iíøîìó âèïàäêó, ‖u‖ ≥ 0. Äðóãà âëàñòèâiñòü íîðìè,

î÷åâèäíî, âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíî¨ âëàñòèâîñòi òðèêóòíèêà íîðìè íà ëiíiéíîìó

ïðîñòîði. Êðiì òîãî, ‖ − u‖ = ‖(x′|y′)‖ = ‖(y′|x′)‖ = ‖u‖.
Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðåäñòàâíèêà (y|x) åëåìåíòà u ìè ìà¹ìî ‖(y|x)‖ ≥ ‖(y′|x′)‖,

äå |(y′|x′)‖ ¹ íåçâiäíèì ïðåäñòàâíèêîì u. Îòæå,

‖u‖ = min
(y|x)∈u

(‖x‖+ ‖y‖).

Íåõàé u = [(y|x)] i w = [(d|b)] ∈ M(D), òà (y′|x′) i (b′|d′) � âiäïîâiäíi

íåçâiäíi ïðåäñòàâíèêè. Òîäi, çà òâåðäæåííÿì 52,

‖uw‖ = ‖[(y′|x′)(b′|d′)]‖ = ‖[((y′ � b′) • (x′ � d′)|(y′ � d′) • (x′ � b′))]‖ ≤

‖((y′ � b′) • (x′ � d′))‖+ ‖((y′ � d′) • (x′ � b′))‖ ≤

2‖y′‖‖b′‖+ 2‖x′‖‖d′‖+ 2‖y′‖‖b′‖+ 2‖x′‖‖b′‖ = 2‖u‖‖w‖.

Òàêèì ÷èíîì, ‖ · ‖ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 4 â îçíà÷åííi 15 äëÿ C = 2. Êðiì

òîãî, çà òâåðäæåííÿì 52 ìè ìîæåìî ïîêëàñòè C = 1, ÿêùî X = c0 àáî `p,

1 ≤ p <∞.

Âèçíà÷èìî ìåòðèêó ρ íàM(D), ïîâ'ÿçàíó ç íîðìîþ ïðèðîäíèì ÷èíîì.

Íåõàé u,w íàëåæèòüM(D). Ïîêëàäåìî

ρ(u,w) = ‖u−w‖.

Äîáðå âiäîìî òà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ρ ¹ ìåòðèêîþ.
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Ïðèêëàä 7. Íåõàé u(n) = [(0|hn, 0, . . .)], hn ∈ D ¹ ïîñëiäîâíiñòþ â M(D)

òàêîþ, ùî hn → h ïðè n → ∞. ßêùî h 6= 0, òî u(n) → [(0|h, 0, . . .)] òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè hn = h äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü n. Äiéñíî,

ÿêùî hn 6= h, òî

‖[(0|hn, 0, . . .)]− [(0|h, 0, . . .)]‖ = ‖[(. . . , 0, hn|h, 0, . . .)] | =

‖hn‖A + ‖h‖A ≥ ‖h‖A.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî h = 0, òîäi ‖u(n) − 0‖ = ‖hn‖A → 0 ïðè n→∞.

Òâåðäæåííÿ 55. Ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ (y|x) 7→ [(y|x)] ¹ ðîçðèâíèì ÿê âiä-

îáðàæåííÿ ç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó ΛX(D) ó ìåòðè÷íèé ïðîñòið
(
M(D), ρ

)
ó êîæíié òî÷öi ΛX(D), îêðiì íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèêëàä 7 ìîæíà ëåãêî ìîäèôiêóâàòè, ùîá ïîêàçàòè ðîçðèâíiñòü

ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ â áóäü-ÿêié íåíóëüîâié òî÷öi. Äiéñíî, íåõàé v = (y|x) 6=
0; òîäi, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî x1 6= 0. Ðîçãëÿíåìî

u(n) = (y|(1 − 1/n)x1, x2, . . . , xm, . . .) ∈ ΛX(D). Òîäi u(n) → v â ΛX(D) ïðè

n→∞, àëå

‖[u(n)]− [v]‖ = ‖[. . . , 0, x1|(1− 1/n)x1, 0, . . . ‖ =

2‖x1‖A −
‖x1‖A
n

> ‖x1‖A > 0,

i òîìó ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ¹ ðîçðèâíèì â v. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ïîñëi-

äîâíiñòü u(n) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òî ‖[u(n)]‖ → 0 ïðè n → ∞. Îòæå, ôàêòîð-
âiäîáðàæåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi.

Òåîðåìà 43. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið
(
M(D), ρ

)
� ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u i v íàëåæàòüM(D) i íåõàé (y|x) ¹ íåçâiäíèì ïðåäñòàâ-

íèêîì u. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî iñíó¹ íåçâiäíèé ïðåäñòàâíèê (d′|b′) ∈ v òàêèé,

ùî ‖(y|x) − (d′|b′)‖ < ε â ΛX(D). Äiéñíî, íåõàé (d|b) � áóäü-ÿêèé íåçâiäíèé

ïðåäñòàâíèê v. Íåðiâíiñòü

‖u− v‖ = ‖[(y • b|x • d)]‖ < ε
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îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ íåçâiäíèé ïðåäñòàâíèê (c|a) åëåìåíòà (y • b|x•d) òàêèé, ùî

‖c‖+ ‖a‖ < ε. Çàóâàæèìî, ùî (y • b|x • d) íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ íåçâiäíèì. Îäíàê,

îñêiëüêè îáèäâà (y|x) i (d|b) ¹ íåçâiäíèìè, ìîæå ñòàòèñÿ, ùî äåÿêi êîîðäèíàòè
y çáiãàþòüñÿ ç äåÿêèìè êîîðäèíàòàìè d i ùî äåÿêi êîîðäèíàòè x òàêi ñàìi,

ÿê i äåÿêi êîîðäèíàòè b. Ïîáóäó¹ìî (d′|b′) òàê, ùî d′ îòðèìàíî øëÿõîì ïåðå-

ñòàíîâêè êîîðäèíàò d, à b′ îòðèìàíî øëÿõîì ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò b, òîìó

êîîðäèíàòè d, ÿêi äîðiâíþþòü äåÿêèì êîîðäèíàòàì y, ìàþòü òi ñàìi ïîçèöi¨

â d′, ùî é âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè â y, à êîîðäèíàòè b, ÿêi äîðiâíþþòü äåÿêèì

êîîðäèíàòàì x, ìàþòü òi ñàìi ïîçèöi¨ â b′, ùî é âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè â x.

Òîäi, (d′|b′) ∼ (b|d) i

‖(y|x)− (d′|b′)‖ = ‖[(y • b′|x • d′)]‖ = ‖c‖+ ‖a‖ < ε.

Íåõàé u(m), m ∈ N � ïîñëiäîâíiñòü Êîøi â
(
M(D), ρ

)
. Âçÿâøè ïiäïîñëi-

äîâíiñòü, ÿêùî íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè ùî ÿêùî n ≥ N i m ≥ N,

òî ρ(u(m),u(n)) < 1
2N+1 . Âèáåðåìî íåçâiäíi ïðåäñòàâíèêè (y(m)|x(m)) åëåìåíòà

u(m) ç

‖(y(m+1)|x(m+1))− (y(m)|x(m))‖ = ρ(u(m+1),u(m)) <
1

2m+1
.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî n ≥ N i m ≥ N, òîäi

‖(y(m)|x(m))− (y(n)|x(n))‖ < 1

2N
.

Îòæå, (y(m)|x(m)), m ∈ N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi â X(D) i òîìó ìà¹

ãðàíèöþ z(0) = (y(0)|x(0)). Íåõàé z
(m)
i � i-òà êîîðäèíàòà z(m) = (y(m)|x(m)),

i ∈ Z \ {0}, òîáòî z(m)
i = x

(m)
i , ÿêùî i > 0 i z

(m)
i = y

(m)
−i , ÿêùî i < 0. Î÷åâèäíî,

ùî z
(m)
i → z

(0)
i ïðè m→∞. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ÿêùî z

(0)
i = c 6= 0, òî iñíó¹

òàêå ÷èñëî N , ùî äëÿ êîæíîãî m > N, z
(m)
i = c. Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê,

òî äëÿ êîæíîãî äîñòàòíüî âåëèêîãî n,m ∈ N ìà¹ìî, ùî ρ(u(m),u(n)) > c i

îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ.

Äëÿ çàäàíîãî ε > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç zε âåêòîð ó X(D) òàêèé, ùî zε ìà¹

ñêií÷åííèé íîñié, zεi = z
(0)
i àáî zεi = 0 i

ρ
([
zε
]
,
[
z(0)
])

<
ε

3
.
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ öüîãî âèïàäêó ρ
([
zε
]
,
[
z(0)
])

= ‖zε − z(0)‖. Íåõàé
N � òàêå ÷èñëî, ùî äëÿ êîæíîãî n > N, zεi = z

(n)
i äëÿ âñiõ i ∈ supp zε i

‖z(n) − z(0)‖ < ε
3 . Îòæå,

ρ
([
z(n)
]
,
[
zε
])

= ‖zε − z(n)‖ ≤ ‖zε − z(0)‖+ ‖z(n) − z(0)‖ < 2

3
ε.

Òàêèì ÷èíîì,

ρ
([
z(n)
]
,
[
z(0)
])
≤ ρ

([
z(n), zε

])
+ ρ

([
zε, z(0)

])
< ε.

Îòæå, u =
[
z(0)
]
¹ ãðàíèöåþ u(m) i, îòæå, ïðîñòið

(
M(D), ρ

)
� ïîâíèé.

Ç íåðiâíîñòåé òðèêóòíèêà òà ìóëüòèïëiêàòèâíîãî òðèêóòíèêà íîðìè ìè

ìà¹ìî, ùî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ ñïiëüíî íåïåðåðâíi â
(
M(D), ρ

)
. Äiéñíî, íåõàé

ρ(u,u′) < ε1 i ρ(v,v′) < ε2; òîäi

ρ(u + v,u′ + v′) < ‖(u + v)− (u′ + v′)‖ < ε1 + ε2

i

ρ(uv,u′v′) < 2ε2‖u‖+ 2ε1‖v‖+ 4ε1ε2.

Ç íåïåðåðâíîñòi äîäàâàííÿ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî Φ ¹ àäèòèâíèì âiäîáðà-

æåííÿì çM(D) â àäèòèâíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó i Φ ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi, òî

âîíî áóäå íåïåðåðâíèì â áóäü-ÿêié òî÷öi.

Íåõàé U � çàìêíåíà ìóëüòèïëiêàòèâíà íàïiâãðóïà iíøî¨ áàíàõîâî¨ àëãå-

áðè B i Y � áàíàõîâèé ïðîñòið iç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì.

Òåîðåìà 44. Íåõàé γ � ìóëüòèïëiêàòèâíå âiäîáðàæåííÿ ç D â U . ßêùî
iñíó¹ êîíñòàíòà Cγ òàêà, ùî ‖γ(z)‖B ≤ Cγ‖z‖A, z ∈ D, òî iñíó¹ íåïåðåðâ-
íèé ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ

Φγ : MX(D)→MY (U),

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Φγ(u) = Φγ([(y|x)]) =

[(. . . , γ(yn), . . . , γ(y2), γ(y1))|γ(x1), γ(x2), . . . , γ(xn), . . .)].
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî Φγ([(y|x)]) ¹ àäèòèâíèì i íå çàëåæèòü âiä ïðåäñòàâ-

íèêà. Îêðiì öüîãî,

‖Φγ([(y|x)])‖ =

‖[(. . . , γ(yn), . . . , γ(y2), γ(y1)|γ(x1), γ(x2), . . . , γ(xn) . . .)]‖ ≤ Cγ‖u‖.

Íåõàé u ∈MX(D) i íåõàé (y|x) ¹ éîãî íåçâiäíèì ïðåäñòàâíèêîì. Òîäi

‖Φγ(u)‖ = ‖γ(x)‖+ ‖γ(y)‖ ≤ Cγ(‖x‖+ ‖y‖) = Cγ‖u‖.

Îòæå, Φγ ¹ íåïåðåðâíèì â íóëi i, âðàõîâóþ÷è àäèòèâíiñòü, âií ¹ íåïå-

ðåðâíèì â êîæíié òî÷öiMX(D).

Çà ìóëüòèïëiêàòèâíiñòþ γ,

Φγ([(0|x)][(0|x′)]) = [(0|γ(x1)γ(x′1), . . . , γ(xn)γ(x′j) . . .)] =

Φγ([(0|x)])Φγ([(0|x′)]).

Îòæå,

Φγ([(y|x)][(y′|x′)]) =

Φγ([(y|0)][(y′|0)]) + Φγ([(0|x)][(0|x′)])−

Φγ([(0|x)][(0|y′)])− Φγ([(0|0)][(0|x′)]) =

Φγ([(y|x)])Φγ([(y
′|x′)]).

Çàóâàæèìî, ùî â òåîðåìi 44 íàì íå ïîòðiáíà íåïåðåðâíiñòü γ.

Ïðèêëàä 8. Íåõàé D = B � âiäêðèòà îäèíè÷íà êóëÿ ç öåíòðîì â íóëi

áàíàõîâî¨ àëãåáðè A i U = Bε ∪ {e}, äå e � îäèíèöÿ àëãåáðè A, à Bε �

âiäêðèòà êóëÿ ðàäióñà 0 < ε < 1, ç öåíòðîì â íóëi A. Êðiì òîãî, íåõàé

X = Y. Âèçíà÷èìî γ : D → U ÿê

γ(z) =

{
z ÿêùî z ∈ U ,
0 â iíøîìó âèïàäêó.

Òîäi Φγ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 44 i, òàêèì ÷èíîì, ¹ íåïåðåðâíèì.
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Íàñëiäîê 19. Áóäü-ÿêèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ϕ ç áàíàõîâî¨ àëãåáðè A
â áàíàõîâó àëãåáðè B ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó ç

MX(A) âMY (B) äëÿ áóäü-ÿêîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

Y iç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ϕ ¹ íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì i ìóëüòèïëiêàòèâíèì îïåðà-

òîðîì ç A â B, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖ϕ‖B ≤ ‖ϕ‖‖z‖A, z ∈ A.

Îòæå, Φγ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 44 äëÿ γ = ϕ; òàêèì ÷èíîì, Φϕ ¹ íå-

ïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì çMX(A) âMY (B). Âiäîáðàæåííÿ z 7→ [(0|z, 0, . . .)]
� öå âêëàäåííÿ A âMX(A) i

Φϕ[(0|z, 0, . . .)] = [(0|ϕ(z), 0, . . .)].

Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè Φϕ ÿê ïðîäîâæåííÿ ϕ. Çàóâàæèìî,

ùî z 7→ [(0|z, 0, . . .)] íå ¹ ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü, îñêiëüêè âií íå ¹ àäèòèâíèì

.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî äëÿ äåÿêèõ âèïàäêiâ óìîâà ‖γ(z)‖B ≤
Cγ‖z‖A íå ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ íåïåðåðâíîñòi Φγ.

Ïðèêëàä 9. Íåõàé X = `p, 1 ≤ p < ∞, íåõàé Y = `1 i íåõàé n � íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî, n ≥ p. Ïîêëàäåìî γ(z) = zn, z ∈ A. Òîäi äëÿ êîæíî¨ áàíàõîâî¨

àëãåáðè A, âiäîáðàæåííÿ Φγ çM`p(A) âM`1(A) ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôi-

çìîì. Äiéñíî, îñêiëüêè n ≥ p, òî Φγ(u) ∈M`1(A) äëÿ êîæíîãî u ∈M`p(A)

òà

‖Φγ(u)‖ ≤ ‖u‖n.

Òàêèì ÷èíîì, Φγ � íåïåðåðâíå â íóëi i, îòæå, íåïåðåðâíå.

Ïðèêëàä 10. Íåõàé γ(z) = ‖z‖A. Òîäi Φγ âiäîáðàæà¹ MX(D) â MX(C), i

¹ íåïåðåðâíèì i àäèòèâíèì. ßêùî íîðìà A ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ, òî Φγ

¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì.
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Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî Φ ¹ ãîìîìîðôiçìîì çMX(D) âMY (U) i äëÿ êî-

æíîãî z ∈ D,
Φ([0|z, 0, . . .]) = ([0|w, 0, . . .])

äëÿ äåÿêîãî w ∈ U , òî âiäîáðàæåííÿ γ : z 7→ w ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì. Îäíàê

ìè íå çíà¹ìî, ÷è êîæåí ãîìîìîðôiçì içMX(D) âMY (U) ìà¹ âèãëÿä, ÿê ó

òåîðåìi 44.

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ íàM(D). Íåõàé E � ëiíiéíèé

íîðìîâàíèé ïðîñòið. Êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : ΛX(D)→ E ¹ ñóïåðñèìå-

òðè÷íèì, ÿêùî f(y|x) = f(y′|x′), êîëè (y|x) ∼ (y′|x′). Ôàêòè÷íî, êîæíà ñó-

ïåðñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà íàM(D) ÿê f̃([(y|x)]) = f(y|x).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ÿêùî f ìà¹ âèãëÿä

f(y|x) =
∞∑
i=1

γ(xi)−
∞∑
j=1

γ(yj), (54)

äå γ � âiäîáðàæåííÿ çM(D) â E, òî òîäi f̃ ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íîþ i àäèòèâíîþ.

ßêùî γ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì, òî i f̃ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ.

Ïðèêëàä 11. Íåõàé (y|x) � íåçâiäíèé ïðåäñòàâíèê u ∈ ΛX(D). Ïîêëàäåìî

f(u) = ‖x‖ − ‖y‖.

Òîäi f ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íîþ êîìïëåêñíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ.

ßêùî D = A ¹ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ, òî ΛX(A) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì,

i ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ΛX(A), òîáòî ïîëi-

íîìiàëüíi âiäîáðàæåííÿ â íîðìîâàíèé ïðîñòið E, ÿêi ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè.

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Pn íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó Z â E ¹ n-îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì, ÿêùî iñíó¹ ìóëüòèëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ P n íà n-ié äåêàðòîâié ñòå-

ïåíi Zn òàêå, ùî Pn(x) = P n(x, . . . , x). Ñêií÷åííà ñóìà îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ

¹ ïîëiíîìîì. Íåïåðåðâíi ïîëiíîìè íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ äîñëiäæóâàëèñÿ

áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [69]). Íàñòóïíèé ïðèêëàä äà¹ íàì ñó-

ïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà Λ`p(A) äëÿ 1 ≤ p ≤ ∞.
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Ïðèêëàä 12. Íåõàé X = `p äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ p <∞, i E = A. Äëÿ áóäü-ÿêîãî
öiëîãî n ≥ p âèçíà÷èìî

Tm(y|x) =
∞∑
i=1

xmi −
∞∑
i=1

ymi .

Î÷åâèäíî, ùî ïîëiíîìè Tm � ñóïåðñèìåòðè÷íi. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ

xi 7→ xmi ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì i ‖Tm(y|x)‖ ≤ (‖x‖ + ‖y‖)m, òî âiäîáðàæå-

ííÿ T̃m ¹ íåïåðåðâíèìè ãîìîìîðôiçìàìè êiëüöÿ çM(A) â A.

Ïîëiíîì P íà Λ`p(C) ¹ ðîçäiëüíî ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî P iíâàðiàíòíèé

âiäíîñíî âñiõ ïåðåñòàíîâîê (σ, µ), ùî äiþòü ÿê

σ : (x1, . . . , xn, . . .) 7→ (xσ(1), . . . , xσ(n), . . .)

i

µ : (y1, . . . , yn, . . .) 7→ (yµ(1), . . . , yµ(n), . . .).

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî P ñóïåðñèìåòðè÷íèé, òî âií ðîçäiëüíî ñèìåòðè÷íèé,

àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå âiðíå.

Ïðèêëàä 13. Íåõàé

P (y|x) =
∑
i<j

xixj −
∑
i<j

yiyj.

Î÷åâèäíî, ùî P ¹ ðîçäiëüíî ñèìåòðè÷íèì. Êðiì òîãî, P (x|y) = −P (y|x).

Îäíàê P íå ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèì. Äiéñíî, P (. . . , 0,−1|1, 0, . . .) = 0, òîäi ÿê

P (. . . , 0, 1,−1|1, 1, 0, . . .) = 2. Ïðîòå,

(. . . , 0,−1|1, 0, . . .) ∼ (. . . , 0, 1,−1|1, 1, 0, . . .).

Òàêèì ÷èíîì, P ìà¹ ðiçíi çíà÷åííÿ íà åêâiâàëåíòíèõ âåêòîðàõ, i, òàêèì

÷èíîì, âií íå ìîæå áóòè ñóïåðñèìåòðè÷íèì.

Ìiíiìàëüíà àëãåáðà, ïîðîäæåíà ïîëiíîìàìè Tm, m ∈ N, âèâ÷àëàñÿ â

ïiäðîçäiëi 3.1 òà â [25] äëÿ âèïàäêó X = `1 i D = A = C. Íàñòóïíà òåî-

ðåìà ïîêàçó¹, ùî êîæåí ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

ñêií÷åííó àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ Tm.
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Òåîðåìà 45. Íåõàé P � ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà Λ`1(C). Òîäi P �

àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ (òîáòî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ) ïî-

ëiíîìiâ Tm, m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � ñóïåðñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà Λ`1(C); òîäi P (y|x) ¹

ðîçäiëüíî ñèìåòðè÷íèì. Âiäïîâiäíî äî [52], P ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ

ïîëiíîìiâ F+
m i F−m , m ∈ N, äå

F+
m(y|x) =

∞∑
k=1

xmk i F−m(y|x) =
∞∑
k=1

ymk .

Îòæå, ìà¹ìî

P (y|x) =
m∑

k1 + 2k2 + · · · + iki+

n1 + 2n2 + · · · jnj = 0

ck1...kin1...njF
+
1 (x)k1 · · ·F+

i (x)kiF−1 (y)n1 · · ·F−j (y)nj

äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò ck1...kin1...nj .

Î÷åâèäíî, ùî Tk = F+
k − F−k . Ïîçíà÷èìî Qk = F+

k + F−k . Òîäi iñíó¹

ïîëiíîì q : Cn → C òàêèé, ùî

P (y|x) = q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x), . . . , Qm(y|x)).

Âiäïîâiäíî äî íàøîãî ïðèïóùåííÿ, P (y • a|x • a) = P (y|x), a ∈ `1. Ìè

áà÷èìî, ùî

Tk(y • a|x • a) = Tk(y|x) i Qk(y • a|x • a) = Qk(y|x) + 2Fk(a)

äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Âiäîìî, ùî äëÿ êîæíîãî (λ1, . . . , λm) ∈ Cm iñíó¹ âåêòîð

a ∈ `1 òàêèé, ùî Fn(a) = λn, 1 ≤ n ≤ m (äèâ., íàïðèêëàä, [10]). Òàêèì ÷èíîì,

äëÿ êîæíîãî (λ1, . . . , λm) ∈ Cm,

q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x), . . . , Qm(y|x)) =

q(T1(y|x), . . . , Tm(y|x), Q1(y|x) + λ1, . . . , Qm(y|x) + λm).

Îäíàê öå îçíà÷à¹, ùî q íå çàëåæèòü âiä Q1, . . . , Qm. Îòæå, P ¹ àëãåáðà-

¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ Tm, m ∈ N.
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Çîêðåìà, ó [25] áóëî äîâåäåíî, ùî [(y|x)] = [(y′|x′)] âM`1(C) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè Tm(y|x) = Tm(y′|x′) äëÿ âñiõ m ∈ N. Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹,

ùî â áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ñóïåðñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íå ðîçäiëÿþòü

òî÷êèM(D).

Ïðèêëàä 14. Íåõàé X = `1 i A = C2 � àëãåáðà âiäíîñíî ïîêîîðäèíàòíîãî

ìíîæåííÿ. Òîäi âåêòîð

(y|x) =

(
. . . , 0,

(
1

2

)
,

(
3

4

)∣∣∣(3

2

)
,

(
1

4

)
, 0, . . .

)
íå åêâiâàëåíòíèé äî (0|0), àëå

Tm(y|x) =

(
3m + 1m − 1m − 3m

4m + 2m − 2m − 4m

)
=

(
0

0

)
.

Íåõàé ϕ � êîìïëåêñíèé ãîìîìîðôiçì A i Φ � ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ ç

M(D) â A. Òîäi ϕ ◦Φ ¹ êîìïëåêñíèì ãîìîìîðôiçìîì êiëüöÿM(D). Ç íàñòó-

ïíîãî ïðèêëàäó ìè áà÷èìî, ùî iñíóþòü êîìïëåêñíi ãîìîìîðôiçìè â M(D),

ïîáóäîâàíi iíøèì ñïîñîáîì.

Ïðèêëàä 15. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîêM`1(C2), ÿê ó ïðèêëàäi 14. Äëÿ äîâiëüíèõ

k, n ∈ N ïîêëàäåìî

Pkn(y|x) =
∞∑
i=1

xki x
′n
i −

∞∑
i=1

yki y
′n
i ,

äå

(y|x) =

(
· · · ,

(
y2

y
′

2

)
,

(
y1

y
′

1

) ∣∣∣ ( x1

x
′

1

)
,

(
x2

x
′

2

)
, · · ·

)
.

Çàóâàæèìî, ùî ‖Pkn(y|x)‖ ≤ (‖x‖+ ‖y‖)k+n. Ïîëiíîìè Pkn ìàþòü âè-

ãëÿä (54) äëÿ γ(x) = xki x
′n
i , à âiäîáðàæåííÿ γ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì. Îòæå,

P̃kn ¹ íåïåðåðâíèìè êîìïëåêñíèìè ãîìîìîðôiçìàìè.

Ïîëiíîìè Pkn ó ïðèêëàäi 15, ÿêi îáìåæåíi åëåìåíòàìè (0|x), íàçèâàþòüñÿ

áëî÷íî-ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà `1(C2) (äèâ., íàïðèêëàä, [22, 57]) àáî

ïîëiíîìàìè Ìàêìàãîíà [74].
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Ïðèêëàä 16. Íåõàé X = `1, i A = Mm � àëãåáðà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü

m ×m äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî m ∈ N. Òîäi, M`1(Mm) ¹ íåêîìóòàòèâíèì

êiëüöåì ìàòðè÷íèõ ìóëüòèìíîæèí. Íåõàé D � âiäîáðàæåííÿ çM`1(Mm)

âM`1(C) òàêîãî âèãëÿäó:

D([(y|x)]) =

[(. . . , det(yn), . . . , det(y2), det(y1)| det(x1), det(x2), . . . , det(xn), . . .)].

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê det(xi) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, D

¹ ãîìîìîðôiçìîì. Íåïåðåðâíiñòü D âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî ‖D(y|x)‖ ≤
(‖x‖+ ‖y‖)m.
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